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к здддчЕ синтЕзд опт}lliдлъншх по БшстродЕiствиr уIIрдвлЕIflfi дя ли-
НЕПШХ СИСТЕШ ТРВТЬВГ0 ПOРЯДИ
Л.А. Вслодrн, Д.1.1ороз, l|. П. Огуrьник,/Шосква,/

В докладе*l"rra"*r"" некоторце реэультатц исследованиfi в облас-
ти прилоIения теорI{и оптималл}tого синтеза к несколькиl, пришялньl|

задачаш.
Реализацуя проводится с испольэованиец процедIрц, идея KoTopoit

излошена " I l]. Эта прочедура построения эакоrtа упрsвления основа-
на Еа еппроксимациl' поЕерхЕостI переключениаrэалаЕноfi в параrrетри-
ческоll вуде rсистеrоfi вдосrостеfi, и на. введении Jlогиltttrопределяпшеit
принадлеlвость Фавовоl точки кацдоlry иэ двуr( llвotecтB, Еа которше

поверхность переключения делит фавовое прострsнство.
Полученнtлlt аакон в виде обратноit свяви легко решиауется на

аналоговtaх вшчислительншх liаIинах с небольциli числоra элешентов и с
нелинейностяши лицtь типа реле.

Испольауеrrое параrrетрическое представление поверхЕости переклD-
чения дает воэшоаность граФически определить шиЕишаrьное вреraя пе-

реходного процесса для проl4эвольншх на.чальнцх условиfi с хелаешой
степеньD точности. В дошаде описвва эта процедура.

Кроше того, для некоторого достаточно цирокого lotacca объектов
приводятся реаультатц построеншя синтеэирJrDщеfi Функции при ншичии
ограничениf, нs Фааовце коорд}tн8тБ.

Проведен синтез такЕе и дJtя системш, описшвающеfi динаrлдку ги-
роскопического ко!rпаса, riатрица kofopolt имеет коt плекснце собствен-
нше значевия. Эта эадача решалась другим путей в работе [ Z] , "о"
бшло получено программное управление.

Все эЙачи иллDстрируптся полученншми на АЕOД осциллограмшаllи
переходншх процессов в aaraкHyтoft систеrrе.

I . Уравнения поверхвости пер€клDчения.

Буд9ш рассматривать cltcтerry управления, описцваешую уравнением

i- Ах+ Ьц, /l/
гдех,Ь
ограничено

и А - векторDt и матрица соответственво, управление aa

Цо1 Ц < Ца.

s/данная работа была долопена на Всееопэноl'r конференции по пробле-
uаr. теоретическоfi кибернетики ,/Новосибирск - 1960 г./



к эадаче синтеэа оптишаJrьнцх по тоодеfiствrл чпоавлениfi Iз

Чере

с!iстешц i
|1

@ 
7 о.означriЙ область достиrrrraости начаrа коордиват дJIя

|J зе время, не преврачвючее JГ

пол}rlgtlg следурщее параметрическое ур9внение поверхностиt
переключен ия мя 

"nbr"*, [ /] , матрица /4 которой ишеет деfiстви-
тельнце собственнuе аначения

х-х:(г|- (l- ff)х'{s) /z/

для Tof, части поверхности, в точкдк KoTopol Ц-Цl п

х = х"(г) -(r_ ff)x-(s) /s/

для ocтmbBolt части поверхности переклDчения. В атих вцраIенияхобозначено r

. х-(г)- Jе'lъаr.0"
i3 случае сишrrетричнtлх оiраничениfi lиl< / уравнения,поверхности

переклDчения получаем в виде

l=х-(п)-2х-(S), 0-. S-<Л) /4/
и

д - д+(л)- 2 x*(S). - Л-(л) +2 x-G) l /5/
иlrея в вилу, что x+(n)- ffX-tnl .

Парашетр r? инеет смцсл общего вреченr прихода tааобраrаэцgfi
точки в начаJIо координ8т при двиIении по поверхности переrлDчсвпя,
а(П- ý)соответствует вреr.ени двиIеншя на последвеr. хнтерваrе
постоянетва упрашения.

тогда граница поверхности перешDченпя, располоrенцоl в@7rяв-
ляется координатноfi ливиеfi Г=Т , т.е. линиеlt

x-x1I)-tr-ff)x-{s). 0<s<7. /в/

týrсть м9трица ) ^""", 
комплексные собствецнце аначенпя9СОS!!

f fSlnf il .l - деfiствительное.
Ввэдеr,r в рассriотренле следуюlцие функц"" [ 3] ,

gоU)--lь;,|ъ,е-ПАь\ /?/
g(r,)=-[ b,e''l ь, е- 

rl 
Д ъ! .

J этом доклэде рLссliэIриваетса эадеча, когд9 ,l <PCOSS. J этом
случае функция 9о(Р) еохраняет энак, " 90) меняетJ a""i npnr'>O.
Пусть Лg корни управления 9,0.)- 0 .

Уравнение поверхности перешDч€ния ишеет вид:

х=(- l)mx-(t ) + 2L t-lcx-(g, tsi /s/

.,. l1rп4trl'Fm+tо O<Sld,
'Д" Lc(S) - цУнкцrl}i, заданнше в не_явном виде в уравнении]

f,b,e 9сG'Аь, r(s)J=0,
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rы -<LG)<Рс ,0-(9<Й,
y(s) - вектор_функция, напришер, такая{9}-АМфr[ЬrАЬkiфl /.

Иэ ц.иэических условиtt обшчно бцвает ясао, какова верхняя гра-
ница.времени двихения в н8ч9ло координат с шошента попадания точки
на поверхность переклDчения. týrсть это будет Г. ООо""ачиц череа
Л1 l первЫl-t корень уравнения 9,(r')=0 . Тогда функция и(г) со,

хравяет знак прr,r Т< r, , и для 0< г1 rrr, Форlryiа /В/ прпuет впд /цуея
в виду, что Ло = 0 /

х=х-(л)- Zx-Qt tФ) . /g/
0тсюда видно, что если fu , рассriатривать как независиrлrfi пара-
riteтp, 9то выраIение совпаl9ет с /4/, т.е. 

" 
GЛ'ураввение поверхнос-

ти переключения при 0<tr<Гt, аналогично уравнениD поверхности пе-
реклrочения, когда шатрица д uuеет только деltствительнflе собствен-,
нце эначения В этом случае, учитшвая ан9копостоянство qryнкuuft!о(lr)

L1 
9t (Г)' знак гаУсс;;i;;il;-Цd;};.";Б""'"" *o*"]iJ,

будет во всех точках поверхности полоtrtтельнцfi. Следователъноrв@Л'
cBoltcTBa, которцrrи обладает поверхность пёрешпчения в случае деft-
ствительншх собственвцх аначениfi, сохраняются, а иriеrrно I,/ условие
/IO/ влечет аа.,собоfi.локальнуD вшпуклость поверхности, т.е. все
точки, э8 исключениеш граничнцх меа.ry кускаt{и пове.рхвости, соответ_
ствующ{х раэличншri управлевияш, булут аллиптическшци; это д8€т воэ_,
шоtность разбить поверхность нв вцпуклце куски; 2,/ поверхность п€-
рекJtючения является одноаначноlt в направлении векторв Ь ; 3,/ проек-
ц"" лиrиli х-(п) и Х'(r) не плоскосrп(ЬrХ)-@ ямяптся вшпуклшriи.

Способ реалиаации сшнтеашруDцеlr Функции, эадаваешоf, такоft по_
BepxнocтbrD переклrсчения, rvioteт блrть такиlд ше, как описано в /l/.

2. О наискореfiшеrr приведении гироскопического коuпаса в иери-
диая.

в качестве примерб рвссraотрим аадачу о приведении гироскопичес-
кого компаса в riерид}tан аа rrиниммьное вреutя. Эта эадача иэучалась

" [ 
2 ] r где бшло получено программное управление при некоторцх на_

чальных аначениях и минимальное вреDrя переходньго процесса окаэа-
лось равЁыш | = I2OO сек.

В работе [а] л"""r"триваласЬ эадача о приведении этого ае гиро-
компаса в меридиан аа ааданное время, которое бнло принято равншм
Г= I8OO сек.

,на примере этоlt задачи проиллюстрируем воамопность соэдания qис-
тешJ управления с обратноfi связьD, оптимаJtьноfi по бшстродеltствию.

Двишение компасе описывается систецоlt уравнениR IaJ



к аалаче синтеае оптицаrьнЕх по тродеit ствиD -у правле ниt'r I5

Л,=ffi^r" ffi.0,62x5+tt, /ll/
iz=- Ц1,1368,/0'6хt ,^

it= - 1,5,t0-3Xr, |, 5, f0-3X9 ,

"де /иl_. цо = QбЦOt.0-3 - собственньЕ аначения;

l= - 0,882Ч,tо-з
е ! i d з! соsс9 t i s iпý = - Ц30 8В. l 0' Э t О,9Ц В l. r O-t i. .

В этош случае,?<усвj и фувк-ция и(r) энакопостоянна, а 9(р)
цецяет анак.

.фнкuпя 9(п)= - [Ь, е'ПlЬrе-ПД7Ь7=
= -!тld2пt*r[rч- 7е- Q- e)nsinun*ge-a- е)пsiпlпвл-рl,

"д" Г -шатрица преобраэоваяuя/| к цордановоlt фо.оше - иrrеет первыit
полоIительнЙй корень, paBHrrfi Гl = 4465. Следовательно, прull?Г' ,

фувкtlия 9t0) знакопостсянна. Как бшло указано вцше, Л иr.еет сrrцсл
вреrrени двиtения по поверхности, в то время как в укааанншх работах
Обцее врешя переходвого процесса не прившщало 7 = IBOO. Тогда в
течение всего времени .цF$Iения 90) " 9U) эшакопостояннtI ll
уревнение поверхности, соответствующее управлевиD (z = Or640l r0,3
описцвеется Форlryлой /9/ u обладает перечисленншllи вщде своltстваши.

В соответствии с работоft [' ] " качестве аппроксиrrируD,Фrх по_
Верхность переклDчения неравенств бцли взятд следrDlщtе:

а/ раsбиение Феаового.пространства на два полупространства про-
иаводится плоскостьD:

б,/поверхн"","!9JiJJ"=9;ir'"'rl;Jj,u"IlJ::"Нhоо"*""""Z
равенстваши:

(9u,x).da=Q629xa-|00xr+339xr+Q0359TO; /rc/
(Jj, Х1*6, ; 5,385h- f26xz+ l0o5xr+ Q0$ > 0 .

В другоr, полупростренстве аппроксиuир}Фцие плоскости принишались
симметричнцrrrt пJlоскостям /IЗ/ относительно начала координат.

(t,,Х).dч 
=Q628x1- t89x2+339xg-Qo359zO, tiзl

ýл,х)td5 = 
5,385\- f26 х, + 1005хз-0,030 z 0 .

Тогда для Форtlирования управления строится слелупччrit алгоритш:
!/ если /l2/ уl,овлетворяется и /Т3/ удовлетворяется l то(!=-цо i
2/ еслu /12/ улоэлетворяется,а /lЗ/ не удовлетворяется rтоцэ+!дi
3/ еслu /12/ не удовлетворяется ,а /l3!/ удометворяется,то(/l;+(4;
4/ есллl /i2/ не удовлетворяется и /lЗl не удошетворяется, то

Ц=-(о ;

Этот алгоритм бшл реалиэован на АВШ ЭlШ-8 tt бнли полученц осцил-
лограммш рис.I, рис.?.

Если ввести логич?ские переменные gi , приниrrа!сrш4е эначеншя
голько 0 или I, следуDrrд4м обраэом:
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по тDодеltствиtэ чпDевлениrt |7Кэ синтеэа

=lI

=|

Чt

Ча

Чз=t

{
(:)
(:)

(:)

(fi,x))0},
(!z,D,dzi0
(Рз, )r) * ds t 0

Qч,Х)+glцт0
(9r,Х)+dс70

l'

,

то синтеэируюцая функция эапишется в виде
\

ц(х) = - uо 4 uо|g, kX/ - 920l) + (r- Ш 0)!1 ( i|,
3.ГраФическое определение времени перехода иэобраааDщеfi точк;,t

в начшо координат.

Иногда бывает необходимо оценить оптишальвое время прш перехо-

де иэ одного состояrtия в другое, не прибегая к слошнцм вцчисленияri.
Нише описшвается методика определения этого времеЕи.

Эта методика основана на геометрическоfi интерпретации поверх-
ности /Z/ u /З/ и рассмотрении проекциft траекториfi двишения систе-
*'il""]nЖ:Жil";;#;Ii:Il'"o"u""" 

двиtеiия иа некотороИ ""-чальноlt точки'Х, необходиrrо сделать следrDщее:

I.Определить точку попаданиях(Frg) траектории с началом Bf,
на поверхность перешDчения

2. 0бщее врешя дв!!шения складдвается из врешени двиsения по тра_
ек.rории fr "" точки хо в точку 1a(Fr.ý),. которое иавестно иа рас-
чета траектории, и из врешени дви8ения по поверхности перешiочения,
которое определяется пераriетро}f F точки х(F, ý) /о сl,шсле парашет-

ровг и s говорилосьвшше/.
, Таким образом, для решения задачи осталось определить лищь точ_

КУ x(F, ý) . Дя атого требуется:
I.Рассчитать линии Х-(г) " х+(р) , а так}е коорди}lатнше линии

FэфQgtrO<S<Г по форrryлаш /2/ ч /З/ и хостроить их проекции на
плоскости Х1 Хз " ХgХэ

2.Нанести н8 проекциu ХlХз п ХzХз траекториюf, с управлени-
еш на первом интервале, анак которого обцчпо иавестен иэ Фиаических
условиfi эадачи. Если re определение анака управления на первоrr ин-
терваJIе аатруднительро, необходDtliо провести построение траекториfi

' для обоих управлениfi.
3.Построить в проекцuu Хо Xt лuнuа l_ l предстдвляDцýгD, собоtt ге-

очетрическое шесто точек пересечевия траекторип f, с координатЕшlrи
ливияr.и д=фRзt в проекции х/х, . Тогда точка х(4g) ямяется точ-
Kofi пересеченrя L и Т g проекцши Хе|з .

Точность определения врешени аависит в основнои от точности оп-
ределения параlrетров F l: ý точ{и xfr6) . Практическш эти вцчис_
ления шоано провести вручн]rD или с испольэовавиеl| llалцх вцчислитель_
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ншх средств.

4.Об одноfi задаче синтеэа при наличии ограничениfi на фаэовше
координаты

Рассмотриrr эадачу о построении управления в виде oбpaтHoit свя-
эи дJrя систеш, описшваюцDlх продольное двиIение летательнцх аппара-
тов при нмичии огравичениlt ва угол тангааа и угловуl] скорость.,/В
это!.: разделе из-аа недостатк9 места основнше вшкладки будут опуце-
нш и приведенц лиtrь окончательнше реэультатн,/.

Динацика таких объектов описцвается следrDщlt и уравнен"""" I S ],

i1=12,
*2 =Q2/аt оааХz'02чХч +Ь2Ц, /I4/

\Е=озчIч,
iц = ацlХ t+ ОцzХz + fu"lц, Ьцц ,

ГДе )(7- ТаВГаХ, |2- УГЛОВаЯ СКОРОСТЬ, Хз- ВЦСОТа U Хч=iз
Дя этого класса объектов ишеет шесто следуDщее обстоятельство:

среди собственнцх значениfi &tатриltд / uuеется отр}rцетельное и боль-
шое по абсолютноfi величине собственное энsчение. Требуется опреде-
лить эакон управления как ФункциD Фааовшх координат, ос}пцествляDllо{fi

перевод систе}rш /I4/ иа некоторой точки х9 в начало координат аа

минимальное время при ограничениях
|Iо4ц ( цt i.lxrl<cl ; lx:-l <с2.

С помощьп невшроцденногс преобрааов8ния хёКZ , и испольэуя ука-
занвое своfiство шатриt$I f систешл /I4l uolкo от спстеt{ц /|4/ лереft-
ти к следуrсщей систеuе:

21=1,1Z1 + ф,
Lz- Zз*ф, /l5/
2э = dэLL,

в котороfi ypaвHeн}te, соответствJrDщее большеlry отрицательноrqr собст_
BeHHorry эначению, отсутствует. 0ценки погрещностtt при Taкor. перехо_
де.достаточtlо простш tl здесь не приводятся.

Булеш решать сФорrryлированнJrtс аадачу, где вцесто систеlш ,/I4,/

рассмотриll сuстеlry /15/.
Уравнение, поверхности перешDчения для /l5/ представляется вцра-

Iенияци /21 u /3/.
Пусть для начаJtа ишеем только одно ограничение Фаэовоit коордr,tна-

ты lxll -< Cl . Тогда, учитцзая /|5/, ато ограничение r.orнo эаписать
Zt + dlZg- Q =Q /16/

7 Q - некоторая константв/.
0собое управленше, вrrбран9ое из усrовtlя дви8ения фааовоl точки

по ограниченuп /16/t как нетрудно убедиться, будеt
ll=deZl 1 /l?l

где



к аадвче схЕтеза опtппIальвнх по бцстDодеfiствию влениfi I9

"J,tr=й'
}l, далее, " "ооr".тствии 

со cтpyкTypofi уравненut| /l4/ и /|5/,1меем

ц.0 uzt=O. тогда ""o*""T;;j;:r""r"eT собоfi пря]ryю 
/rc/

.|rr= опst,
леrаtryD в плоскос ru /16/, по котороfi фааовая точка двишется со ско-

ростъD 2r=2з = Сопst
Не эаписшвая адесь га}aильтониан систешш /I5/, Mor,Ho, однакоrот-

метить, что Функция 9 , представляDщая собой cyмliy коэФФициентов

при Ц lпрлt пере!оде фааовоfi точкrr па огран!сченItе претерпевает ска-
чокrе саца траеrсторlg васsется ограЁичсrrrrя.Ьиду тогоrчто ёкстеша
/l5/ ауеет дра нулеmц собственrпrх ана9енrrяrповерхностьrпо котороfi
происходит попадание на пряlоrp /l8/, представляет собоfi цилиндри-
ЧескJrD поверхность

z* -Zft) , ttao, / rc/
где i(Ll -"напрввляDщая" траектория с управленпем llo ,по- едч-
ничrщfi вектор обрааtrmщеfi .

Z(t) - определяется иэ условия к9сания поверхностц /l9/ плоскос-
тu /16/, т.е. иа

(z- i(t)l."' ЧР - zr +dtzэ- ct .

Пусть теперD ичееш ограничение lxzl 4 Са . В аточ случае урав-
нение ограничения в координатах Z и особое упрашение шогут бшть
наfiдекц авалогично предryцеlry.

0граrrиченпе представляет собоft mlockocb

особое упр"йе"r" 
ZfФПst ' /2О/

щ--&сц --Фпst . /2l/
фнкция Р скачков не иriеет, и траектории не касаDтся огравиче-

ния.
Если в систеraе иltеDтся оба ограничения, то пrоскость /2О/ пере-

Секается с поверхностъо /Ig/ по пряrrойrпераrлельноft пряшоf, /18/, п

ОПРеДеЛЯеШОfi СИСТеrrОО 
[ z*=Z(t) * tпо,
(

l Zl - соRSt ,

синтеэ.упрашенIя лля систецЕ /15/ лрп н8ЛИЧИИ ОбОИХ ОГРаНИЧе-
ниfi осуцествляется по r.етодr,tке, описанноft ранее.

OTrreTrrш, кроше того, что вреш перехо.fного процесса " "nor, "ny-чае цоIет бнть TaKre определено с поllощьrс рессlrотренцЕ проекциi опи_
саtlнцх поверхностеfi на octtt ZlZt и ZэZo . Точка {(Frý) теперь
есть точка попадания трsектории, двигаDщеf,ся по огравrrчевrtD, Ее по_
верхность перекJiDчевхя.

В качестве, приIере paccшoтpeнo двиrёнпе гцпотетичссIого объекте
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со Еледуючрtми характеристиками

А=

0
тс

0

-70

|=
(,;,

I0
-3,5 0
о0

_I8 0

о
015
I

-?15
Тогда систеriа /15/ булетз

2l= -0,5zt-2,5u-,
22-- zr+200ц,
Z!= -9{ц,

Ограяичения были вшбрвнш такие:

-Ц' -< и -< Q i ; lxr' -< 4ОО; lx"!,< l6'/ceK .

fuя Форlryл]lрования управления поверхность /19/ аппрсксимирова-
лась однйм ýеравенством

29z, - l,З5Zэ.-28 z0. /2z/
Ограничение /2О/ имело вид

Zl + 0,5Ч 70, /2з/
а поверхность переклDчения - двумя:

5r8z1 - 0,8zr- 2ZrT0, /z4/

t5,1Z1 + l,bzz + 6,1zз+l/70. /z5/
или, переходя к исхэдныrlt коорд,rнатам xd , мошем аапr4сатъ

-l2h - f,75x2- Q2?хц * 3,2 2 0, /2z7
-5х2 + l,Ц zО , /zзУ
-Цi - о,9х2 + 0,08хr-O,Соrц >0, /24У
,8,6ц - |r2 хz + 0,0l5хэ-О,/7tlч +о, ? z0. /25У

Теперь построиш следуюцýrD догическJrD Функцию:

i,/ еслц /zc/ улоьлетворяется п /22!/ , /zЗ!/ , tzs|/ удовJIетворяется,
TO|lL= Q, j ;

2/ еслп /24/ уловлетворяется ,а /zd/, /2З7, /25l не удовлетворя-
ются, To41,= -Ql5.

Дпя BTopofi половиЕt поверхности переключения аапись веравенств
;| их проверка проводится аналогичныrJt обрааом.

Сформированное управление по трем координатам Z; полаЬа,Iось в
исходнуD систеr,ry /tЦ/. На рис. 3,4 покаэанц переходнце процессц сис-
Telля /14/ при наftденном ааконе управления с ограничевцц!iи Фааовцrrи
координатаuи.
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