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линФнцЕ д4ФФЕрЕнLlиыIьнýЕ игры с дву!rя 0грдничЕниями
М. С.Никольскиft /Москва,/

ДЪ п- мерном евклидовом прос.тр8нстве R.^ рассматривается двиа,е-
ние вектора z , описшваемое уравнением

2 - дL+)z . ý(t)ш- С(+)ч , ./l/
где z е Rfu , ц - управляDчlиit вектор, прr/iнадлешадиfit евклидову про-
странству R,Р ; ч - управляюциft вектор, принадлешащиlt евклидову
пространству 09 ; матрицы Д(t),8(t)rC(f) имеют соответственно
РаамернОстьГLхft,РхftrQ*L и являются непрерыв.нцми функцияши t при

всех f . Управляюциit вектор Ц находитсл в распоря8ении догоняю-
щего, управляrсциlt вектор V - в растtоря8евии убегаюIцего. В Р^ 

""д"-но линеlrнЪе подпространство М , при ltопадании на которое .точки
ZG) игра считается законченноlt. Игра вачинается иэ полошения

Z.EM в MorreHT to . Цель догонярщего - по возliош,ности быстрее
вшвести точкуz(t) на М . Дпя этого он испольаует следуDцryю ив-
форrrацию об игре /l/: а/ анание уравнения /|/, 6/ знание Z(t) и v(ё)
в калдцit момент t , в/ знавие ограfiиqениlt на урравление (/ и на

управлен,4е V . Мц будеш рассматривать случаfi раэнотипншх ограниче-
Httit ва Ц и V . Ишенно., считается, что

/z/1еР, yеО
и что имеются ограничения на ресурсы управлевиit:

:r
Il&(s) lds зу,
J
tо

где Р - выпукrплfi компакт иэ РР
Р9 ,J.zO rv>,0

+

!nc.>la. 
nu,

lo
,Q

/з/
- ограниченное мноцество иэ

Цель вастоящеfi 3аметки - дать достаточнше условия, при выпол-
нении которых из данноft точки (Zorto) мопно закончить преследова-
ние при любом поведении убегапщего эа конёчное, эфФективно вцчисл}t-

мое время

Б./ Обозначим ортогональное лополнение к М в R* буквоrr L .Ус-
ловимся обоэначать череэ liz ортогональнуD проекциD векторе Ze Pn
на L . Полоrиrr p$u"p"o"rb L(dim L) paBHort t1 , гдеO<kс R/слу-
чаГt k=0 неинтересен,/. Цель преследователя состоит в Toli, чтобц
по возмоаности бцстрJ" 

"д"п"r" йZ(t) равншt4 нудево!ry вектору.
týlсть на отреэкеГtоrt J ф"*""ро"онш допуст.имше управленияц(.),

V(.) , тогда иэ Формулtл* Кошt следует, что

п D(t,sXO(s)цcs) - С(s)ч (s))ds,lizG)-liD(t ,to)zo*
Со

/4/



гдеD(l, fo) - Фундаментальная матр!rца однородного уравнения 2=

= Д(*)z l удовл€творяющая усJIовир D(to,t")= Е - единичноi'л матри.це.

Сбозначим череэ 91 (i=|r,..rП) /L - мерны:': вектор из R'L TaKoft,

что все его компоненты, кроме i -П,равнш нулю, а i -я компонента

равна 1.Не ограничrrвая сблЕrост;tr:iilоЕно считать, что векторы €6.,.r€к
лешат в L , o€K+lt..,r€rt- вМ . Условимся рассматривать все век-
торы иэ L только в базисе €rr..., €. . Равенство /4/ моЕно переписать
теперь так 

Ё
j|z(t)=rED(t , to)zo. 

Jtrr(*,9)ц(S)- 
Fz(t,s)r(s)Jds ,

to /|r/
где матрица f,(trS) имеет раамерностьР" k , а матрицаFa(*,s) -i.lаэ-
мерность f х k , причеш обе они непрерывны по совокупности перемен-
нцх. Для дальнеltшего на!, понадобятся некоторце предполоЕения.

IIРЕДIOЛOШЕНИЕ I. Раамерность вектора (.( равна размерности ли-
неГtного подпространства L , T.e.P=k

Отсюда слелует, что матриц" Fr(t ,S) э /Э/ яв,Iяется квадратноl-t

размерности р, р . Рассмотрии выпуклое шно8ествс Fr(trS)Р и ог-
равиченное мноаество Fa(t,S)8 . fuчислим геометрическую рааность
Д ...l}iotrecтB Г, (t,s)P, F"(t,s)Q t"". |,| t,

.Q(+,5)=Е,ft,S)РЁ Fr.(t,s)Q. /6/
пРЕлОлО;кЕнtfЕ а. lДяошество Q(t,s) непусто при все:< ýrt l удов-

лэтворяюilЕlх условию S( t , и содеDшит нулевоft вектор. ![BorecTBo
Й (Ё, S) содер)шит точку при t 7 s

Отсрда и иэ определения операчии Ё 
"r"дуЁr, 

.rno Q1+.S) при

всех t z S является вцпуклцri коцпактош и имеDт место вклDчения

F.(t,s)O * Ф(+,9)с Fr(t,s)Р.
F.(t,s)0 сFl(t,s)D.

IIРЕДПОЛOilЕНИЕ З. It[атрича Ft (t, S) при всех tz ý обратима.

lИтрица F(tr sl=Д;l(f,s)Fz(t,s) является непрерывноfi по совокупнос-
ти переменншх trý (l>, S) .

Теперь r,rц рассмотриш функцию f, (t) , определяеlryю формtrlлоit.t
г

/(t) = sцр llF(t,s)v(sllds ,
v(.) j, /9/

где на управление у(.) налоIевц ограндчения /2/, /З/.
ПРЕДIOЛОШЕНИЕ 4. }Lr/-(t) np" Bcext >, to
Рассмотрим.мно8ество 

{
f

W(t,+о,л,о) = Ix 8 х = Jrr'*,s)wrs)ds J
to

где х - р - rrepHыft вектор,, W(.) - иэшеримая
торная функция, удовлетворяющая огрвничениям

/в)

/ю/
Р - мерная век-

,
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lw(slIds 
"л 

- Ё(Ё) ,
/lI/

Fr(+,s)w(s)€ fi(t,s). \ /п/
l]егко Еиде,iь, что tlножесг_во \{(trtоr;tlrV) является ограниченншi{t

,l вшпуклым. Гiокехем, что оно замкнуто. При t = to l,rHo8eCTBo w со-
стоит иэ нулевого Bei(Topa. РассмотрЙм случаГr tzt о . Пусть последо-
вательность векгоров XrL, Е= ]r2r... , принадлекит мю)Е9ствуW(trtоrуrv)
и еходится к sекторi, xi
Тогда t

г
Хп = lF,(+,S)w"(s)ds,

J,
где иэмерi4мая функция Wr.(.) удо"r"rворяет ограничевиям /il/,/12/.

Условишся в дальнеl'tшем символо" ХaГСrЬJ обоэначать гильберто-
во пространство р - мер}lых суммируеиых с ква,цратом модуля на от-

реэке fд, ý] векторных функциit !1 символом Х, ГаrЬJ- - банахово про-
странство Р - мерных суtпмируемых по мсдулю на отрезкеГД,Ь] век-
торных функциfi. Oтносительно этих l]pocтpaacтB и!{еется rrатериаJI в кЕlи_

ге [а].Оакты, !1авестнце для X.[a,bJ " 
Х. [arbJ в олномерltом слу-

чае, обычно мошно легко переФорi/ryлировать на случаlt их Р - мерншх
аналогов. Этичr лш будем польэоваться, не делая специальных эамеча_
ниfi.

Ilололим wa(S) =F/(*r9) И/ъ(S) . Иэ включения /i2/ следует,
что Wд (S) € t? (t, S) при *о б 9 < t . Псльэуясь psвHoмepHol't ограни-
ченностью мношеств Fr(t , s)D , F.(Ё , s)Q при t.( S< t и опре-
делением операциfi * , легко .показать, что O(*,S) lтри tб 486t
равномерно ограниrrено. Иэ сказ-нного слелует, что функции Mr,(.)
принадлешит некоторо!ry шару конечного радиуса в пространствеf,a[t.rt}
так как Цар вt2гtrrtJ слабо компактен, то из последовательности
t/"(.) i.loaвo выделить слабо сходяIrryDся в смцслеХafЁоrtJ последова-
тельность wr.; (.) , ее предел обоаначим череэ \,/*(.) . Окаэшвает-
ся, }lошно утвер.fiдать,. что почти при всех ý функчия w*(.) удовлет-
воряет ограниченир W*(s)c *(t rs),t, с9 < * . Это следует иЭ

лешшц.

JIЕмIЦ I. Из непрершвности мно8еств Fr(trs)D ,Fz(+,S)Q по пе-
реriеннцll trS и ,.из наличия BHyTpeEHeit точки U Q(+,S) при+75 сле-
.\ует непрершвность шноаества Q(trs)=F.(*rs)РЁ Fz(*rg)Q в любоlt
точке (Ёr, S.) , ДJIЯ'КОТОРО'-r tt z Sl

.il,окавательство леммш неслошно, мш его не приводим из-эа недо-

{

J
to

a

статка шеста.
Итак, показ9но, что

t t

I)dg t &rlъ Wпi (s)ds,
!n.

х*
foa-ф

to



где Iлlt(S)€ r}(t,s) .

Воэьмем тегlерь HeкoTopoed7 0, удовлетворяющее условиюtо<t-6.
На отреэке [tort -6J рассмоIрим Функции wo(s)=Г-(t,s)w^(s).

Так как F-{(trs) - непрерывная по s матрица н"Гtrr{-6J, ,о

сlункции Wai (.) ".Гtrr{ -6] сходятся слабо в сl,шсле*"Гtоrt-6J.*

Функциirи{s)= F-(frs)W*(s) .Отсюда следует,что последоватедьнссть

ъzoi(.) сходttтся c;i:-lэo к W*(.) "" Гtоr+ -DJ и в_ сццслеХrftоr+-61 ,

но тогда, согласно замечанию на стр. 2О4 книги [з], "з вшполнимо-

сти неравенства /1',/ для Функчий W,., (.) "" Гtо,+ -6] следу.ет, что
+-6

[/r-crllds <J*-/tt1.
J
to

А отсюда, в сl,tлу проиэвольности d>Q , следует, что
t
гllw*(s)ldstл -{(t).
J,+о

Таким обраэом, вектор xi деl'rствительно принадлешит \r'(frЁоrrцrv) и

9? l[.С.Никольскиft

замкнутость этого Dtношества доказана.
l ТЕOРЕ!ДА I. При сделаннцх предполохениях I-IY мношество
I

|^/(trЁ. rрrv) зависит полунепрершвно сЕерху относительно включе-
ния по t еправа приL>7 *о r т.е. для'данногоtа>rЪо и лъэбого(z0
существует TaKoe6(e)z О , что как толькоO<t-+r.6(9)W(t,tо,у,v|
С Vr'(*1rЁо,рrV) + Sg , глеSg -р - rлерныft шар радиуса е , _а знак
плюс оаначает алгебр.аическое слошенле мноЕеств.

Для доказате"iьства теоремц нам понадобится

ЛЕМlЛА а. Функчия P(t) ,/см. форшулу /9/ / полунепрерцвна сниау
по t (Ё >, fо)справа.

ДОКА3АТЕЛЬСТЮ ЛЕМIлШ. Фиксирlем t1 >rto и рассмотрим*z*7 .0че-
видно, t

J,

t

rct1-= a,r,
v(.)

Ftt,s)vts)l фr#f] F(t,51y19;14a l /lз/
tob

где управление V(.) удовлетворяет условиям /2/, /Э/. Испольауя не-
прерцвность матричноit Функции F(trS) /см. прелпЬлоаение 3,/ и огра-
ничение /2/ , лолучиt:,

г ,,

J'F(i,s)y(s)|
ао

ёt
г

J 
lгtt,,slчсэ)lds t f (t, t.),

to
ds=

"д"f(trt1) стремится к 0 равномерно по Функцияш v(.) при{-tr+@.
отсюда следует, что для любогоý,70 моцно подобрать TaKoe6(e)z0 ,

что при 0<t -tl < 6(е) имеет l,tecтo неравенство

i. i,
J 

lF(t,s)v(s)lds ,, 
Jlгt+,,s)исg)lds - оlz ,

toto.

-
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,

отсDда и иэ ,неравенствq/I3lвштекает,что при 0<t-tr< Це) lЦt)>r/с)-е,
что и оаltачает полунепрершвность сЕиау справа Функциш /(f) в точ-
ке ё1 . Лelrrra дока9ана. Теперь переfiдеш к докааательству теорешl I.

ДОКАЗАТЦ'IЩТЮ ТЕОРЕМЦ. Фикс}tруеш некоторое t1 >, *о . Рассшотрим
проtdввольншfi вектор х иа шноаества !У(*rёоrдУ) , где Ё z*l :

{tlгt
; . l F' (t, s)wG)ds " l F{ (t l, g) w(s)ds +

JJto t,t. tг,t
*J(Fr(t,s)-F,(tr,ý))w(slas * Jгrtt,s)w(s)dý, /14/
to

где р - мерная векторная функция W(.) уооЁl"r"оряет ограt{иченияш

/lI/, /I2/. Испольэуя непрершвность шатрицtl Fr(trs) по совокупнос-
ти аргушентов, неравенство /II/ u включение /l2/, w получиш иэ
/ |4/

J(r

tt
г

J 
Гr(*r, s)w(s)ds +f(Ё, Ёl) 1

to
/ 15/

где Р - шерншit вектор J(t, tr) стремится пЬ модулю к0 при{-tr+O
(t>tr) равЕошерно по Функциям,h/(.) , удовлетворяDци}i условия]i
/Il/, /п/. Если tr=to l то

trr

J 
Пct,s)w(s)ds =0,

toи W( Lrrdо,lrV).0 , поэтоry иs /I5/ слелует что для любого€70
наltдется такое 6(e)zQ , что как толькоL-tо<6(е) h/(*,*оrд,У)с
СW(Ёоrё9rлrv)+5е , т.е. теорема в это!i частвоri случае докаэана.

Теперь рассriотрим случаГr t 1> tо . Ehabrrerr малоеу z 0 такое,
что tl-y z*o . Применяя вшючение /lZ/, иs равенства /l5/ uuеем

tгt
l

д. JFl(tr,S)w(s)ds $r({biltf (t,+ r) , /rc/
to

где для вектора fi(t.ry) ицеет цесто оценкq lЯr(trry)l< Цtr t Nl -
константа,/

Согласно лем!iе I rrнодество ft(f , s) непрершвно по *, S на квад-

рате Kr=lt19;tl<t-<tjtf ,fe<S.(tr-Y| , оr"оо" следует равномерная
непрерцвностьФ(trS) на это!d квадрате. Следовательно, для любого

Elz 0 моrно наfiти такое &(е,)r 0 , что при 0 < ! -\ <81(cr)rt(t,S)c
Сfi(trЭ)+9q, где(trS)€ Ку . f.*nr, обрааоrr, rio,tнo утверадать,
что при Q<t-t{<Ф(еr) для Функции W(s) /сч. /А//, удовлетворяD-
щеft ограниченияt! /Il/, /l2/, наfiдется такая иэшеришая Оункцияfr(S) ,

удошетворяDцlая огранrrченшD /|2/ прч f -tl , что Fl(trs)w(s)=
=Fr(frý)fr(S)+)(s) , где и8шеришая фунrцr.я.i(s) удовJIетворяет це_

равенству: li(s)l( tlrtб 4 S ctl -y . На Ьтреакеft6,tr-УJ r.атрица



Fr(t, s) обратиша, причем F]1 {l, s) будет непрерщвЕоl't на этоrr

отрезке. ,,l9 предддrцего слелует, что при 0<*-tr <dз(€z) W(),Q()
удовлетворяют неравенству

lw(s)-W(sll <ое , /l?/
при tq -< S.<tr -У . Доопределим функцию fi(,) на отреаке Гtr-у, trJ
нул;}вым BeкTopori. Иа неравенств /l?/, /lI/ следует, что

tt
г

J lйrsl lds <}t - /(t) + Еz (tl- *о). /lB/
*о

Используя лемDry 2, мошно утверддать, что приO<t-tl.Еrl€е) р -lЦt)<
<Jд-l(+)+€д. Отсюла, иэ включения 0€ fr(t,s) и неравенстsа /18/
следует, что Функция -

fr(s)= ffifi(s),*c(ý,<*z /lg/

удовлетворяет ограниченияli /iI/, /|2/ при t={t . Иа веравенств

/l?/, /|g/ и предполоаения 4 следует приO<t-tt <8а(€а), uro

lw(s) -fr(э)l <eq , /2о/
гдеtо(S.<*r-У.

Иэ соотношенuft/i6/, /ZO/ слелу"r, uro для заданного€z0 riorнo

подобрать такое малое ;l>,0 и rrалое 8(е)zО' что при 0<t-tl<6G)
tr-Y

,= 
Jп(+,,,s)Ф(s) 

ds +ч,
to

где Функци"fi(.) удовдетворяет ограниченияtб /Il/, /|2/ приf={.. ,а
для вектора 9 вшполняется оценка lgl < € . Но тогда вектор

tg.Y tлl

J 
П t *,,.l Фсs)с{s = 

J 
r,' * r, s) fr ts)ds е w(*, * о,rв 1 ч)

to {о
теорема докаэана.

Теперь мц расс!iотрим BeKTop -ED(t, t)Zo и цноrествоt/(f ,*"фп)
пра|7 to. Воэмощнш два случея:

I/-rO(t,to)zoE I,/(*,tоrf9ч) при всех i >,t о;
2/ существует такое конечное l1>l to , что вцполняется вклrсче-

ние

-ftD(t,rt,)zo е W(*7,Ёоlдlу). /2l/
В первом случ9е мц ничего не MoIeM скаэать о воамоtности окоНчания
преследования иэ точки (Zorto). Во BTopot{ случае иэ теореrдц I сле-
лует, что существует наишевьtдее t7 l при Koтoporr вцполняется вклD-
чение /2l/, егО шl обознаЧиri череа T(ZortorYrV)

l TEOPEI|A 2. Иэ полоtения /zgr{9 / игра /l/ прu любоrr допусти-
|мош.поведении убетsDщего моrет бшть авверlлена аа время

|t'тl.о ,tn,lL, У) -t о.
докАзАтЕлЮТВО. ДлЯ краткостИ булеМ писать Т вшестоТ(Zо rlоr|r'l).

}
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Пусть ц(,), v(.) - некоторце допустимце ограничениями /Z/, /З/ уп-
равления, определенпце на отреэке ГЁоrТ] , тогда иа форшtулш /Э/по-
ЛУЧаОrД т

l

fiz(г)=fiD(Т, t,)zа.JГПО,s)иG) - Fа(ъs)ч(s)Jds . /2z/
tс

Иэ вклпчения /2|/, определения числа Т и определения мношества

W(trtor;.lrv) /см. /lO/,/ следует, что

t
-fiDo,tо)zо = JFr(7,s)fr(s)ds l /2.з/

lc

"д" fr(s) -.иэмеримая функчия, удовлетворяrсщая ограничениям /ll/,
/12/. Иэ определения бункчии/(d) /см. /9/ /, aepaBeHcт.в,g /Il/ ц

,вкльэчениft /?/, /8/, /lZ/ следует, что управление,

ч.(9) = F (Trs) y(s) * Й(s) /24/
является допустимшм управлением для догоняtощего. Но применяя своD
информацию, догонярtцI4й мошет строить такое упрашение. Используя

форlryлш /22/, /ZЗ/, /Z4/, tiд,l убехдаешся в том, что при вшбранЕоu
способе преследоваJ{пя /24/Jiz(7) =0 т.е. гарантируется окончание
игрд в точности в момент 7, Teoperaa докааана.

в,/ Способ преследовония, указаннцt't в д'окааательствё теорешл ?
/см. /24/ /, обладает недостаткои: он при любоч поведевии убегап-
щего ааканчив9ет пресдедовение в точности в шошентТ(zоr{оrуrV)
В свяэи с этим представляет интерес рааработка такого способа, ко-
торнltlбв более гибко реагировал на поведение убегающего. Ь сеltчас
укаrеш один TaKolt способ, которыfi деltствует в предполоаении, что
управление убегаDщего иввество догоняDще}ry на е70 вперед в каrдrtt
мошенТ * l гДе 0 - сколЬ УгоднО шаJIое число. Обоснование реалис-
тичвости TaKolt гипотеgц для ограничевиft эuда /2/ сделано е работе
[t ] , лооавление ограничениil /3/ в этош плане ничего не шеняет.

Итак, пусть точка (Zorlo) такова, что дJtя нее определено время
Т(zrrtоrЛrУ) l пусть управIение убегшощего!(.) иэвество догоняD-

щеtry на'отреакеГtоrёо+е]. Не ограничивая обlщtости, мо8но считать,
что t6+ € <T(zortor#rV) . Иа форrryлц /2З/ следует равенство

tc_+ý тг- г
- mD(T, *o)zo = Jгl(T,s)fr(s)ds * 

J Гr(T,s)fi(s)ds . /25/
_tо _ ь+е

На отреакёftоrt.*еJ до"о"".ЙП шоает построить управдение
tr(S).FC[S)?(gl+ fr/S) , которое./как бцло покаэано при докааа-
тельстве теорешц 2/ явл,яется допустимцц. В шошент{9+€ дJIя управ-
лениfi v(.) , ц(.) ,W(,) остаDтся соответственно ресурсцltФ€ to!€ tг*6

у(€)=ч- 
JMc.llar,#(c)=}-Jiacrltds, i(c) y'-{60-ILm(s)lds. /26/
*о to *о
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По построенир лрбое управлениеЦСS)=F(Тrs)v(S) .w(S),tot<s-<T,
где v(.) и М.) удовлетворяDт ограниченияu /2/, /3/, /Il/, /l2/,яв.-
ляется допустишыri для догоняDщего. 0тсшда и иа соотношениft /26/сле-
д/,ет, что при любшх управлениях V(.), W(.) , 88ланнцх Еа отреsке
[torg, Т ], " удовлетворяDtш,rх огр8ниченияш

iг
llv(s)|ds < ,(е), |lwrs)lds* l(e)JJ

ь+е to+E
и огравиченпяч /2/, /12/, упрашение ц(S)=F(Тrý)у(g) + I,(s) удовлет-
воряет ограничениD

т

I lцts)lаs <л(€).

Более того, иа Jп'iЕо"r"r"я числа l,(T) слелует, что управление
Ц(S)=FOrg)У(S) .W(9) удошетворяет неравенству

т

IC' 
F(I,s)y(s)l , lw(s)l)d. -.д.

tо
0тсрда, в qастЕости, следует+ что
tе+€
г_ г

.| 
( F( L 9) v(s) l - l w(s)') ds - 

J(F0, s )у(s ) l t l w(s)l)ds.Ja,

l.i" ,по""пения y(.)r.t/(.) }iЕ*"r"оояпт ограниченияш /z/, /Iz/,
/2?/. Иs этого неравенства }r соотношениfi /?6/ получаеш
т
г

J(lгсils)ч(s)l 
- lw(s)l)ds<p -

tо+€
Полоrим

F(т. s)v (s)| - lwrsl l)ds <Jr(g)
Т.'
to

А(Е)= sцр
ч(,)

F(T,s)v(s)lds,

т

Jr

глеч(.) удовлетворяет ограниченияц /2/, /2?/. Иа неревенства /?В/
и форrryл /26/, /ZB/ легко следует, что

РсЕ) >l ъG) + t (е), /29/
Рассшотриrr теперь шноаество векзоров вида

т
г

JFl(T,s)w(s)ds,
гле w(.) удовлетвор"Ёi*'о"о"*"чениD /l2/ ч следшщеrry интегрально-

t.+е

му огравичениD

lw(s)lds.t1l-(e) - А(е) /зо/
tэ+€

т

J,

естественво его обоэначить череа w(Trt о+е,'JL(e), У(е)). Иэ нера-
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.венств /29/, /ф/ следует ./crr.paBeHcTBo /25/ /, что
т

F.(Гrs)fr(s)ds с tл(r, t., E,jy-(L), v(Ф). /зl/
|о}С

rЪлееl иа форцул /4/, /бl следует, что

jr,a ur,rlo, $, с 9)цs) - F1 ( r, gr(ý)ds =

Ё+Е

F,

+ф
г

J 
l.v(sllds < v.

0

(Т,s)(В(s)tr(s)-

a0 {.

-G(s)7(s))ds. /зz/

Испольэуя cBoilcTBo шатриtlц D(li s),Dffrs)=D(?rt.*e)D(toi€, S) lгле
tо(91tо+g,и форцlлr /Z5/, /ы/, /З2/с*!олучиш

-!tD.Ort,t e{D(t о + еlt.)z.)* JDt*,-.,s)( B(s)tr(s) -
ёо

-C(6)7(S))dS =- jtD(Trdo*€)z(E) е w(ъ tо+€;|ъ(g),v(с)).
lloreT ока8аться, что цоUент Т является не наltценьциll, удовrетво-
ряDщ{ll aтolry соотнощениD. Шоrно докааатьrчто суд]ествует наиченьшее

Т <Т . Очевиддоrчто|r-t -tс7-tо-е .Продолrая подобrдrе шаги даль-
ше, Iц эевершra пресrедовение аа вреIя <T(4rloryrv)-t1 .

г,/ В этош пункте цц рассr.отриц иaвecтBrrlt пришер Л.С.Понтрягина
/сu. |al / np" двух ограЕllчениях:

' -,Ь! -bL l
2.= - dZ.уц,
2r. Zч,' /3З/

2r= -}zr+6v,
Щ. ZrrzrrZg,ZчrLrV - Р - r.eplцe BeK,i,opl /pr"t /tT0 td>o;
Pz016'z 0 и на управленuя u(.)rч(.) налоrенц огранйчения:

lul<t, lvl<t, /з4/
+ф

I
0

3ачетиrr, 'что систеша /ЗЗ/ стационарна, так что lrotнo очитать, что
игра начинается в цошентtо0 , поэтоtry ниtцше пределц в ивтегра-
лах /З5/ полоrенш равнцliи О . Цельр преследованfiя в аадаче /ЗЗ/яв-
ЛЯеТСЯ ВtaПОЛНеНИе РаВеНСТВа Z, э ZE .

Чтобн воспольаоваться раввштоlt теориеfi надо бцло бш переfiти к

EoBorry беаису, у которого первце Р баэисrшх вý8торов леIат в под-

пространстве L , ортогонаJt""о" подпространствуУr{z: Zl=ZE} .Оо-

веко переход к HoBolry- баэису шоtет услоtнить систеlry /ЗЗ/. Ь по-
стJrпиra по-другоlý: будеш рассr.атривать аадачу в старцх координатах.
а для ее решения прпl.ениra основнце лцеи нащего цетода.

Рассrо,lриrr р -шернце векторц Q;(i=/r...rp), у которшх все кош-

to

ц(s)ldэ зл r /3'5/



повенты нули, аа исключение, a -it, которая равна i. 0бразуем lrэ

Hr,:x новше 4р -[lернце BeKTop5r е;-{(о;rО 1-4;,0) (i,-|r...rP) . ,ГДе

0 оэначает Р .лrерншit вектор, целиком состоящиlt из нулеit.Нетруд-

но видетьl tlTo B€kTcpd ei обраэуют базис подпространства Д и об-
ладаiст тем cBoftcTвoм, что вектор ltz /гдеZ=(ZlrZа rZ зrZц) / Эе-

писшвается в этом баэисе весьм8.просто: его координатш обраэуrт
вектор z t - zl . В дальнеl't;дем все векторц из Д будут рассматрива-
ться тольrо в бааисе €tr.,.r€p.

Если допустиrjще управления ц(,)rV() эаданц }la огр?зкеГОrt] ,

то нетрудно вцписать Гzft) :

+tt
ftz!+)=z1 -z! t je-"'d 9zor- J.+'ыr.; 

- J[#уЕрш(s)-оQо

- p({ _s)
t- е-

6 Eey(g) ]
ds,в

"д" Ер -едиаичная матрица nop"o*J р

$

Цель преследования состоит в Toli, чтобы сделат'ь поскорееff1(*)
равным нулевошry. вектору. В соответствии с ааitим методом мы сначала
вычисляем мно)хество

t- €}({ 6-ЕеQ =ri,(t,s),
-s)

я
где 9 - мношество векторов

Q _ r.rаошество векторов V
Стносительно констант 9

ми неравенства

9r,6,

tL, удовлетворярщих неравенствуlФl<t,
1 }до8лэтворяющ4х HepaBeHcTBylvl t /

, аrбr9 булем прелiолагать выполненнн-

96
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одн9ко одновременное превращение обо,rх этrtх неравенств в точIfilе р9.-
венства исключается. Иэ вычислениfi Л.С.Понтрягина /см. lnJ t следу.-
ет, что прlл выполнении неравенств ,/36,/

пр;4 Bcex0(9<t. Нетруднс теперь видеть, что

-а({-ý)

9# _u,-1rr*-rr,o

fi(t,s) = (У - о /-]е;/('-' 
)

|-е р,&
где R, - мноаество р -мерl{ых векторсв х' , удов]rетворяющих l.te-

равенству lx l< l .

Далее мш рассi,отрим матриr{у

e'а, 1- о-}G,s)F(t.s).ут,ЁБЕе.
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3аметим, qто скалярная {tункция

J(t,s)=ff#
при ý.+ t имеет предел, п"""пЛ f , и непрерывна по совокупностi4

перемен:iых t,S(0.<S< t )
Рассмотрим Функцию t

г
/(+) =ffJl;tt,s)y(s)lds t /з?/

ГДе упРаВленце У() удовлетворяет ограни!{ениiм /34/, /Э5/.
Из trepaBeHcTг,a /36/ соглаено работе [+ ] сr,елует, что@< t(t,s)rt

прrt всех 0с S < t . отсюда i^ иэ /35/ следует, что / (t) /см./эZ/ /
удовлетворяет Ееравенству /(t) a У . Таким обраэом, для того, что-
бш при 

"""* i >r 0 имело место неравенствоУ-{(t)z0 достаточно,что-
6" Jr было больше У. . В дальнеl'tшем аеравеflствоJк7 У предпоJtага-
ется вшполненным. Определим мноаество l,r'(t rлrV) как совокупностЬ
векторов Х вида:

где функция W(.) удовлетворяет огреничениям

г

jlwtФlds<л-Р(*), 9
о

w(s)е r?(t,s), 0.<9<+.

Теперь расс}tотрим уравнение во включениях
tt,гг

-zo., * .", - 
Je-^ 

s dszi - 
J "- 

t'dэ zi е w(t,y,v) .

Оо
Пусть вектор Zo =(Lot , Zo", Z|, Zo") таков, что оно имеет поло)Еи-

тельное рецение l(z.) . ЪОоЪ""i"tjt черезТ(zrу,у) наименьшее по-
ЛОшитеJtьное решение. 0пираясь на вшJIеприведенвую теорир }rошно пока-
аать, что эа время T(Zlryrv) мошно эаЕерщить пресдедов9ние иэ точ-
ки zб 1 причем обоими способами.

Поступила в редакцию lj.Il.i969 .г.
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