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ЭКСТРЕЛlАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА КВАДРАТИЧНЫХ ФУНКЦИЙ

С БУЛЕВЫtrtи пЕРЕмЕннылtи
ИД Jребенник, С.BЛковлев

Рассмотрим задачу булевой квадратичной оптимиэации в слелуюшей посга-

новке.

Лl иниьrизировать

f(*l=(,42,?' +(4,*), (1)

,о" А-Гцjf пхп -эрмитова пх п_ -матрица, 8=(8аr€"r,,,r8п)еRО,
l=(lTr 227,,,r*п)С Rn, Z.€ l orl } l L-- 7l2t.l.) tL. Множество

всевозr,ожных булевых векторов в пространст". t?n обозначим ""р"" Й
Точки мно;ке"ra" Еr, и только они удовлетворяют системе

1 7 t L-lr2r,,,rП1 (2)

L с*r- t)" - +
ioT

3аметим, что первые rL неравенств системы (2) описьlвают Л -мерный куб

Q"n a R" . Последяес соотноlление системы (2) представляет собой уравне-

ние сферы SпС RП с чентром в точке 2o=(a/zr4/zr,,, ,1/") ч

радиусом 'IfrlZ Таким образом, множество Tn лежит на пересечении

куба а: n .ф.р, Sл .

Рассмотрим произвольное выпуклое замкнутое ,"о*a"a"о 7 , такое что

бп- 7 (. ,,."".r"о f, могут выступать, например, множеств oQ|, u-*-
нутl,tй rчsр..р.""ч"И ý7 и т.д.). Вместо функчии (1) введем в рассмотре-
ни(l выпуклую 

"onp.p","uro "" f, квадратичную функчию, совпадающую i по

зllа.lению с функчией (l ) в точках множества Tn . Т.*^" функчия может быть

п(rстроена из ( l ) с испольэованием справедливь]х для точек множестВа Вп СЪ
отllочJений:

0 < ?:
ll

zL zj = (("i * zj)'-*a - Ej )/ э ,

-7i?i = ((z; - vj)'- vt- \) l z .

(3)

(4)

В ltJraBыx частях выражоний (3) и (а) выпуклые функчии. 3начит, квадратичная

a
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фуншrшя, построенная из исходноfi путем замены е i aj ч -2i *1 со-

ответствующtlми праЕыми частями выражений (3) п (а), такл<е будет выпуклоR

как линейная комбинация выпукльlх фунщий. Она бупет иметь следующllf, вид:

Y(a) -(( д + rI)*,2)+ 
((4 - r),a),

где 
а

/ = ( pn.' р L,,,,l|), уr= Ёlаqt,,L=11\,'rh,
J -оо"r""""" ПХП -матрпца.

Учтем при 9том, что для rпобого .? 6

Rt
Тогда Фнкция

справедлlDо соотношениеBn
п

д
L-,a

z
iе

п

ZЁ-'

9са ): yG) r р ftсz?-a) t f>o,
i-{

являgгся сиrьно вьшуклой с параметром сильвой выпуклости не менее Р .

Положим

&i = *i -а/r, L:,|r21,,, 1 П

В реэультате преобрзования множес", En , {n , бi ,Х получим соот_

ветственно множества Bn , Sп, Q:, Х . Таким обраэом, исходная эадача

без потери общностlл преобразуется к вtlду:

мияимtlэировать сиrьно выпуклую (с параметр"u f ) функцrю

9<а)-(Wа,а)*(Цж), (5)

llс,llL= t, -'/" <&с 1'/z, L:|r|-t,,,, fo , (6)

"о" W - строго положительно определенная эрм}lтова rcX П --Ntатрttца с мини-

маrьным собственным числом Д r. Р 7 О t Ге R,П.

Рассмотрим некоторые экстреммьные свойства функчии 'Р@) 
вида (5)

на множествa бп , определяемом соотноrлениями (6).

Теорема 1. Длялюбого уrХ 
вернанllrсняяоценка

#t.Yr*)-. ?(у)+(ч?су),ttу)*f ,t*ty tt} (?)

где
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+

i

азIt
0yt- r/z , если Yi -

f
2f
f

).о ,
(8)

|/z , еСЛИ 
|i.L-

L= /rL,,,,,l.L,
Для всех а,J е Х спр"".лпtсво f rJ

ч (Ф)- Ч(il> ( v y( aD, а-у) + Р lt *- 3 tl"

r

+
аa. =Gл_ (

Zy
а"q)
7у, >о,

ll о к а з а т е л ь с т в о.

неравенство:

Откула

miru
цеt-i,ьJ

tr:ty(d) 
- ч q) r. Р* *' ff ,(q-y;)+ .р@ -Jo') =

L
d =,l

( Нrщ-J)+ f,(ц-лr)")=
п

Нелосреаственно из теоремы 1 вытекает следуюшее достаточное условие мини-

мума.

Т е о р е м а 2, Для того чтобы точка а.О-Цаirа|r... rаi)еВо
была точкой минимума на множеств. Вп функчии Ye), достаточно, чтобы

(оyrt,)+ f(4*-4"), а+-цО )-- о, (9)

гое &t удовлетворяет соотношениям (8) прч y-ge?
Соотноцlение (9) с учетом (5) имеет вид:

п

Zс,
i-- l

где

lL

=Д ( #Gr-ti+f({-у,)")

Lj-1 тч ai + l[ + f( к!-ц? l)( а:- <i ) = о,

-n/z, ".nn ý +GЁtt; ф+ т)<о,

'/z

tL

Достаточные условия равенства Q,*: 4,О л.a,
С л е д с т в и е. Пусть при ках(дом

- в противном случае.

отдельно взятом значении

i=7rZt.,.rt7- выполняется одяо иэ неравенств
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0L

Д lti;t < уtг;. , (1о)

п

I, lЦ;t<,р-гt (11)j=i _d

Тогла речrенпе задачи (5)_(6) имеег вшд:

tО-(Ф"rrеZr,,,rа'."),
где ti =-n/z, еслrl выпоrшяется условие (tO), и ai -n/z . еGлrl вы-

поJrняется условие (11 ).

3алачу оптимизации t<вадратичной фунlспип па В z пр€дrtагается peuJaTb

с испоrtьэ(ванием декомrrозиrшонных мgгодов, основанных на последсватеrьной

релаксаrrпи и реryкции эадачи. Эффектlвность реlцения задач квадратичноД опти-

миэацtlи на В п эависит от выбор методов реrцения релаксационных эадrrч и

способов усиления полученньц на этой осшове оценок r27. В силу представлф

ния множесъ, Вп как пересеченпя куба и феры, воэможяы два впда ре-
лаксации: перый впд _ оптимиз{rция функции Y@) вида (5 ) н. куОе Qf ,

второft вид - оптимиэация V@) на офере Б а .

Jlля релаксапионноfi задачи перого вида предлагается пспольэоватъ мето_

ды условного градиента (Франка -Вульфа) и проекциl| градиента. Выбор этtfх

методов свяэан с простотоR пх реаrшзаllии эа счет возможностп представления в

явном виде рецtения вспомогатеJьных эадач. Одrако несмотря нб простоту peuJe_

ния релаксаllионной эадачи на многограннике at дднный подход оказьвается

малоэффективным, есJп{ безусловньй минимум квадратичноR функtцlп явля€!,гся

внутренней точкоfi куба. В этом сrrучае челесообраэно пспоJIьзовать peltJeвиe ре-
лаксационноЙ задачи на фере ý n , кагорое оппсано , fЗl Решение релак-

сацшонноR задачи может сrryжить ниr<неп оценкоfi минхlyfуlчtа функчии на $'r . Тем

не менее эта оценка может быть усилена прв помощt{ соотноlления (7). Доста-

точное условие (9) MolKeT crtyrtитb одним из критериев останова при реалпэациш

раэJIичных схем ветвления.

Посцlпrrrrа в ред.-изд. отд€rr

24 rrюля 199о г.
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