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эl(стрЕммlьныЕ зАlцчи нА подстАновкАх
мя спЕциАJlьных кпАс.сов мАтриц
А.Иýераюков

[J дальнсйшем булем считать, что метрика

llормой.

В насr,оящей работе показанс), что для любого набора точек

lL lleтHoe. Имеет место parreнcTBo (теорема 2):

,Рассмoтрим метрическое пространство { R', Р ), в котором метршка

задается с помоllью нормы [ .ll следующ!tм обраэом:

!(ri,rj) = ilrt- xiil, x;,rri е RП .

Введепл обоэначения: Хо= lLrre"r..,rXnI _ набор rrз |t точек

о R - , ýо - множество всех подстаноаок на элементах l1, 2, 3 , ,, ,, ru} ;

Со= L Se So / ý состоит из одного чп*п"}, np" ""r"о, п Тп =

= (' a S ъ/ ^r^лrrl, 
цякл в S солержит ровно два "n"r""r.} ;

tъ

f (5rХ")= Д у(л,r,аs'l), s€ ýr,

Jэ (ý^, Хо) = зЁlэ$, Хо), ý,6 S,. .

Очевидно, что ! (С", Х*) ( / (ýп, Х,.) и для четного /С

Р(Со,Х)С P(Tn,X)c р(ýпrхп). Если норма 1.1 евкrtидова,то

д.ця лк.lбого Xn с RE изве.тно [1], что

Р(Сп,Цh(То,Х)' 
" 

o*ln4^", а* не эависttт от rъ.

' Там же [t] пр€дложен полиномиальньй алгоритм, поэволяющий находить

il(:llмптотически точные речlения ( при lt, + ОО ) эадачи коммивоях(ера на мак-

сиN,lум в простраllстве (R*, Р) " 
л.rоrр"*ой, порожденноfi евклидсвой нормой.

Р пороlrслена произвоrъноfi

Xn ". R2

Р($о,Х)= Р(Тп,Х*).
Привсrлится такх(с описание аJrгоритма решения эадачи о MaKcиMaJrbHoM соверщен-

ном паросочетании в пространстве

()тlllскаtlия хотя бы одного эJlемента

(R'r.Р) на множестве точек Хrь (задачи

S е О"73 t ff" , Х n) , fL четное) .
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Трулоемкость поиска решенlrя зalдачп даfiным алгорштмом (среди пэвестных) мл_

нимаJlьна.

Итак, рассмотрпм простра".r"о (R', f ) ', 
множеqIво точек Хп =

= lrrr12,...ranl . Rl , п=2к.ЛrобуЮподстаяовкУ sa {;(на-
бор чиклв в S ) будем отожлествлять с набором чr.клв J (S) . Rl ,

для rпобого чикла ( =
L, L2...L1
L2 L3... Lt

из S полоlклм( )

! rc) = {[rt,, , IL"] , ГrL", IL.J , . .., Lalt, ebrJ} ,

где Гаь1 , XtlrtJ - отреэок мех(дl точrами в Rl ("rоро". пи*r,а f (с) ),

tclct, Ltrl=L,t.- Булем говорить, что для мноrкества Хr, выпоJIнено

У с л о в и е А, если прямые, образоваяные всеми'парами точек иэ )(о,
попарно раэJrичны и никакие три пз нЕх не пересекаются в одной точке.

Рассмотрим подстановку So е ý,& , которая содерх<ит по крайнеfi мере

Фа нечетныr( цикла Ct n С r, (каждьй с нечегньм числом элементов):

7") , Cz= (','"'i,"';i'n), 
''.!,9>!

Ct=
Lt Lz,

L" Lr.(
имеет место

Л е м м а LZJ. Есrш для Хо ,*оrr".но условие А, то сучrествуют

Фа отреэка " Rtr, являюrциеся сторонаr,rи вып:rклого четьIреýгоrънt{ка, такие,

что первый из нЕх вляется стороной цикла ttCr'ц , второй - ltСrУ.
Т е о р е м а 1. Для любого мЁожества Xn "" [2 ,rи*rъ, J(C1)

" l rcL),содержат отреэки fLtо, ILurnJ , [rj., Ljrrt7 r ДЛЯ

Koтopbrx tЭlJ+2Р+t , tbtllc29+t
такие, что

(эдесь Lцp t L= Lt 
2 
jzgrz=j)

! (rtn , &in,r) * 1 txi,, frj w* ) < mаr {1 tri,o, rj ,) *

+ !(Лtnr!,rju+), Р(Цп,хjrr) t !(LLцl,frj;3. (1)

(3аметим, что отрезки в данном сrtучае могут быть вырожденными.) '

Д о к а з а т е л ь с тв о. Если XrL удовлетворяет условrrюА,то
теорема } докаэана (такими отреэками сrтужат стороны циклов, фигурируюшчrе в

условиях леммы). Пусть пля } r, условие А не вылолняется и для rпобоfi па_

ры сторон (по одной пз циклов Jrci " l Gl) ) нарушrается неравенство

(1). Обоэначим череэ € минимальrrую разность между левой и правой частя-

ми (t) повсем такпм парам.Возьмем еa €/в и рассмотрнм наборточек

Х'*= I"lrrfr!,r..,, XL I , для которых ycJlo'иe А выполпяется и
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1@t,r)се, !ёL<rL. (2)

по лемме, существуют отрезки f"'in, 
"tn*r], trjr, rjrrrJ,

удовлетворяюцrие (1). Без ограничения общности положим, что

р(r'tп,I!,,п,,)* f (4r,frjr,r), ! @'rn, *j) r f @!v,t,aj*t)
или, учитывая (2),

.P(\o,trio,) + t(xir, Ijrt,) < 1{rin, "iu,) 
r Р(4r, rjr,,) + Ч Е <

. 
.Р 

(Х' to, rj r) + р @!; v, t t 
tj 

w t ) + Ц е < f (r i v, 
rj ) * Р (ei 

v * t t 
trj 

а, t)* 
tt 1

. Р (IL, ej.) +.P(xin,r, 
"j.,r) 

t t .

Серия последних неравенств противоречит выбору Ё . 
'"оо"r" 

1 докаэана.

Т е о р е м а 2. Для любого набора точек хL из Rr' справед-

ливо [rпцеllстl}о

P(So,Xn):PT',X), rL четное. (з)

Доказательство. Пусть ýоеаъ!!(SоrХ) . Если

So е То , то справедrrиво (3), поскольку тогла Р(Т2 rХ) >tбо,Хil
= Р (S,.rX) , а обратное неравенство выпоJrвяется всегда. Пусть ýо$ То.
Без ограничения общности считаемl что So не содержит петель (в противном

сrryчае можно перейти к полстановке S; ,.получаемой из 5о после объедине-

ния всех петель и одного из циклов в циклt для котороfi P(S1,X)>P(5чX,LX.
Если So не содержит нечетных циклов, ,о t (Tn, Х) > ! (So) Хr) и

теорема доказаl]а. (достаточно ъоспольэоваться симметрией матричы попарных

расстоян}tR мекпу точками иэ Х п и в каждом цикле через один вдоJrь обхода

цикла выбрать полови}Qr отреэков с большей суммарной длиноfi. Тогда подстанов-

ка Sl € Тп, , в которой циклам длины два соответствуют удЕоенные выбран-

ныо отрезки, удовлетъоряет условию f (Stt Xn) > f (So, Хп)) .

Пусть Ct, Cl , Сз, .. , , СzL - поrtный набор нечетньlх циклов в

S0 (их количество четное). Воспользовавlлись теоремой 1 для ках(доfi пары

циклов (С,, Ct), (Q, Сц) ,, .,7 (Czl-t l С zt) , перейдем к подстановке

S". в которой все циклы четные ч f (S1, Х) > Р(5о, ХЕ). Следо-

вательно, как огмечалось вышlе(существует подстановка Sae Тrr), týr, Х)>
>. f (SL, Хп), " теорема доказана.

Опишем аJrгоритм построения паросочетания максимального веса на мно-

жестве Хrо " R| Р (отыскания подстановки ý е аЧ f (Тп, Хо) ,

tL четное). Алгоритм состоит иэ четырех 9тапов.
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певм этап. Ищется элемент So е aX\f (S о, Х о) , например,

помощью алгоритма, описанного . [З].
Втооой тал. Переходим к подставовке Sl€ al,r"P (SnrX,o1 ,

с

не

имеющей петеJIь (петrш в подстаяовкa So могут появляться, в частностп,

когда в xrn пмеются совпадающие, точки). Множество нечетных ооrr* , ýa

раэбиваетсЯ попарно: (сll с) 2,,,, (Сlt-l, С"t).
ЪеЩ. Каждая ""р" t(C2;_t) t J (С2) объедrняется в одt{н

цикл. (Путем поJrного перебора по всем отреэкам в цикJttХ tQr,_п|, tGП)
отыскtlваются огрезки, удовлетворяющпе теореме 1. Такие отрезки обяэательно

найдутся. Заменяем в рассматриваемых циклах выбраяные отрезки пароfr отреэ-

ков, доставляюцtлх максимум в правоЯ части (1).) В резуrьтате буает построе-

на подстановка SLe ОI,r(Sп, Хru)rне имеющая нечетных ццклов.

Четвептый этап. Сiроится искомая подстановка ý е Тrr, в сооrъетст-

вии с правилами, описанными выше (при локазатеrьсrъе теореr"ш 2).
Оптпмальность построенного решения задачи о паросочетании максимаJtь-

ного веса ,. Iп данrrым aJTopцTMoM гаравтппrется теоремами 1 ш 2. Трупо-

емкость аJrгорпт}"{а на пеFом этше прп его реаruэФrши совпадает с тЕDtдоемкостъю

решения задачп о назначениях (поиске Soe аLg t(So, Х)) и не превыlла-

ет 0@') операrий. Описание и обоснсвание аJIгоритмов реrления эадачи о наэ-

начениях, приведенных в литературе, предст€lвляются гораздо проще по сравне_

нпю с оппсанием и обоснованием алгоритмов реrrtения эадачи о паросочетании

максимаJIьного веса. Трулоемкость реалиэации ocтaJrbвbв этапов может расти

пропорционаJtь"о fLb.

Поступим в ред.-иэд. отдел

6 июня 199о г.
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