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О ВПОЛНЕ РЕГУЛЯРНЫХ ОТСЕЧЕНИЯХ

IUIЯ ЗАДАЧ ЦЕЛФlИСЛЕННОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

РJоýиманчь

В f1-61 9] и лрl,гшх работах, посвященннх авалиэ}, эадач и методФ це_

лочисленного программирования (ЦП), раФхвается метол разбиенпя допустимого

множестЕа реJIдксационноfi задачи. Наиболее изученным ЕJIяется Д -раэбиевше.

Важвым направлением в указаfiных работах являегся выделение и всспедование

различных классов отсечениfi. Дш иэгrения проблем конечностtl алгорштмов п по-

сгроения otleнoк числа итераций был введен Krracc р€гулярньц отсечени*. Регу-
лярное отсеченше в отличше от правильного исклlочаег не ToJtbko точку непрерьв_

ного оптимума, но и содержащиfi ее элемент разбиения допустимоЛ области ре-
лаксационноR эадачи.

Вполяе регулярные огсечения обраэуlот подкласс в классе регулярных ог-

сеченпR и характерпзуlотся более сиrьньми условиями отсечеяия и сохраненхя це-

лочисленньlх точек. Они строятся на основе некоторого параrшелепипеда, содер-

жащего допустиlчfую область задачи llл, что деJIаег возмох(ным tix примененпе к

весьма lлироком)r кJIассу эадач. Лlбое вполне регулярное отсеченпе явrr"arся Р-
отсечением t Z7, , его глубина, оцененная с помоrjью L _раэбиения1 н€ пр€вы-

шает размерности прострлlсгва. Вполне регулярнымп являкугся, например, отсече-

ния $ -аrгоритма ЮJО.Фшнкеrъrлтейна f8J и отсечення Ю.ЮЛерака tZ].
В данной статъе получены необходимые и достаточяые условия принадлех(_

ности ,ЕlнеRного неравенства Klulccy вполне регуJrярвых отсечениП, что обобцtает

аналогичные резуJьтаты, док€rзалные в fО] для эалач булева программхрфания;

установлены некоторые своfiстъа порождаюццх ,гот класс неравенств.

0 1. Необходимые определения и пост€!новка задачи

Пу"r, RП - П -мерное вещественшое простраll"по, Т- trлox(ecr'o его

целочlrсленньtх точек (векторов). Опрелеrпrм Д -разбпен". RП/Д npo.rp"""r-

ва Rn следующим образом: точки 4, ЧС РП, Cl ! , принqдлех(ат ошо-

му K,utccy, есJIи не сушествует такого ZZ Zn, *rо { Ь Z lг # (' > ',
' >l- ' - энакп лексикогрфического сравненшя). Элементы этого раэбпения н6-

эьваtогся d -классами. Есrшл S - произвоJrьное rчоlожесво из В а , ,о a"о

Д -раэбиени. S | Д есгественным образом индуцпруется L -ра.эбrrеншем

npo.rp.""r"" РД.
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Отметим некоторые своfiства 4 _разбиения.

1 ) Вёякая целочислеяная точка обраэует отдеJънм класс; все остальные

{ -*naac", состоят тоrько из нецелочисJIенных точек и наэьrвакугся дробными.
2) ЛюбоП лробньИ Д _KJulcc V шмеет впд

V - | *С ВП l 4,i=2., , i- l r,,.l z-,| t at<Qz<a_"HJ,

где alrazr,..rL7_ _ цеJIые чпсла п ry ( llr.,,, nJ ,

Через Ц( ý ) об*"""rrп /- -*n""" фактор-r"оrоlкества ý f !_. сол"р-

жашцй данtfую точrу 4
Пу..,,"n"p .(] ( РL n существует -4: (О<tZаХЛ , причем

аr zn. Рассмотрим эадачr lш в лексикогрфической постановке:

наRтп Z*=&хrп-ах(JZпZо) (1.1)

При исспедванип аrгоритмов огсеченшя прхменнтеJrьно к эадаче (1.1) особьй

интерес представJrрт мнох(ество Лх - tn'rL l а > r дJrя всех

Z С Л П 2n 3, точкп которого доrD|оlы быть непременно искJlючены в про_

цессе решения задачи. MHolKecTBo J2д Ha.roBeM лробным накрытием, "!Lr|L-
l -""*р"rr""м задачи ( 1.1 ).

РассмотриМ rвrнейное неравенствО "[" (dtr)< trо , где

rсР, ([la)-E fKaK

ВектоР ( f tr,., l fпtfо)шсаr,аО неравенствобудемобqэнч"".rr"р." f.
Оно наэьвается регуJrярным отсеченrrем (для задачи (1.1), ecrвr

а) ( tr, F) > tr" АJIя всех q. С Va (JL) ,

б) (Ба) < Т. дJIя всех Zе Л П 2П,
Гrтубиной ".ро""сr". 

'/ 
назовем колп.rество hr 7 ) элементов /. -""-

крытия зqдачи (1.1), целиком искJtючаемых этим неравенством. Ясно. что глу_

бrна регулярного отсечения не меньше единицы. Пусть r(Л) - "r"rrо 
итера-

чиfi лробного дDоfiствеrоtого процесса огсечения, Н t(Л) - верхняя оценка глу-

бнны испоrъэуемьш в вем отсеченrfr. Имеют место следующие оценки [r, З]:

L lЛ*/bl<IB)<ln*/LI, (1.2)
н,.(Ц 

l

"д"lЛt|L| -мощность Д _"*р"о"яэqдачи(1.1 ).

Пусть в РО .*"" параJulелепипед

Р= | а( Bn l а; < ai 1 €; 2 i=lr2r... rfrt, (1.з)
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где а i ( Z U t-- J,6i( Zra68;. Рассмотрим класс задач типа ( 1.1 ),

у которых ЛС Р. Регулярное отсечение Т назьвается P_or.""""n"n,
f2], ecrur оно удовлетворяет условию:

( Т, Z) < Т" для всех Z € Р П Zn ,^*n*, ",о Zlfr ,

В t2J показано, что есJIи Т является Р -o.""*."neNt, то hC|l< 17,._

Назовем Р -o""""""n" Т впоJIне регуJIярньш\, относитеJIьно .o"*n Z
и параллелепипеда Р , есjIи вьшоJIняется условие:

(Тrа) > Т. длявсех *С Ya( Р),
Класс впоrпrе регуJrярньц отсечений обозначим ,"р." Тб 1, Р) .

3 а м е ч а н и е. Так каквпоJIне регулярноеотсечение 7 является

P -r""".rn.r, ,о Ё ( -Т) < П . Это верно и дм совокупности вполне регу-
лярных отсечений (см. [Z]). Нетрудцq укаэать примеры эадач, лля которьlх су-

ществуtот та*uе f С Тба, Р2 , "rо |t(V): П .

Отрtетим HecкoJtbкo своftств отсечений класса {1 а, О).
1 ) Аrгоритмы, основанные на таких отсечениях, применимы к lлирокоlчlу

Krиlccy эадач ЦП, включая задачи с невыпукrъlми и даже ""o""""-n 
J2 .

2) Как булет показано в следуюrцем параграфе, вполне регулярные отсе-

чения естественным обраэом строятся в исходньц переменных эадачи, что ок6-

зьвается полезным в теоретических исследовлиях и при реализации на Эвм.
3) ВычислитеJьньй эксперимент покаэал f4], что дJIя эадач упаковки

гrrубина вполпе регулярных отсечений близка к глубпrе регуrtярньц отсечениfi

пеFого длгоритма Гомори f8J
Полное описание класса вполне регулярньlх отсечениf, для задач булева

программироваяия, т.е. лрч Р= ВЕ- { *С Rfr l О 4 ai(|2L'12",/tJ, со-

держится " fбJ. Там, в частности, доказаны необходимые и достаточные ус_
ловия принадлежности линейного нераЕенства классу ftа, Bn ) . В настоящей

статье эти резуrьтаты обобщены на слгlай проиФоJъного параrшелепипеда вида

( 1.з), )rстановлен ряд съойств неравенств, пороrкдающих *лш."" {1ЕrР).

ý 2. Осноные результаты

Пусть Р - параллепепипед вида (tJ). Введем обозначения: Y(*) =

= mirc t L l ai + L4.i.JrL-lr...rnJ лм a+Z", - пеp'ая лробная

координата точкfi * ( L.LJ _ целая часть деftс"tъительного чlrcла dy );

t@,y)- t?L;rL l i l аiф #r, i=4l...,lъ} ам *,{е nn, ael t,
коордияата разJIичия точек € l lL i

дrв trc Рп (€frr Z") О 
полож,'м 7-(*rР)=! j l*j-- Lj,

1<j<ч(*)-аl rtr(а,Р)=1jlLi<Фj, €i ,l< j1?(a)-| J ,
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J1 ( *,р) - ! 
j l *i = 3j,,l < j 1 ч(q4 }, Т! @, р) = ! 

j с 7- (*, Р) t j > к J,
J!{a,P) = t jC lrCa,P)lj<Kl, гае Z, принимает знач€ния спм_

волов -, О, +.

Услсвимся также считатъ, что есJIх множество инде*св J пусто, то

Lat-o Гt oL;=4
i,Ёr

и

ieI

пусть теперь !L. Р, an €oxttzax JL, a{Z".
Т е о р е м а 1. Линеfiное неравенство Т вrrяется вполне

Jrярным отсечевием (относитеrъно то.о,и Z и параллелеП"п"д" Р )

тоrъко тогда, когда его коффrпrиенты удовлетворяrот условиям:

r) Тrе<е>> о ;

2) Тц ^ О для всех К > ?(а) ;

k$6,c1

Z
ie тllа,е7

Tj> о

t;G;-as) + ТvtФбца- Li-ycлоJ)

регу-
тогда и

+

для всех Ке Jo (а,Р) Utrl(б,P) ;цl To=(T.lLa)), где LT.J=(La.,l 1..,2LEIJ).
Д о к а э а т е л ь с i в о. Дпя простоты условшмся обоэначать Ч(а),

чер€э L , а мпожесва Ja(arP), 7:(аrР)17!СаrР), *€t-ror+Jr-
через 7а ,Ц , 7"t сооtъетственно.

Цесqд9дцц9ýIэ, Вьцепш в Р подмножество G ={7е-е Р| ai=ft, ,

L= ]l... lZ-t, r2-Lt2J}. Покажем, что ecJE{ а|С G , ,о (ПЦr)> Т.
Тах как al( С , .о, f, _классе Yа(Р) моrtяо вьrдеJIить посл€довбтеJь-

ность t*'lZ, , сходяrryься к точке 3/. Налрlмер, ft'-1*tl..,rit-, ,

LCy'tilli*\l*br...?*|r). очевидноl "rо 4d€ Y*(P) дш любого d

" litъ *.L - а| покоlлlонентно. Так *ак 4i€VаQ),то(7,ti)rtrо ,
L+Ф

tl, Б cllrty непрерьвносги Jшне*ноfi фящlrи t@)-(T t), шеем (Т, t') > tr"
Теперь докаrr<ем требуемые успФпя. Очевилно, чtо LEJ? G , Сriедова-

те,ъно, (ТrLаJ)>ТЪ . Нотак KaK!_FJCPOZn " LdJ< d r то
( rlLaJ)A lЪ. 3вачпт, (btal) = Т". Пусть К> 1 . Рассмотрим точrси:

Х = ( d t r. .,, Et_ r, La,cJ r.. ., LaK4 J, LK, LaK+ | J r,,,, Й" l )
п

гК= ( Qr..,tdt_rrlizJr.. .,Ldr-rJ, Е., LЕ*rr!r..., L-n!) ,
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гАе ак<4*< 6. ,1к - целое. Ясно, "rо 
Uf tГКеРrl Zh ,, Б<fr ,

lrК.< А . 3начит, (v, ц')1 й " (тtг.)<tr . Кроме того, UltГRе G .

откуда следует, что (frtL') > Т",(ПГК)>- 2! . 3начит.( h ц')=(7гК,l=Ц.
Поэтоr,ry Оэ(ТtГ')-(ТrlС')=(trrtrК-LК) - fK(8K -с(д). Так как

€x -olK# О , то fa = Q . Отметим также, что иэ докаэанного вь]текает

( Tal- То = /z(Ez -L42f О. Следоатеrьно, /7>о .

Осталось проверить условие 3. Пусть К С Й U 7а , Выберем точку

ZеРПZП..п"ду*мобраэом: Zj=4j прп j<K ьак=ir-/ ,

zj=ajnp, j€( 7! п {jl trj <о'Р u Jr', ti = €i при

j((d!п !jt riroJ)u7:u ttJ, ще@i,,811п Z при jrz
Ясно, что Х< е . 3начит,

о>( Ttz)- й =( Tl2-LaJ )=
а-1

Ё т; (r;, d;)+

+ tz( zz-LflzJ) = -t, * ,L* r;G;-a;)+
- iД r; (s; - Е;) + ?i';7" E"l).

tj>о
Необходlлrость докаэана.

Дсýтаточность. Если 4 е VEQ) , то Flп а]' np" jZ t, п Lil2t <

< a,c< LazJ+t. Поэтому ( ъа)- То - T1 (* z-L-цJ)>O, ,... L -класс
Va(P) исключается.

Пусть теперь ?е РП Zn ,2<а " F= t(2l4.) . Я""о, что

? 1 Z (в протrвном сrопае Zr Z" ). Еслл l=-Z , то (пft)- fr
= trz(ZL-LazJ)< О , так как Z,la. Пусть ?'Z . Так как х(Р
п ?1 Е ,то f|aU7+ . Крометогоrотмgгпм,что *1-*1 >-О
пр" jt7- , trjrO "р" j€ J"U J* . Последнеелегкоуста_

llовить с помоtцью шдущии иэ условхя 3. Оденшм разность

( ьil - to = ( т, z- tdJ 1 - Г7( z1 - Е t) *rЬ T;cz;- а;)+

* 
ё,, т;( z1 - ai) -jE; rj G;-Е;)* ч2GбtdrJ) <

1- т?* L й (3j- fri) + L TjG)- e)tTt(l;L12l)<o
jeze
tjrо

jeTo1

в сшлу условия 3. Теорема докаэаяа.

Введем следующхе нерФенства:

ai<8j , j€{а(Е,Р); (2.1)
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,,hls;--ч)

,4l' 1 - а-1 J'C 7- (Е,Р) ;

(Lq-a.+n) J а, *gj <

(2.2l

(2.3)

п
сеI'п j!

, *Дri |G;-a;) (tr-Er*DJa.*б;,л
ер{птj

j е l-(а,Р) uT"(E,P)1

Z I tвr-tаrl1 flc6r-ar+t)J 
a*+xt1

t(JcUJt

(2.4)

где Z - Ч(i) .. Обоэначим векторы коэффrлrиентов и сами неравенства (2.1 )

u!|.z) через Fа(а, Р) , j С 7-(arP)uJn(a,P) ; (2.з) - череэ

7r(а,Р) ,)el-(a,P)u!o(a,P) z (2.4l -:r"8а,Р,) . кро-
ме того. будем для простоты IспоJfьзовоть обоэlаченrrя -Rj. ,Yj , S соответ_

ственно. при этоr,r Fj=(Pi,Pi,,,.,Ri,P! ) и т.д.

Т е о р е м а 2. Класс вполне регуJrярных отсечениf, Т(ЕrD) .о.-
падает с мноiкеством неотрицательных линеfiньж комбинаций всех неравенств

Pila,P) ,Yj(arP) пS{а,Р1 , пршчем последнее входит в эти комби_

нации с полоr(ительным коэффициентом.

д <, к а з а т е л ь с т в о. Уrъерltлениетеоремы равносильноследу-
юшему: f;CT{a,P) тогаа и ToJ'"Ko тогда, t(огда

т=rr\r_"|Fj{a,r' n 
,Д, p;Y;ca,o1+ ГS @,Р), (2.5)

причем d;,Рj>Оrtr>0.
П<rкомпонентно равенство (2.5) можло переписать так:

|, =,-&к+ Fr t к( Т-(Е,Р); (2.6)

Тt - 4, *;rЕr, P;(t;-a;) nrh(Lr-Er+ l)+

+ Гt6.- LцJ) еП (Lr-ft,1t) , ке Tt (ар) i (2.7)
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т, ^ f* * 
irДr., Р;(s;-') ,rЛrj(8r-аr+)+

+ t(8"-LъLJ ) п
e(L<

( 8"- ftr+ l) , К€ Z F,Pl; (2.8)

=,Za
а ЁТ*

п
caf п1!

Tz ,

L
J еl-

+Е.
jeT-ulo

л (2.9)

r, J 8; ej aj

( g1-ftr+1) iB + ф J" Г I Z cB;taZ,.l) *

KeIoUI+

р,t,Ь;Q-i,),

х

, ,!], 
(8"-а"+ D Ern La"J. (.2.ro)

Достаточность. В сиrту (2.9) и t> О, выполняется Jсловие й'О
Так как для всех j. Ъ ч ьсех S2Z имеет место ,eJ = Yj = ý= О,
то Ts = О npll S> Z . Условие 4 теоремы 1 легко _-эоверптъ, умножив

равенства (2.6){2.9) на соответствуючме l_-*-y ) , К =ir,, , , а
Докажем 9ыполнимость условия 3 теореr,lы 1. Пусть Т(а,Р)=

= tjr, j", jr|. Покажем по индущии, что

й-- рj*'. r|* t;G;- al)*rЬ, у;(6;-E)tTz(Lt-Lirr),"'"'
t)rо - к--аr2r,.., р

В сиrrу (2.6) имеем тj+Jj = Pj>O "р" j е Т-(а,Р) . Поэтоьtу иэ

(2.8) и (2.9) вытекает

Tj1- Fjр =;E,piGi-a)* t(4r, La,zJ)>

aЁ т;U; -а)+ TzU"-La,J) .

Ti,o

Баэа индукции установлена. Предположим, что о,ля jK неравенство (2.tt) cnp6-

ведливо. Тогда для jr-, из (2.6), (2.8), (2.9) следует

r
jсIl2,л;7l_з
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х
1 Z p;G;- а;) 

,r{j.nT"; 
( 8.- -аr+ ) t

it l!. ц7j,

+ ы( бt -tirl) п
ее|,

( te-4g+|)J =

= j.r|.ri.( f;+e;)$; -Е;)+Vr,$7-а;,)+ й,-рj. >,

ar}., r j Bj - а)пrё-, Т; G; --r;) + T2Gr- ti, 1) .

Ц,о
Неравенство (2.rl) доказано. Иэ негс .)чевидно следует условие 3 теоремы 1

аля (( J" (F,tP) . Пусть теперь к е 7*(1,Р) . еспt 7f(Е,Р)=Ф |

т<, из ( 2.7l п llеотрицательности 4 ц имеем

г
f,r = 4х "rh Р; Gi -а;)+ Г( 67 - LazJ) >,

>/ L у; G;, а) + Tz(lz- LazJ) .jel!
t>o

Если ,(g J:(a,P)# Ф , то пусть q - первьй элемент,того множест_

Ьа. И:з (2.7 ) ll l{2.b), как легко заметить. следует. что

tк = о|х "ir|,r, f iG;- F)+ ф(47- а?)+ ш- h >

'.u, 
*rrЕ,"_, Тj(8l-d;)+vl0l-а)+ щ- f l

т;,о
tlcrlTltxly нь (х:новапч,и нербвснства ( 2.r l ) можно утверIцать, что условие 3 тео-

[rr-.!rllJ l в1,1под|я(.тся и для К( Т+(аrР).
Нl..llбхсlлимость. Покажом, что сшстема (2.6) - (2.1О) oтшоситеlънос(g ,

.F, . t иьtсст нсотрицатсJьное реrление.

И:э (2.1l):16к.lх,чаем. llтo d>О . Для К( T-@lP) полоrшм Уr=
= tTLaX tTr,OJ. В силу (Z.BI olc=P. - Т, птl,: t(( 7-(а,Р)
'Гакиltл Qбразомl (rпtсдслены неотрицатеrьныс 4ц, 

Рц при К( т-(аOр)
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пусть d (alP)= 
t h, .., jrJ . Поrъэlrясь (2ý), определхм Fi. ,

К=7r...1Р , по и}lдукlиlt, полагая

hr = Т;r- ! ,Д, р,(3i-п; ) * Г(Вz, Lz-J)}

и прrt иэвестных f )r, Pjp-n r... , fl.r, ,

.Pj, - т;, - !,r#ur!. Р, (3i- d ;) 
сr# 

^r! 

82- a2*l) +

+ tва- La/) ,_g, ttr-Er+DJ .

Покажем, что при такuх fjK , K=7l2r,.., Р , пмеет место равенство

L Fiф,-r.t) ^ П _.(Lr,a.r+D * ГG.- LE"l),
ieTluT!.' ettr{nToL

' ,!!t,(4", 
а,+ D= 

rFr1",, Gi-ii)+
П 
r*Б_ й. Gi,7,t)+ Tz G; Lfr .J ) l к=!,.,.,р,

Ti>o
При К = Р (2.12) справедпхво в сиrrу того, что7В; =tПаХtТi, OJ
всех j е L (a,P) . Пусть (2.12) справеллво о* jK . Тогда

Z pi(3 t- *i)
ic7t:|u Tt:-, '

л
0е ту,, n7ot

( 0r-dr+ а) 1

+ t( 0r- д ctJ) л
ес lJ;-

(Lе,fr"*D--

( 2.12 )

дrlя

I

JЗi(8 ; -7.,) + FJ, (9Jr,- Е1.)+

+ t 81*- djr* l) ( ft,- ,FJ,)--

. Е . yi Gt-E;) * Tj* tфк- dj,)+ tjr- ,Pir^
i67jK-r17,1'.

TLr0



7о рJоýиманчев

;67Jr.1.7J:
tri>o

7; ( 3 i- с-;) * ТJ*Фi; -i) *,Ё, Tt G; - а) +

с{>о

+

Равенство {2.L2l доказано. Из условия 3 теоремы 1 и (2.12) следует, что

Fк >. О при К еТ(RР). Теперь опредешм о|к np" к(Т+(а,Р) .

Положим

.Е, Tt(3t-Ec) + T"(3t:tftr).
tе7!В

dK = тц- |rё"", р;{В;-а) B;Eg+ l)+п
ее{пt!

+ Г( €"- Lo.r) 
,!!:(8е-Ее* ф } .

Раqсматрrвая так же. как прш док.lзатеJьсrъе достатоirности, спlваfi т!6rР)=
= Ф " I*(irР)# Ф , негрудно поrцпить, что равенство (2.12) ч

усJlовие 3 теоремы 1 влекут Jz >. О "

И наконеч, эаметим, что }rравненше (2.1О) является линеfiноfi комбинациеfi

),рФненшп (2.6) - (2.9) с коффrчrrrентаr,оr Lх - для (2.6), 3a - on" (2.1l,
Ес- о* (2.8) rr La.l - для (2.9).

Теорема докаэана.

Отметим, что в сJIучае Р: В2 класс V(Е rSа) .олерrоrт отсечения

$-аrгоритма. Ю.Ю.Финкеrт,цJтеfiна Го, в], а ecJll| Z(arP1= р , то неравен-

.""о ý6Л,rР) ссвпапает с огсечением ЮJО.Черака fZ, Э].'

Нетруляо доказатъ следующие своfiстъа неравенсlъ (2.1) - (2.4), кого-

рые могут быть испоrъэованы прш анаJtиэе отсечекиf, л*""лV(ft,,Р) п осво-

ваяньlх на Hltx аJrгорllтмов:

1) есш *е Р удовлетворяет неравепствам (2.9) - (2.4), тоХ.{ft ;

еслl прп gтом * целоЕlшсленна, то верно и обратное;

2) всякое неравенство, разложхмое в с::rмму (2.5) прrr Г= О р явJtя_

ется правильным дrlя любого Л С Р.

Поступила в ред.-иэд. отдел

27 августа 199О г.
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