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мгориш с оцЕнко0 дlя зАд{чи нини}lllзАцпи

НМСИНМЬНОГ9 3lЦДДlffШЛlШЯ tlЛ ОJUЮЮДНЦХ НДППtlЛ(

А. В. Кононов

В статье р8сснатрпв8ется эад8чs состsвленпя р8сппс8нrя для нез8вп-

сшншх работ нs пар8ллепьнllх Ё8шшн8х. }lвшпкr шйеDт р8знllе скоростш. Дя
кs).цоП рабопr 19Еестнц дпректавнше срокп аеч8л8 п эsвершенпя обслушва-
ншя, Тпебуется нsПтп TаKoi порядок з8пускs работ н rtx рsспредепенпе по

на!tшнан, чтобш lttHllнllзxpoввTb Ё8кспtr8льЕое эsпвздllЕsнlе.

Впервше з8дsчп такого тllпs рассн8трхв8лшсь Дrексонон [1]. Докаэа-
тельство сrrльноfi ilР-полноrт э8д8чп для одноП нsппнц прпведено в [2].
06эог геэульт8тов в данноfi облsстu }lожно наtтп в t3].

В рвботе шэуч8ется прRблrпеншri 8лгорптrl решевхя э8д8чf,. которшП

прш эагруэке Hamllн отд8ет предпочтевпе рвботе с нsпболее р8ннrЁ дIрех-
тпвнчtl cpoKo}t 98вер]енЕя (ЕDrеаГllеSt due Clate). Мгорштrr пнеет тру-

доенкость 0(П.rоgП+m.ЬgП), Л - чttсло Rабот, О - колпчество riашlп.

IIяедлагается оценка абсолптного отклоненшя полученного р€aенпя от
оптнй8льного

/s)
где

S, - скопость нашшюr, S =_ Е S,
l=r. .л l

Р, - нопнатrrвное вреrtя вшполнения t-п рвбопl. l=t,....П. Мвлогшч-
Ш.П РеЭУЛьт8т прll ýr=l, lЗfr... rП содепп_чтся в работе t4].

L_Llurx
s ( пФ( Р./ пlп

I=r. .л '' l=r. .,
Sr)( t+(гt)t

'mх ,пlп s
J=r. .л

1. Постановкs эадsчп

Пусть lЭ(tr... rП} - HHo,iecTBo незsвпспlrшх работ, Ецполненпе кото-
лDбоR из П параллельншх наш]lн. Для квlцоR рабопr lelршх воэно)|шо н8

llэвестнш:

Г. > 0 - вреrtя поступленшя работш нв обслуlвtввнlе;,
Р. > 0 - вреня на вчполненше яабопl;l
di a о - дшректхвшrл срок э8верlеншя обработкн.

Каждая рвбота l начlнает обслупlветься не р8нее rlolreHTB вэененш Г, l
вшполвяется только на одноR н8шшне. llрерчввнllя в обслуrпванlttt рвбот не

раэрешаDтся. Каlцsя ЁаDпн8 J шэ ннохествв Ё(lr... ,П} пхее,г cBoD ско-
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рость S.>0 п хопет обслушвsть в лэбоfi }roHeHT врененп не более одноRJ
работl. Еслп работа t вшполняется на нвшtlне J, то Ереrlя ее обслушванrя

есть Рrr=Рrý. Пчсть tr, - нsч8ло вшполненпя рвбопr l нв нвпrне J.
Велпчlну Lr=trr+PrlSy', н89овеlr э8п8эдшв8нltен рабош t , s велlчпну

[_.,= mаV L. - накспн8льншн зsпsэ.!Евsнtен. Под р8спrс8нпеЁ буде; понп-пlх rcI I

Ёать liнoxecTBo L={trr: Iel, Jel0 врехен н8ч8л8 обслушвввшя, удовлетво-
ряDslх прхЕеденнш!l вше }rсловrя;, 3адачв состошт в н8хоtденпп распвсs-
нпя L', дtя которого велхчин8 L_, ппltншн8ет н8пЁеньшее эваченпе.

ПУсть Qr=}d1 l где D > па,х dr. Велпчшну Q, пэшнято нs9цветъ ост8_
.t€/ l

точtflн вреlrенен обслушввншя llлll ,(востон [2]. Обоэначшн fr=trr+Рr/SrЧ,
- вреlrя полного обслушванrя рабопl l , тогда псходн8я з8д8чs ножет бmь

38пlс8н8 в след}rDце}r вхде:

пlt)( f
j€, l -, 

пrп
lt lll

2. мгорштн EDD.

Рвсснотшн след),Dцшп mшблшженшrП полпноЕпsльншП 8лгорltтi ре!енПя

псходноП зsдаqш. Вшберех пэ нво|ества неэагру)rенншх Ёашпн сануо бшетпуп

п назначllн нg нее готовуD н вшолненпп паботу с нвшбольшеп веJtпчхноR

Qr. Пусть t - текуцее вреЁя. T(J) - вреня освобопденltя J-l ввшпlш.

Мгорптн:

0. Упорядочиri lrноfество l по невозрвстsнвD велшчшн Qr. ннохество ll
- по пеЕоэр8ст8нпD велпчпн S, п бчлен счtlтать, что Qr>еr>...Эqл

s >s >... >s ,l2,
r. Полвгаен t=аilп гr, T(J)=0 для всех Jd{. |о=|.

2. Находпн ,"""""niog нонер t, для котопого Гrst, lelo.
З. НвходRн liшнпнальюrП нонер J для которого T(J)st.
4. Полвгаен t,
5. Еслп l о=6,

Еоэврбq8енся ва 2.

J=t, lo=l\{l}, T(J)=t+pilSJ .

то конец. в протltвнон случае полвг8ен tаПlП T(.l) ш

Трудоенкость 8лгорштн8 определяется слопностьD упорядоченllя нно_

пеств l, il ш оценивается ЕеJtпчшноП 0(П,lо9П+Д, Iчil,

3. }Ипняя гравllц8

Пусть Jsl прошзвольное подtiнопество l, ш f'= лlп(t..
lJ

пах f
ieI l

Л е н х а 1. Спявведливв оценхs

fъG(J)= mJп гl*r}r/S*тЦ еr.

До к а з 8 тел ь с тв о. Воптшнальноtiр8сппс8нIш к8Iдsя

( 1}

ра-
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ботв стаятует не р8ньlп. 
?l1 

a, п э8к8нчпв8ется не позже f'-Пtn Qr. Т. е.

т. е.

все рабопr шэ J прошэводятся Е проilешуток вре}tенп [ ПlП Г
leJ

вреня вшолненпя всех рвбот пэ J не превш8ет Еелшчllнц

l f'-mlп Qrl.

Y,Zs,l
,Еrrrrr = ''-Tg 

., -1пl1 Q, Огкудв полуqвен тпебуеное.1

Пусть Kl) - xHo,recтBo под!iнопеств l. Велпчпнв 6= mОС 6(J) твкrе
tePl I l

явля€rгся нпжнеп оценкоR для f'
Леннв 2. Величrrнв

ЦП. Ьф) оперsцшп.

доквэательство Рвсснотрrн зsдsчу с прершв8нllянп на

одноR нашшне ш нвборон п8р8нетров (ГrrРr/SrQr) для капдоП рвбопr lel.
Ъебуется Ёllншхllзшров8ть врехя полного обслуrrваншя Есех рвбот:

f= mtп пах (Т, + qr) , l2l
i. tel l
!

гле t, - вреня э8вершеншя рабопr l. Фlтн;вльное решенше этоfi эsдsчп нs-
ходится с трудоеiкостьр 0(n,tqgП) ппп поноцll следуDцего влгорrrтнв [5J.

Нвчшная с HorieHTв врененш t= пlп г., хашхн8 обслушЕsет пз хно|вств8
i€I t'

работ, готовшх t( Ецполненшо, пвботу с нsшбольшшн Qr. Еслrr Ео вреня вш-

полненIя некотороП рвбош в очередь прRходшт ребота J с Qr(er, то о6-
слу)fiхвsнше l-п рабоrч прершв8ется ,tt на обслуlшlв8нrе поступает рвбото J

Покажен, что 6=f. 3енетпн, что для этоfi эsдsчх б является нппнеп

грsншцеп. т. е. бsf. Убедшнся теперь, что 6>f. Пусть tо-пвбота, для

котороfi f=T. aq, . Обознвчшн череэ t последнпп lrохент вреtrенп r про}l9-
'о 

'lo

жутке [0,trol, когда лпбо обслуrоlввлвсь дет8ль J таквя. "rо QJ(Q'o'

лшбо нашшна прост8llввл8 беэ рвбопr. Пусть J-HHoxecTBo рвбот, обслуrлвв-

ешlх в про}iеlryтIе tt,Tj_r. Вслш Jqj, то Г(J)>t, q(J)>q(to). Кпохе того,
о

J*O , твк квк toeJ. Тогда

6(J)=mln ,, *rУrr' . 
Tl1 

n, > t.rЕ PrlS - 
1Д 

о, = Tro*ro=f.

Леннв 2 докЕэsнs.a

4. Основное утверilденше.

В этон рsэделе прпводllтся неулуч]вейsя оценк8 к8честв8 8лгорпп|8

Пусть f-эначенпе целевоR оункцшп, полученное алгорrтнон EDO.

Тео р е н а 1. Для погрешности 6=f-f'спрsведtrвв оценкs

0 s (mах 

'/yдSr),( 
l+(гl),пlБr/S). (3)

6= mах 6(J) ;ожет бшть нsпденs эs
J€Р( I )

EDo.



о, д. В. Кононов

До к а з а тел ь с тв о. Пусть l
гается эначение f, т. е.

+Q =f,

о - работ8, на котороП достtl-

(4)

дв8 спецшальнtlх

(5)

/s+q (6)

l7l

/S+Рt kо о оо
t{8шшн8, обслу)iпЕаDщsя работу 

'о. 
Введен

J={Jel: tjrtro , q',(qjo} - йножестDо работ J, которше нач8лll обслу_

lшваться до н8ч8ла to ш шнелп остаточное вэеня обслуliивOнltя невьше Qro.

F{r: 0(r(t, , s(r)<m } - нножество ноЁентов вреlrенш, когда есть
о

незагруженнше напtllнш, S(r) - количество }l8шин, нsходящихся в работе в

ltoHeHT l.
Еслш J*O, то t '_. - последниЯ ноilент врененх. когд8 нач8то

J
обслуlttиванне работш с Сr(Q, Если Ulа, то tл= SUР l.

о'ч€У
обозначин l(o,p)={lel : Гi>о,qj>р|, G(a,il$(l(a,p)). Твк квк

l(crp)sl, то 6(ОrР) является нпжнеs грsницеff для f'. Рвэберен Tpll слу-

чая. возн}lквDщше после построення р8сппс8нllя алгорltтнон EDO.

Случаfi 1. J пусто ш 9 пусто.

Пусть 0 - йнохестDо рвбот, стартовавших строго до явботш lo, т
(Hrel: t <t. }. Так как J4, то (kl(0,Ч, ). Фrевидно, что loel(0,Q- w Io ,lo

lФоме того, шз условtlя Еб следует. ,lTo

I р > s t.,&' 'о
llспольэуя неравенств8 ( l) и (5) , по)кн(, эаr.к.jать:

G(O,ч r_' .'"Ы"'Pjo)/s+qro' rrо* i
о

=,п8х t
о jeJ

.е.
j ).

о

l
о

В итоге получаен

f-f' s Р . /S. -Р . /S s (mахР./mlпS.Х 
'-mlns,/S),io Ко lo tel l IeH' IeH'

и оценка, пршведенн8я в теорене, справедлнва.

Случаfi 2, I не пусто п либо J пустоrлибо toa ti
*о

Пусть 0 - нно)fiество работ. стартуDщllх мехду нонентанп вреNенп lo и

'rо, 
т. е. 0drеl:tо<tу<trо}.Тоглв для лобого rd) инеен On Oro и

(bl(ro,Qro). Кроме того loel(lo,Qror' . Отсода получаей:

6(lo,Qro) . ,о *rЫrls + Pj /S * оrо t8)

Рвсснотрин нножество il={hel: tn(rostn+Pn} рвбот, нач8вшl|хся до но-

хента lo ш закончllвшихся после него. Количество рвбот нножества ll не

больпе, чен П-l. Работt шэ объединения Нф внполняDтся в проЁежутке

I всенш }|8шина}tш беэ простоев п, следов8тельно
о

tr .t.о, l

.ll
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IР.+ГР)/Szt. -I ф

lйл"&' 'о о

_р
i/S s

(9)

( 10)

( 11)

l 13)

{ 14)

( 15)

( 16l

ll7l

}lэ (8) ш (10) нsходшн:

f' > 6(l

' 
Р /S : t. - traY 'о о Е Pлls.

lвll "

o,,ljo) . 'rо 
* 
'r!' 

qro - 
ДР,/S.

Окончательно пз(4) ш (11) получ8еlr:

f-f' s Р. /S. - Р.!о ко ,о^'nlrPnls s

s mахР..(f/mlпS, - l/S)+(гt).mаР,/S s
JeJ i lсJl t JeI Д

= ,Н;P,rltllr |.(lчbDTlP,rr,. (12)

п оценк8 ,прпведенн8я в теореЁе, спр8ведлнв8.

Случаfi З. I пусто rлш toJt, . Пусть Hlel: tJo<tr<tro} - нножество

работ, стартуDцшх lrеIцу KolreнTautl Bporieн" 
'rо " 

tro. Еслrr td), то ОraОrо

шr следов8тельно, (kl(t, ,Q1). По-пгешrену, loel(t, ,qj )Vl . Имееr,r

'rо
,9lo) t.lo ' 

"}Р'6 
*'rо" ' оrоG(

Рассмоттпн l.lножество работ. н8чввiшхся до нонента t, ш 98кончllв-
Jo

ппхся после него, fl={hel: tп<t;о=tп*Ъ}. Рвбот Еэ ннопества fl не больпе

п. Рабоml шз ннол(ества lltI) ЕшполняDтся всеtlrr Ё8шшнвнп беэ простоеЕ Е

пронепутке rrrоrrrо' ш. следоЕsтельно.

,ЁЪ."ЬЪ)/S > tro-tro+

,ьrл > t,o_tJo-дPй/s.

Пз (1З) п (15) н8ходий:

f' > 6(rrо,оrо' . 
'rо 

* 
'rоr' 

. оrо -

Для раэностш f-f' получаен оценку:

Ерл
h€r' "

/S + ЕРf-f's PI lsk lо --о t€ltо

= НГr,( '/m'Бr-'/S) 
t пt,H}Prls s

s ( пвР./mlпS.Х t+( гt )mlпS,/S).
ie, I Jer, ' lеil '

Теоренв докаэOнs.a
3 а н е ч 8 н п е. Пусть ПlПS,=l. Твн как (Гl)ПlПS,/Sst, то

]ell ' rci '
f-f'зZ.ппrРt. что соотвеrствует оценке Карлье для шдентшчнчх ltвшшн [4J

lel '
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| Т е о р е х 8 ?. Фlенкв,пршведеннsя в теореilе 1, наltлучшая из

I uor"o,oor*.

Д о к а з 8 т е л ь с т в о. PBccHoTpltH прRltер, Е которон шЁеется

lf нвцttн, Первая со скоростьэ К, наэовен ее бшстрое, остsльнше - lrедл€н-

нше - сЬ скоростяни pаBншlllt t. Ъебуется обслуllшть il=lQ+lfi+l ввбот, где
Z{K-f)(K+ll-t)L, а L - лрбое н8туральное чшсло. Первше ll рsбот, далее
шilенуеншх ll-paбoTBHlt, шнеDт пар8lrетрш:

Гr=Гr=. . .=ar=o' Р 
,=Р 

"='. 
.=Pfi=K-6' Qr{r=. . . =qrrФ.

Для (il+f)-П рвботrr, которр буден наэшв8ть крllтпческоR, шсходнr.е дsннце
инеDт вf,д:

а для

т8ковш

Гrr*r=6' Pn*r=K, qfi+t=q-6,

последнrrх KZ пвботrкоторве наэовен Z-работанп, tlсходнше дsннце

Гrr* Лrr*.=' " =Г к z*н* r=€' Р,r* r=Рrr*.="' Р 
к z*Ht r= 

|K-l l lZ,

0fi*Лar*.=...Qкz*lr*r=9, к, l/ya )с)0, Q)K) t.

.Мгорштн EDD получшт следуDцее р8спшсsнпе вшполневшя работ (ршс.

1). Первшнlt обслупltваотся il-рабоrч. Все Z-работш вшполняDтся н8 бвстроП

н8шшне после заверOtеншя eD обслужltванltя одноR из fi-работ. Крштпческая

рабчта будет вшполнен8 н0 одноR пэ liедленнчх Ё8шllн после эавершеншя tlнп

обслухшваншя fl-paбoT. В пезультвте f=Д(++?д,.

к

крит. работа

0 К-с
Рис. 1

Оптилtальное решенше зsдачи шэобрвжено не рпс. 2. Крштшческая р8-

бота с l.toMeHTа врененп с вшполняется нв бшстроп Ё8шпне, Z-работш pacпll-

сшваDтся по н8шпнан следш}щин образон: на недленншх Hвllllнgx вЕполняDтся

с }tolteнTa € подряд Kzl(lЁr) работ, в на бчстроR н8ппне KZ-K2L(iFI) ра-

бот после вшполнения крштическоR. После эавершеншя обслужшвакшя Z-работ

вшполняDтся ff-работш.

Критическая р8бс,т8 завершится в Ho}teHT вренени l*6. Все Z-рвботш

9акончатся в }roHeHT к2(к+il-r)+с. а il-рвботш будут вцполненш в нонент

Кz/(К+rrrl)+К. в реэультате получаен f'= Kz/(K+ll-f )ч+с.
Для разностlr f-f' шмеем

Ж-2€

Z-рвботш

t{

1

2

3
lf-работш
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t+c

1

2

3

l,

крит. работа

Z-рабош Ш-рвботtl

0с
Ршс. 2

f - f ' =ж-к2 /( K+ll-, l ) -3с= к K+2ll-D / ( K+lF l ) -3с .

согласно теорене 1, эта разность не превцшает велшчпнш

К F{ Fl ) /((+|f-| ) )=|( (+!||D /( K+|1-1 ) .

Так квк б ножет бшть сколь угодно нало, пФлучаен HyпHyD оценку. a

Поступtlлв в ред. -пgд. отдел

6 ноября 1991 г.
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