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ТЕХНИЧЕСКИХ СРЕДСТВ

h. А, Кочетов. l'l. Г. Пвценко

3адачlt вшбора оптDlн8льнсrго еостава спстеttЕ техншqескшх средств

.1авно прllвлекаDт н себе вншltанше шсследователеR t 11. llHTepec к HtlH

iбьgсняется не To.,lbнo mиpoкllнll прllлохения}lп, но }l тен, что зsдsчlt этого

K,Tacca. как правило, Фкаэшваэтся ilР-тпуднъaнп п для llx рецtенпя приходllт-

ся рвэрабатчвать спецшsлпэированнUе оптшнltэацllоннUе 8лгорптнш. В прос-
теRшеfi постановке эти эад8tlи являDтся обобщениен классrlческоП 9sдsчш о

размеценши прошзводства, котороft посвяцена обшшрная лштегатуяа [2l.
В работе предлагаDтся влгорt{тнш решения 9адвчll, основвннце на

-jlагранпевшх релакс8цпях. Рвеснотренц две релаксацllш ш соответствуDщше

и}i двоественнше задачlt. Показвно, что одна 1i9 двоRственншх эsдsч полп-

нойиально разреlцшн8, а втор8я при ollt{cпpoвaHHшx йчопптелях Лагранжа

ilР-твудна. Обе релвксациl| tlспольэуDтся для построенDrя Bepxнtlx ll нппншх

t)ЦеНОК, ПРШЧе}l ПОЛИНО}rИаЛЬНШе ОЦеНКШ ОКа3ШВаDТСЯ СУЩееТВеННО йеНее ТОЧ-

Htlн}l. [lредлагается конбшнtlрованньafi 8лгоритЁ решеншя эадsчtl, llсполь9уD-

щtlR последовательно обе релаксацtf]l ll ш}rеDщшП относштельнуD погре]ность
в среднен не более олного процентв. Ilппводятся результ8тra чпсленншх

экспериментов,

1. Постановка 7адачш

Пусть множество l ={l r2r,. . ,П} эадвет шсходншП ряд обрвэцов технш-

ческих средств. исходнцR ряд вклDчsет в себя нонер8 обраэцов, которше

вшпускаDтся сершйно, л}rбо l{огут бшть вшпущенrr в блиrrвfiшен будуцен. Сис-
теноff техншческих средств буден нвэшвать пропзвольнtln набор обпаэцов шэ

псходного ряда.

Техническне средетва предн8значенц для вцполненltя определенннх р8-
6,iT. Совокупн(,сть этих работ буден наэшвать областьD пршнененшя спстеЁш

и 0бознач8ть нножествон J={1,2r,,.rn}. Счrrтаех. что для кsIцоп рвботш

существуDт технические средства, предн8зн8qеннше для ее вшполненпя и

ка)fiдое техническое средство но)a(ет нспользов8ться только для вцполнен]lя

работ с,бластш пршненения. Процесс вшполненшя работ раэбrт на этапш. Нg
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первон этапе вшполняDтся рsбопl llэ }tнoxecтBa JrcJ, н8 второн - J".J,
т.д. Буден счит8ть. что

J=U(J, l=f,...,L), JrnJr=o, lr*l, IJrl =пr.
3Едаqа cocToltт в тоц, чтобч нвfiтш состsв сшстеr|ш. поторшЯ вшолвяет все
рабопr с }rшнш}igльнц}tх суннsрнш}|п затрsтвнr.

1.1атенатшчесшая пост8новк8 }ioleт бшть 98пrсsнs в ввде задsчI лхн€r-
ного частпчно-целочпсленного прогр8нншров8нпя. Дя кашого обраэца lcl
обоэнвчшн через:

_оUJ - н8ч8льнше э8тр811l на н8учнше псследовOнrя. оштно_
конструкторскше работш ll подготовку пропзводствs;

С, - эатRапr на прошэводство одного пэде.ппя;

[, - HBKcttHалbHo воэttошшП объе}r пропзводств8 п9делшП;

Sr,r- лоля потерь на l-t'l этsпе;

И! - обьен пэделпfi, уже хйеDщшхся в н8лшчпп (начвльrшl состав
сшстенш} i

Рr, - колllчестDо средств, требуDцееся н8 вuполненпе рабопr Je.I;
Сr, _ звтявпl н8 t{x эксплуsтsrцrD.

ПереЁеннце велtrчшнц (X)r(V )r(Хr r) rrепт следуDФlП сншсл:

,. = d t, еслп l-П обрвэец в*л.i." в сост8в спстенц.

' [ О, в протшвноЁ случае;
! i z 0 - обьен прошэводствв t-го пздеJtпя]

'r-,a 
0 - доля рабопr J-го Еttда. вшполняехая хэдеJtпяЕх t-го

обпаэца.

Сооэпулшвовsнная эад8чв (обозначшн ее Р) эапхсUв8ется следуDцll
образон:

Zр=ПlП 
rЕr''i', 

*ClUt, 
Ёr/.rl, 

(1)

,}xl"l = t, J€J, l2l

(р) Е к,s (з)
ieI

f,. l

,l

i-r
хЕр . х.. S l/o. + ll.,J |J l t

t=1
Ер

JeJjdt
S, t.{tJ , lel, l=t, ",,L, (4)

0s !,s у,, lel, (5)
l1

0 s 
'rJ = xI . lel, JeJ, (6)

х, е {0,t}, lel (7)

Целевsя оункцf,я вцраJlвет сунll8рнце эвтрsпl ш8 со9дsнпе ш rункцlо-
HtlpoввHшe сшстенш. Равенства l2l гsрsнтшр}Dт вцполненпе всех работ

облвстlt пршнененпя. Ограншченше (3} уствнавлшв8ет потолок н8 чrсло тш_

пов пспольэуенцх технхческllх средств (не более К тппов, К - целое чrс-
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ло). В левоi частп нер8вевств8 (4) стопт вчр8пенпе для объе;а средстЕ

l-го обэаэца, требуэцегося в8 l-H этапе. s в прsЕоП ч8стп - внр8lенпе

для пнеDцегося в н8лпчlш обьенв с учетоtr потерь средств нs пре.ществуD-

qпх эт8пах. 0граншченпе (5) уствновrпвOет BepxrrDD грsнrцу н8 воэ}|оtнше

оOьенш пропзводстЕs пздеJtшп. 8 нер8венство (6) эsпрецsет нсполь9ов8нпе

техпшческшх средстЕ, не DклDченЕD( в сост8в сшстейш.

2. tlrшlше оценкх

Для полученпя нlrпнпх оценок в эsдsчsх чsстrчно_целочшсленного про-

гр8llt|шровOнllя трsдшцпонно пспользуется лвнеfiн8я рел8ксsцхяl прш котороfi

ycJroвпe булевостп переlrеншшх 98неняется на требованlе пх прпнвдtешlостrr

едшншчнону отреэку:
0s Xt= l, lel 17,|

Обознвчrн TвK),D эадsчу чепез Р'. s зн8ченIе ее цеJtевоП oyнKlEll

чепез Zi. В двльнеfiпен штрпхон (') всегд8 буден обоэн8ч8ть переход к

лIнеПноl репакс8Ilпп. Фrевидно, что Z'rsZr. 3вдачв Р' является эsдsчеR

лrне!ного tlрогрsнriшроввншя, lt зн8ченпе Zi нопет бшть нsПдено з8 полипо-

нrtальное вреня. К соrаленlп, Z'r, квв пр8Епло. не совпадает с Z. ll ве-

лпчпн8 р89Rостш Zр-Ц, наэшь8еll8я pаgpuвoll двоПственкостЕ. rlоIет достп-

г8ть эначптельншх рвзt.tеров [2J,

llспольэуя р8злпчшше эквпв8лентЕfе перееорrrулпроЕкll э8д8чп. lloltlo

улучшть оченкч Zi. 3вненпх в псходноП зsдsче огр8нпчен!я (4),(5) ва

условпя

leJ l Jet t
tf iJ , lel, l=l" ",L 14' I

0з Ul= |{l , lel, (5,)

п обознвчшн получевн),D эsдsчу чепеэ Рr. Очевrдно, что 9ад8чI Р п Р,
эквltвалентнш, но Z';Z', , так к8к облвсть допустпнцх зн8ченlrl в э8даче

х
Р1 неньше, чен в звдаче Р'.х

3 в х е ч 8 н п е. Нетрудно убедчться [23, что для лпбого lD()

суцествует сенеПство псходншх дsннчх, на Hoтopotl одновпененно Zl >Zb,N
х

п Z?Z; .N.
х

Более шlрокше воэЁоf,ностш для полученшя нu,Еlшх оценок открчэ8Dтся

прп шспольэов8нпш Лагранпевцх реJrвксsцхП [3]. PBccrroTpнil две релаксацпш

эsдsчшl прп которшх в цеltев}D оункцшD заносятся огрвllнqенпя l2l п

l4'|,l5|| соответственно. В первоЁ случsе пlrееlr э8д8чу LRl(l),
Zrr,ttl = пlп .Е tc|x, * c,v, - 

Д,\ 
- c|J)xli . 

Ёl.,
прп огр8нrченпях (3). (4'), (5'), (6), (7).

ЕрЕр tf tl, fo,r,", - 
:Е:,r,

( LRr(л) )
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Во второх случsе - задsчу LR2(0.u):

Zr*rtъ,vl = пtп 
,Е {r.i - ,!,ri, 11 - 9rll rlx,
L- I. ,Е,'", * PlJ(Orl ,

rl. ,-1
( LRlp,p) )

+
L
Ер

Jзt
(Cr '11 + ?r)l/, +

J
L

.Е. Sr rOr r 
l lx

E=.{+t
l

прп огренхченrях (2). (3), (6). (7).

llэвество t3]. что прr лэбо; вшборе t.lноштелеП Лвгранпа rЮ, Р0. Р0,
эваченпя Zrrrtll а Zr*"t9,vl являDтся нпшrlrп оцен!(stttl для веllrчпшr Zr.
Реrенrя дЕоlствевrшх з8д8ч
(D) zD

(С} Zc

по9воляDт получ8ть в8плучцlg 19 т8кхх оцевок

Т е о р е н а 1. спрsведtЕвI соотноtеп!я

ZЪ. ZЪr= ZD= Zc. Zp .

Доказsтельст!о

ffi Zдр,t1,1 ,

= ,offio 
ZT 

"tQ,'l

Первое п последнее нер8Еевств8 оч€_

l|э соотнолэнIt двоlственностх дtявпдвш. Убедlнся в тон, что Z', =Z,o.

лuвеlного програЁlrшроэепя Z', =Z'o ! Hy]lo ]lpoвepxтb. что Z'o=Z.o. tlorB_

IеЁ, что Zдpr(ll'>Zrrrl\l. откудs п будет следовslъ твебуэхое pBBeBcTDo

Обознвсшr чепез 8r(l) оптпн8льное 9н8ченIе целевоl оувкlцI в з8даче:

8r(l) = *, 
{ Ё,л, 

- cr!|rrJ - ctl t_ .i }
tlpx огр8нпченпях (4).(5) r 0 s Xrrs l , JeJ, lel. 8 ч€рэ9 Zrrtal -
оптIнвльное эн8ченпе цеJtеЕоl aункlцх в простеmеП з8д8че о рвнце:

( Р(а) l Zp,la) = оlD( 
rl.r,л,r, , ,}r, 

. К, хr€(0,t}, lel.

Тогдв Zrrr| l) = Е^.
lel J

_ Zr"tal

Пчсть (Х]), tr]l, rXlrl - оптшlrальное реrенпел9sд8ш LRltll'. постро-

llн по данноЁу решеншD допустпное решенпе (Xrl,(Yr),(XJJ} звдsчп [Rr(Л).

Фределшн велпчшнш Er(l) павенств8нп:

аr(л) = Ё,л, 
- ctJlxrl - Ctlt _ с; , le l.

,={
( 0.

',=tri t\
еслн х] = 0,

' х.
еслп х] ) 0, l

0, еслr Х! = 0,

\/ri, еслrлх| ) 0.

Воэьнеu а кsлilвстве Xt оптпlrальное ре]енrе зsдsчп O{tal х поrоtпtl

Ir=Xrf, XtJ=XtXtJ, lel, JeJ. Легко проверхть, что построенное Peleнne

допустllЁо в LRttIl lt кроЁе того
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}}l,zдр,(^)' =,}[УЪ - ciJ)x; l - ctyi- .};} =,Eri,(r)x] .

Твк квк Ех].К " 
0sxisl, * х; - допустхl|ое р€оенlе эsдsчх Riltil,. 

"оJer'
Zrrtil' = Zpпlil ttpll целшх К, откудs 

,Е 
irtrli, . 

,lrai{rlxi 
п

Zarrttr)' : Zrrrtll,
ПОкажеtr. что ZоSZ', Твк кgк 

'оUЪ", 
s для эsдsч лrне!ного програн-

}luрованпя Pi.u С' спрsведлпво равенство ZЪfЬ, то Zffi J,fZ. l
Сл едс т в r е. 3адача Dрвэреппна эg полшнони8льное вреlrя от

длпнш звппсх псходншх данншх.

3 а н е ч 8 н ш е. Еслп прп оорt{улllровхе з8д8чll LRr(Л) вхесто

условхе {4'),(5') пспольэовsть огр8нцченшя (4),(5), то получsенsя тsкпн

обраэон э8д8чs [ROtДl будет эквrвалентн8 9sд8че LRr(Л). СоответствуDцrrе

двоаственнше эsдаrп Do п D такпе будут эквхв8лентнчl п утверпденuе тео-

ренц Holiнo соорнулпровsть в Еrде: Zb a Zbr= Zooa Zr' Zp

Пз док8э8тельства теоренш следует, что эа пол]rноltrальное вре;я

хошlо не только вшчпслпть велшчпну Zr. по п н8птп tiножхтелш Лагранхв

l'. дtя которшх ZD=ZLR.(\'). Пусть Л - оптпtlsльtше двоRственнше оценt(rt,

cooтBeтcтByDlme в зsдsче Р! павенстзан (2).

ZЪ=Z, откудв l'+Д.
х

Тоr ла Z', =Z rr r( ti' зZ 
о,х

но

Решенпе двоiстэенlшх з8дsч С u 0, к8к tlрввllло. осуцестDляется не-

тодвllп субгрвдшентноП оптпtlхзвщп [а], в которчх нs кsждоп штерацrtш ре-

]ается рел8шсllров8нн8я 38д0ч8 п по ве оптtlнальноllу решенп) корректпру-

Dтся нноптелr Лвгранха. Чпсло lтерsцпfi в среднеil не превшгает l0П. Ре-

пенше эад8чп LRltll, кsк следует пэ докsэ8тельстЕ8 теоренш, сводптся по

сути к вччпслевID велшчпн ar(l). lel. что равносltльно решеншD эsдsчll

лпнеrного прогр8Ёнпров8нllя. 3адача LR2tP.pl после очевllдlпlх преобрвэо-

вsнпi сводштся к t{ласспческоП ilР-тэудноП gsдsче рsэнеценшя проll9вод-

ств0. дtя реrенпя потороl прпходптся шспольэовать вшчпслпте,tьнче схеl{ш

тпп8 "ветвеП п граншц" [1].

С точкш зренпя теорпf, ilР-полнопl з8дечш С п Р одвнахоЕо труднu. но

пр8ктпчесхп эвдsчу С реовть проце l в первуD очередь потоху, что прп

ошксшров8ннцх булевчх перененЕaх (Хr) знвченшя непрершвншх перененншх в

з8даче LR2tP.ul определяDтся з8 лхнеRное вреtrя. а в з8даче Р для этого

прllходштся решsть зsдsчу лшнеlного прогр8хriшров8н]lя. для котороП нехз-

вестно строго полпноllпального елгорllтl|8. Кроне того. для э8д8чll

LR2tp.ull yJre со9дsн [lJ влгорптн ветвеП ш гр8нпц. хорошо рвботвоциl на

среднпх р8эйерностях (Il, П s f00). в то Ереlrя к8к для псходноп эадsчtl

созд8нпе т8хого алгорптн8 сЕяэ8но с определенншЁ1l трудростянll.
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3. Мгорштн решеншя э8д8чш LRr(Л)

Т е о р е н а 2. [lрш ошксltрованншх l|нохпте,tях I,, Jе.r. оптпн8ль-
J

ное ре!ение эадsчш LRr(Л) rоIет бшть н8Пдено с трудоеlrшостьD

Ofu,toф +m,п,(L + ]оф)).
До к 8 э 8 тел ь стЕ о теореllцвIтек8етпэ нпrеследуDlхх

ле;н. Пусть. к8к ш препде.

аr(Л) = пlо(

прш огр8ншченшях (4).(5) ,0 s хr, s l , Je.l, te l.
Ilptt эаданшrх 9наченшях аr(Л), lel, эадачв tRr(Л). Ker уrе от}tеqв-

лосьl сводптся к простеПfеl эsдsчr о р8нце Rl(a). котOрвя ре]еется с

трудоеtrкостьо frпl. Iocil, х дlя докOз8тельств8 теоренш остается укаэать
алгорхтri вцqшсленхя ве.пшчllн aJ{l), lel. Так к8к зн8ченrя 8,ll} опреде-

ляDтся неэавtlсllllо друг от другs, то шндекс l в дальнеtшех будек опус-

коть. Определпlr оункцхu F ,(V), !4, l=lr. . . ,L рввенств8нп,

Frtr) = пах Е
JeJ ',{tt

t-r
Е pl,sy - Еj.It'J r=!

гле С, = \J - 'tJ

0sх-з 1, Jert, t=l,...,L,

. п предстввшн 8(l) в следуDцрtr вIде:

a(l) = ( лrаr ( Fr(u) - с(у-УО)+|- сО), 0 з у з l + l|o,
у

где Х+ = mОr (0,Х).

0ункцпr F r(V), l=tr... ,L являDтся вогнушнп пусочно-лшнеfiш.нх

оункцшянш. Ншхе будет поша9ано. что oнll шllеDт не более 2П точек ш9ло}l8

ll, зн8чшт. велlчпн8 E(l) но;rет бшть наlден8 по х9вестноП оунпцrш Fr(r)
эв Щ hgil оперsцпfi.

Л е u н в 1. Дя оункlцfi Fr(U),l=l ....,L спрвведлrвш рехуррент-
нше соотношенпя:

Fr0) = G,_(y) ,

у) = п'ах (6

0sчsу

Fr( ,(ч) + Fbr(n _ S,,ч)) l=l....,t_l

где оункцшll G r0), I{), определяDтся р8венств8нп:

G,(y) = * Ь,r|r, JL:FJ = У 0 З Хr s t

LL,ъ 
, r,J|r,J- с,у,- ci}

L
Е

t=I

'",Ё"r/, 
, t=l r... ,L,

Jd,

До к в э 8 тел ь с тво легко проводштся обшчншtlll длядпн8tlп-
ческого програЁllltрованшя р8ссупденпя!llt.
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Ilршведенкrе ре!(уррентнше соотно!енrtя поэволяDт для каrдого I{l
определпть знsченlе .},нкtlпп F,0) по ,9ввстншх оупкцtlях Fr*r(r) п

G,(Y). Так квн паранетр У является непрерцвшall то вшtlшслпть т8кпхt
способон все 9в8ченпя очнкчrr Fr(r)
не ненее, спеlцальМ ЕIд оункцхl

лхнеПность. позволяет задsвOть оункцпп вх gначенвяl|I в точк8t( Iзлоilв п

Teli с8Ёl|н вцчпслять F'r(r) только конечвое чrспо р89.

илr Fr(rО)dr(чО)*Fr*l(уОýrчО) п Tr=1-5r1l, ro

пе предстsвляется воgнопшн. Тех

F ,0 ) . 8 пilевно rх к}rсоqно-
l

для достsточно }l8лцх D0 верно р8венство

Fr(lo * 6) = Fr(rО) + l0 ,

Ленха 2

}=

U

уо+6

уо ,UryОФ

о, еслп Sro > р ,

р + Trol еслв Sro ( р п UО = Io,
plSr, еслrSrс( р r uО(уО,

гд€ О.Р - пр8вче пропз!однше оунt(цхt F r*r(tD, 6r(U)

lFлО{ОýrUО. U=UО.

в тоqках

До кв з е тел ь ство. IЬедстввrrоункtlшFr(r) в впле

F.(y) =0аr( ( бj(ч) + Fr.r(л)), Sru + л s r, 0 s ll s у,
' л!,1Д

П Dtцеппн дв8 случая: UО= уО r UО( уО .

в) Пустъ uo< УО r Fr(ro*6) = 6r(u') . Fr*r(л'). рвссlоттlll облесть

пэнененпя перененншх (Л,U) пеп уЕеJtrченlп УО на 0 (сн. pllc. 1). Фrевшд-

ldлО,чО+6/ýr),

дцлО+frý,rО+0),

с{лОФ,чО),

D{ло,uо).

l
л

у

,u=r0+6

чо уо

лоuлоu
hс. 1 Ршс. 2

но, что точк8 (Л',U') лепт н8 пряноп SrU+Д=rО+O. В сrлу вогнутостп

оуншцхl 6r(U) r Fr*r(ш) точка (л'.U') ве Ецходпт шэ отреэшв ,lC. IЬп

дост8точно хвлшх DO.ункцхI 6r(U) r Fr*r(Л) ношlо счrтвть лпнеRrflЁI н8

Dl п Й, Сунна дrух лшнеltш( о}tнхlцП топе лпнеlнs. Накспнун лхнеlноП

о}rнкцхal достпгается нs грsнпце t хопlо счllт8ть. что (лr,ц'; совпsд8ет

лrбо с точхоП ,l, лшбо с точпоl С. tЬrраценrc F r(U) прп переходе от точ-
квDкточкеСр8вно:

шс = 6r(чО) . Fr*r(лО . 6) _ 6r{чО) _ Fr.r(лО) = сб .

м8логIчно

a
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шl = 6r(чО + d/sr) + Fr+r(лО) - 6r(чО) - Fr*r{лО) = @Sl .

Твкпн обрвэон. есл]l @iplS, m (Лt.Цl) совпадеет с точкоl С r l{I. В

протпвноll слгlsе r=P/Sl,
б) Пусть Uо=rо. в это, сл}rчsе точка ,l легrт lIе пряхоt U{o+6,

точка (л',U') прпввдлвrrт отре9ху Вf, (prc. 2t r

Ш8=6r(rО*6) +Fr*r(лО+Тr0) -G{уО) _Fr*r(лО) =(р+Тrdб. .
| Сл едс тв х е. 0увкцrlFr(r) rхеэтпеболээДточек lзлоllа.

.Qо к в 9 8 тел ь с т в о. Пусть оункцt:6rft) rFr.r(Л) rroT
соответственно П, 

" 
0r*, точек lэлоlis. Буден гоЕорlть. что точк8 tэrole

oyнKtцll Fr(r) является:

- точrоl l9лоtl8 1-го rrпа. еслх дrя преЕоl проrзЕолноl оушпlлI
F r(|,) в этоa тоqпе Еерно р8венство l:{i

- точкоl Iзлоl|а 2-го тппа, еслr l=P + ТrС;

- точtrоl шзлоllа 3-го тrпа. еслr tФlýt.
PBccHoTprH 19х сrуч8я.

а) Пусть УО- точкв п9лоllа 1-го тхпs. Тогда S,c r Р,
FrrrО+0) = 6.,(чО) * Fr*r{лО *Ъ)

п следуDчеt точке п9лоltв Yr соответстDует точк8 iэлонs оункlцl Fr*r(r).
Точка l't поlет бшть точшоl 1-го плr 3-го тrпа. но не ЁоIет бшть точкоt
2-го тшп8, т8к как Уl=УО+6 ) uО+lt.

6) Пусть УО - точка п9ло}l8 2-го тппа. Тогда UО{О. Sra(p r
Fr(ro + 6) = бr(Uo + 6) + Fr*t(лО + Т16).

Точка 11 опредеiя€rгся по тDчван пзлоlrа лrбо оункlцш Gr(U), лпбо оунrцlв
Fr*rU) l ноtет бmь точкоl llgлоlrе 1-го плr 2-го тrпо. ltрlчех переходу

в точку 1-го тшпа соответствует тDчш8 rзrоl|8 оупкlпп 6,(U).
в) Пусть УО - точка п9лоllв 3-го тlпа. Тогдв UО < io. Sro < Р "Fr(rО * 0) = 6r(чО + 0zSr) * Fr*r(лО)

Точкв Yr опредепяется лпбо точвоl l9лох8 оунпцIr 6r(U). лrбо раьэвстьох

Уо+6-Uо*6УSr. (r)

В rrepBoH случsе точка Yt HoleT бцть точпоl I9лой8 1-го rлr 3-го тrпа.
во BTopoll случsе - 2-го тшпв. Опlетrн. что есrп pвHble точt(l l9лоtlа

оунпцпп Fr(r) опээлелялIсь точпаlrl I9лоl|8 оушацlП Fr*r0) r 6r(U), то в

последнен случ8е появляется дополвIтельн8я Totlп8 пэлоll8. опредеrяехая

р8вевствоЁ (l). Убедrхся, что чшсло дополнштельншх точек п9лоЁа пе

ппевосходrт Пr.

Деlствштельно. дополнllтеJtьн8я точка пэлоllа появля€тся прtr пэр€ходе

от точt(Е 3-го тппа к точпе 2-го тппа. Для того, чтобш сновв оп8заться в

точше 3-го тlпs нsдо проПтх чере9 точку 1-го тrпв. s едепать это х9
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точкп 2-го тшп8 Hottlo только проRдя череэ точку шэлоll8 оункцllп G r(0.
Ташшн обраэох, чпсло точек п9лон8 оункцпlt F,U) нс преDосходшт

П, + П, * 0r*t. откудs

0rrИr+а"зhr*И"+0rs .., sИ l
3 в н еч8 н il е. ЕслпSr=Oдля некоторого l, то в услоЕrях лен-

шl 2 велrчшнs l всегда пввна l+P ш дополнштельнце точt(ш llэлоЁ8 не появ-

ляDтся.

Констэуктпвное док8э8тепьстЕо последнего утвер,ценпя поэволяет по-

стропть влгорптrt вшчпсленшя о},нкцхп Fr(V). Мгорштlr cocтottт шэ L пвгов.

нs ка,цоll 19 которшх по yre пзЕестншн оункцпян Fr*r0) п 6r(U) строптса

оункцпя Fr(V). ihг нвчшнвется с построенхя оункtцr 6r(U). Напоннпн, что

6r(U) является э8д8чеП о рsнце с непрершвнцtrп перехенншtlш (U - обьэн

рвнца). точкlt ш9лоti8 .ункцхп 6r(U) оппелеляDтся с трудоеЁкостьп 0(Пr),
а построенпе свноR оункцltl Gr(0, Шё0, тпебует не болеs Щ,пr,lФtr)
оперsцшп. По lзвеспшtl F r*rU) п 6r(U) оункцllя Fr(r) стпоптся э8 лlнеl-
ное вреня 0(Пr*Or.r). ш так кsш для опредеJtенпя Fr(r) веобходпно вшчпс-

лпть все оункцшш Fr(lr),l=t,...,L, то суннsрнsя 1тудоенкость построеншя

F,(У) оченrв8ется веппчuноfi,L
.Е fiпt.IоgПr+ ПJ * 0r*r) 3 0(П.lо9rп + L.П).
J=t

что п доt(89швает теопеху 2. a

4. Построенпе допустlного реоенпя uсходвоп 98дsчш

Пчсть (Х]),tv|,tS| - оптпt|8льное решевше эадsчх LRI(I) п

Еслш Ar(l)=0. т.е. р8венств8 (2) Bepшr лля (х]r), то ({),0?,(х;! -
оптf,налькое р€trенше f,сходноП эsдsчп u Zrrr(?J совпsдs€уг с Za. Дlполне-
нпе условпП (2} оэначвет, что в зад8че Р, отсутствует рsзршв двоПствен-
ностх. Чаце всего. ZLR{\')-JD<Z., но Еелпчхна

6= f,lА.(r') l
teJ J

достOточно l|8л8 ll реrенпе (X?,U?,(X;J) удается достроllть до допустtl-
ного решенпя шсходноП э8д8чll с поliощьD процедур коордшнатного спускs.

IЬп l блпзкпх к l' рsвенства (2) нвпlтаэтся только для некоторшх Je.I, ш

тр}rдоеххость текоп процедурц практшческш ока9чвается оqень шrэкоп.

Обоэначшн чевеэ fl, 8лгорптl|. шспользуDllпR эту процедуру в ходе субгра-
дпентноП оптпllпэацхп п вшбшраDfшП шз полученншх репенuП н8rлуцпее.

БлшэкшR по сlluслу влгорltтtl рsссн8тршв8лся в [5J.
Обоэначltн череэ КД) зsдsчу. которая отлшчвеlся от псходноП тей,

JeJДJ(D = r}ri.,- 
t
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что равенства ( 2) э8Ёененш н8

,Errr.l=l+Ar(l),J€J.
Легко провершть, что оптпй8льное решение зад8чш LRr(Л) является оптш-

}lальнцн ре|ценпем .rr в задsче КА). Мгорптн fl, проснатршв8ет оптrнsльнце

решенпя эвдач КД) прш р8зншх Д п достраltвает пх до допустп}rого решенпя

задsчш Р. Еслп звдачш Р п Р(А) "6лшэкlt" друг х другу, то оптtlнвльное

решенше одноR tlз нпх является хорошRЁ прпблшженшех для другоl.
Мгорltтн fi, пвсснатпив8ет р89лпчшrе наборш (Х]). что. рвзуtrеется,

не г8р8нтпрует полученпя оптll}l8льного набора задsчll Р, Более осторохноl

стрsтегпе0, че}t в 8лгорштне flr, является cxeilв поконпонентного сост8в-

ленIя нвбора (Х]), на Kalцoll tп8ге котороП однs пэ переilенншх Х, полага-

ется равноп t. Ншrе прпводптся четшре пр8вшл8 вшборв тsкоП переilенноП:

1. Полоrшть Xl = |, еслп аr(Л') = mах (8*(l'), 
'cel)2. Опреде-лшть паботу Г. для котороП

,Er'i, = |D8Х ( 

r},;J , JeJ )

ш поло)ппть Xj = t. еслш

,Уt = mах (JLЙ | kel, t" ) 0 ) .

з. полохrtть х, = ', 
еслп ,}i, = mаХ (J!й. kel ) .

4. Полохпть Xt = 1. еслп ноt.tер t нвнболее чOсто вход!л в сост8в

оптпlrального набора (Х;) зsдsчш tRr(Л) Е ходе субгрsдхентноR

оптхнш98цlttl.

lIрввшло 1 нашболее шЕроко пршЁевяется в tlетодех ветвеП ш грsнrц

для эsдsчп разt.tещеншя с ограншqенпяЁш н8 обьенш проп9водствв [6]. Ана-

лог пр8впл8 2 шспольэуется в напболее бшстроu точноlr 8лгорrтне для 98-

д8ч о покрштltш п рвэбшешп [7]. [lрввltло 3 хорошо эsрекоt.rендоввло себя в

простеRщеЯ эsдsче рsзмеценпя прош9водств8.

Обоэнвчltн череэ fl_ влгорптн, llсполь9уIlФl8 Q-e правшло вчбора l де-
лаDщпfi не более К naaoX. Нв кglцон швге вшбrрвется перененнsя XJ ш по-

л8гается рsвноR l. 3втен пропзводнтся корректхровt(s нноlllтепеВ Л8грOнtв

lt к кs,цойу решенш зsдsчп LRr(r) прпненяется алгорпт}l flr. Реэультатох

рабоrш 8лгорштrl8 tо является нsплучшее шз построенюaх допустхЁшt(

решени*.

llршведеншrе влгорltтнш бвэпRуотся нв ре]енпш зsдЕчш LRr(Л), хотя

нетрудно построшть 8н8логшчнце конструкцlllt п для релsксsцrtп LR2(a,Ф,
Обоэначllн через Нс 8н8лог влгорптн8 llD, основsнlп.fi на релаксsцхrt

LR2(P,ul). Понятно, что 8лгорптr fla уже не будет ,неть полхнонllsльноl

трудоенкоетll , но т8к кек ZrrZo, то. прошгршв8я во вреlrенll, он ноJt€rт

ввllгршв8ть в точностR.
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5. Чпсленlшl эшсперхlrент

lDедло:эшlше алгорптхI тестчров8лхсь н8 классе зsдвч следуD!еП

P83tePHocтl!

п = Фl п = flll п, = 5, l=lr... ,L, L = 6.

llсходlпrе дsнlце оорlllровsлIсь детчшкоll случslнш( чrсеJr е р8внонерншtl

р8сtrреде[ешiех. llePerel?l gsдslп вUбхрелrсь ш9 след},Drшх tптер!ело!:
cre[i,Sl , ct,40,105l, Prre[1,5l, c!rt00, y?:2, Srrr0.1.

}lвтпщr (Orrl -п (сrr) шв 3Гl зополlилlсь чtсrоll 106. Расчепr проводi-
лшсь прп ре9ш( эЕаqепIях п8р8ll€уtров К r / lf у f , clr. огранlчевiе
(6)). Результвrч расчепOЕ сЕеденш Е чеп.ре таблпщr. В кstдоt таблlце
содершпся PCeHte д9слтI тестовIх 98д8ч для OlBcxPoEaHHol перI п8рэ_

rrеЕов (К.I).Колонпа (Zy' содерпт энвчэнtе Z" в абсолэтшr Ееlшчпн8х.

Колонка (Z/ пооьоляет судпть о веJtхчIне р8зрrв8 двоlстьэнпостrr в реaа-

енцх эsдstlах. В Hel прхЕедеЕl 9наченпя опlосптельного уrлоненчя
eal|Zc.lШI. В остальшl холоЕвах сод€рrsтся 9начевIя опlосlтвrьного

уrловепlя дlя соотве?ств)rDшх эDрiстхчесшхх 8rгорптllоЕ:
c,lztlzrl).пtl.

Pereвle TBсTDBIx звдач беэ огранfчэнIl (3}.(5} содершт , оптt-
tlgльноr пвборg (Х!) от Б до б вэнулэ!ш( эrехgнтоЕ. объеtш прохэводств8

llвRяDтся от 2 до 11 едrшц, х р89рIв двоlстlенностп Е срешен сост8вля-

ет опоrо fl. от Zn. Евrлучшэ резуrьтsпa по точвостш нs упsзенпцх клас-L
сsх задаq прIвsдJtеlsт влгопrтху fia. lbl реrенrп gsдочr С оптrхальtше
ваборш ({) чвсто повторяDтся. lшсло р8элпчнIх наборов в срэднех ше

llрgDосходlт трех. а в полоЕIне случsев Tsкol набор едпнстЕенюil. llцте-
ресво отl€угIтъ. что прI р€aенIх 9sдsчх D ваблэдается coв€pleвHo другая

Твблrцэ 1. U=lФ0 Кз30

ll

gБ.5
ý7.2
989.6
g21.3

952.9
s9.,
g27,6

s2.9
g74.4

уl.э

g7.7

$.6
s.9
99.2
9ý.9
g7.2

95.1
s.,
95.3
98.3

1
llз

1.1

1.2
1.1

1.4
t.5
7.3

llll2llc ,lDZc ZDll

t

2
3
4

5

6

7

8
9

у

0.0
0.0
0.,
0,2
0.1
0.0
0.1
0.,
0.1
0.2

z2
3.1
0.1
0.2
3.3
z1
t.1
4.3
zб
1.7

0.0
0.0
0.1
0.2
4.0
0,7
3.0
0.7
0.4
4.0

0.0
0.0
0.1
0.2
0.1
0,7
1.1

4.9
,.5
5.9

0.0
0.0
0.1
0.2

0,0
0.0
0.,
0.2
0.4
0.7
1.1

,.8
,.5
0.2

средпее $.9

t
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KapTllHв. llэ HHorecTBa l вчде,ляется группs Holrepoв (от 10 до 15 аленев-

тов) с прхtrерно равнцtrш энsченпяхr ar(l). к которЕЁ эврпстпп, fi прпне-

няDт прsrплв вчбора. Оtтпхальrше нвОопч (Х]) почтп не no"*J-r"" 
"

нахлучrее решенпе эвр!стпкп Но редко соЕпsдsет с нвборох воlrеров,

вшбрgнlпlн по Q-Hy правtlлу. .[ругшнп словgllп, рекордвоэ зн8чепIе шsходrт-

ся алгорштноll н8 проt{е,rуточнон !8ге с поноФD ппоцедупш flr. Мгорхтlоf
llo в спедпеtr дsDт небольrое уклоненше от оптпtrуlrв на зsдsчsх. где оба

llлп одно п9 огр8ншченшi (3),(5) яьляэтся несуlественнц}lш (табл. 1-3).

}lr одна пз зврlrстrк llo ве является доrrrнхр}rDчэl п все онп trог},т сrльно

ошшбgться, хогдв огрsншqенпя (3).(5) одноврененно являDтея "tecTкrнx"
(твбл. 4). Ташоt кл8сс з8д8ч является нашболее трудпшll дtя дsвншх эв-
ршстшк rt на ней целесообрвэно шспольэоввть конбпнsцш sлгорIтхов ll, п

ila. Обозввчпll через flr. влгопптх. рвботвэfirl по след)rDtqt cxele:
1. Решть зsд8чу 0 н определпть нноIество

lc = {t.l l ar(ll)+e э nш(ak(l'), lcell} .

2. Респть звдвчу С нв ннопестве l
пост?оешшя допустIхого р€!енпя.

е. шсполь9уя 8лгорптн Н, мя

Мгорtlтн flr. нв перЕоЁ 18ге оорнlрует }tнolecтBo ноlrеров, с которч-

нш работвэт эврпстшкп fl в па второн 18ге вхесто llр8вrtл BrSopB хсполь-

зует релsксвцвэ [R2 оп"Опо"r"о"нlя наборе (Х]). Такая кохбпнвцltя pe,reк-

сsцхl по9воляет шспользоЕать достопнствэ обошх подходоЕ l сглапвает Iх
недостаткll. Ilрш C=0.0t,Z, влгояtlтll flr, п;еет те пе результ8пl по точно-

cтrr. что ш 8лгорштlr fla п тэатrт в среднеlr около lrrш},"гш нs pereнxe одноa

тестовоп зsдsчll, Среднее вреня рsбопl 8лгорrтна llo составляет 40-60

секунд, 8лгорхтхв Н, - Z-З йхнупl вв lBll РСVТ-ЗВа
Таблшца2. f=5 К=30

нс llD ll ilz .a
ll,{ зZc ZDt{

т
Z

3

4

5

6

7

8
9

у

989.4
947. l
9и.8
93r.8
973.8
939.4
975.5

$z2
932.5

s9.9

96.8
98.9
96.3
97.6
96.7
ý.2
96.8
96. ,
95.5

s.0

0.,
0.3
0.3
2.1

1.2
1.4
,.5
,.0
2.5
0.6

0.1
8.6
7.0

8.4
5.2
1.4
3.7
4.4
2.6

6.9

0.1
0.3
0.з
1.1

4.2
1.4
2.7
2.1

2.6

0.6

0.1

0.3
0.6
1.1

1.2
1.4
2.7
6.0
4,6
0.6

0.1
0.3
0.3
1.1

1.2
1.4
3.7
4.0
5.6
4.8

0.1

0.3
0.з
1.1

1.2
1.4
2.6
zl
5.6

4.8

среднее sэ ,J ,.8 2.2 2.0

t
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Таблшца 3. f=1000 К=3

нс HDZc ZDш

,
2

3
4

5

6

7

8

9

:

,lн
з

нс llDZc ZDt{ ltz

I

2

3
4

5

6

7

8
9

у

0.0

95.3
8.2
97.1

95.6
91.7

94.0
95.2

91.7

93.5
9з.4

0.0
0.0
0.0
0.4
0.1

0.,
0.7
0.0
0.0
0.0

0.0
0.0
0.0
0.4
9.6
1.8
3.0
7.6
4.4
7.1

ll

6.3
0.0
0.0
0.4
2.9
0,2
3.0
4.2
2.3
3.3

0.0
3.2
8.9
0.4
0.1

1.8
6.4
2,0
6.9
5.4

0.0
0.0
7.2
1,6
3.5
0.2
3.0
,.3
2.3
з.7

0.0
0.0
0.0
0,4
3.5
1.8
0.7
0.7
2.3
3.7

,{,{н
aзt

,0,3.0
l074,2
10l1.0

988.0

,06,.8
,050.9
97z0

ll42,9
10l4.3
1072.8

срйГсе --l[l пт- з.4

Твблпца 4 f =7 К=3

н
a

1075.3

,05r.3
l0B.9
а94.,

l156.2
,0r4.5
97r.5

1075.2

,09.8
10з5.7

94.3
94.5
96. ,
96.4
9r.9
95.3
96. ,

9r.6
gz7
98.3

0.,
0.1

0.8
,.9
0.4
0.1

3.2
t.2
0.7

0.0
,5. ,

0.1

0.8
6.7
5.,
3.9

14.2

24.8
27.5

0.0
5.0
0.3
0.8
7.7

5.,
3.9
l5.7
5.9

27.5

0.0
0.1
0.3
0.8
5.1

7,2

3.9
14.2

4.2
lz7

6.2
0.,
0,1

16.4

2.0
3.3
3.9
6.5

14.3

27,5

0.0
0.1

0.1

0.8
6.7
3.3
3.9

t0.1
,9.0
27.5

среднее 94.7 0.8 9.8

Поступплв ред. -п9д. отдел

25 нарта 1992 г.
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