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о рЕмllзуЕ}lости взвЕшЕнншх грдOов

с змАJ{нцни вЕсд{и вЕршlпн

С. П.1.1вкеев

Введенше

Вопрос о реалпэвцпп вэвешенного граоа cocтollт в следуDцеrrl суцест-
ByDT лll неотрllцательнше веса Rебеп данного граоа с эад8нншнш весанн

вершин и т8кше. что вес к8IцоR вершIнш рsвен суйЁе весов шнцидентншх еR

ребер? ПодобшrП вопрос для грsоов гаэ.тllчноП структурш воэншкsет в ряде

прllкладншх задsч тр8нспортного тшпв (эsд8че о поставщиках ш потребште-

лях) [1]. электршческшх сетях [2], в теоршll коноликтов [3]. В [1] этот
вопрос решен для двудольнr.х граоов, в t2.4] - для полЕцх. В нвстояцеfi

работе, исходя пэ целеR 8нsлt|за нодели конолtlктов [3]. sвдачв р8ссн8т-

ршв8ется для пропэвольншх граlюв ш в более общеfi нногоrlерноп постанов_

ке: вектор весов верilин грао8 следует представllть в впде вэвешенвоR

су}tйш коtlпонент несt(олькшх векторов, каlцлfi пэ которшх долJкен бчть рев-

лшзуен однlll.t ш тен пе граооll.

РасснатрпваDтся свяэнllе граоtl G=,(,хrU) с ннопествон вершшн X=ll12,

... ,П} ш ilножествон ребер U. В однонерноft эадаче о реsлнэуеilостш кs)ilдsя

вершшн8 l шнеет вес lr>0.

Опр еделен и е 1. Вектор весов l=(lrr...rlл) реsлпэуен

граооll б (6-реалпзуен). еслш можно вшбрать такпе Ееса ErJ ребер (l,J),
rlTo

а =} ld(, ( l,J)eU,iJ ,i,Е 8lJ'0 ,
JеГi

гле Гr={Jl(l,J)еU}.
Нноrество весов 8r, ребер грвоа б обоэначltн чепеэ Ё(аrrl(IrJ)еU}.

Грао б с эsданнr.йш BecаHll ребер / буден обозн8ч8ть через 6(/). g череэ

G(D*=(X,IJ(il*) , подгрsо грвоо 6(/), содерпsщпп только его полопптеJtь-

нше ребра U(/)*={(t,J)eUlar;O}. весон вершпнш l в граое 6(/) наэшвает-

ся велшчllн8 Zr(il=.E_ 
',,. 

Нобор / буден назчвать l-ревлшэsцше0, еслш. J.Гj .u

вшполняDтся пршведеннше вtше соотшошевия. Пусть 98дане нsтрпца

С=(Сrд)п,.д с полоJ{rlтельнцrlп элеЁентsнlt. Сшстену Еекторов (ll,Л2,... ,lT
н89овех С-рвэбпеншен Еектор8 l, еслш
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D
Е с,

k=l 'Д = rг If ' 0 , rk = rr{,rl,... ,^I) , tаy, ,Gl,... ,п
Оп р едел е н п е 2. Вектор весовlреsлпэуех пвроr(6rС)

((6rС)-реgлшзуен), еслп с}цествует такое его С-рвэбшенпе

{lrrl2r... ,l"}, в которон 6-пеалшэуен хаlдлl пэ векторов lt, Ьrr... ,П
Ilри 0Ft понятЕя 6- ш (6rс)-реsлпзуеIостш совп8д8Dт. IЬедполоrеншя

о сЕяэностп грgов б ш полоште.пьностr элеuецтов llвTprt$t С сделsшr для

псклDченtlя дост8точно проспlх особенностеfi.

Будех обоэн8ч8ть череэ Д(Y)= Е Дl " Гrdr(ГJ,lсY) суrlапlшп
i€r '

хвоIеств8 вершпн Yd( п rtноrество верtпн, сЁеtншх с верlшнвнш lэ У.

неэ8вшспйого }tнor(ecтBa вершшн Y по опредеrенпD [5J ш;еех ГrПY=O.

х(ество всеN не9авхсtlнцх подllноrgств вершшн грвоа б обознвчll церез

1. Условшя 6-Rевлпэуехостш

В граое G(il с пропэЕольнцuп неотрrц8тельншllll Becаtltr ребер вшrол-

няется неравенство

Е z,(il =J€У' l еI JеГ, lJ

вес

Нно-
Дя

sc.

Е Еа s[ Еа
JеГ, lеГ, ,, = ,!!rr"'

У. Еслr / являетсядля лрбого rно)fiестЕв веэввltспtiцх верtlпн

l-реалшэвцltеп, то z 
r( il=lъ, ш, следов8тельно, спр8ведлf,вш нер8вевстЕе

I(Y) s кГr), Ydо. (lt

Твкшн обраэоlitr получ8ем след},Dцее необходпное условхе 6-пеалrэуеностш.

Л е н н в 1. Еелш вектор Д пеалшзуен грвооtl 6, то пхерт хесто

неравенства ( 1).

Оквзшвается, услов!lя ( 1) являDтся ш достаточншнll для

6-пеалшэуеностш вектора L Чтобц в этох убедшться, определшЁ несшолько

процессоЕ преобразованпя весов ребер граов 6(/). Полученнче вес0 снов8,

к8к правшло, будем обоэначать череэ /. Все вводшюrе процессш пяеобгвзу-

DT однll реl!еншя спстенш

Sl, ld(, Jdl , l2llj t'

в другше, удовлетворяDцше определенншll cвolcтa8н.

Вепшшну t в грsовх G(П п G(D+ буден н8эtвать белоП. еслЕ

Z{il<Xl, п черноR, в протllвнон случае. Подграош, содерlrацrtе Только

чернче верJшнll, буден нвэшв8ть черншнll.

tlроцесс (+o). Пусть / - произвольное реоенше спстенш (2). Еслlt

(1,1C)eU и l, k - 6елше вершшнц геаоа 6(z|), то, эвненltв 8rk ". эначенше

ark: =аi&qПrП(Лr-Z{l),7ъу,Zу( il), получllн решенше спстешl (2). прш кото-

рон хотя бв однв шэ верDrн l. k ствнет чoрноfi. [lрrrненшв этот процесс не

Еа
J€Гi

8lJ'0,
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Оолее |U| рsэ, получпн ре!ешiе rl сrстешr (2). удовлетворяDrlее условllD:

HHorecTBo Y бешх Beprrn гр8a8 6(rl) является lнolecтEolr не9авпсr}tцх
о

BeP]rll.

PaccloTprH clcтetry cooтHoleнn'
zr(il з lr, leYoi Zr(il = lr, lеХ\Yо; ElJ.0, (l,J)eU. (з)

OrB сов;естн8, поспольку el удовлетворшт веса /, полученнше Е резуль-

твте (+q)-процессs (&пя Hrx нерввенстDs Z{Dзл"l, lеYо, rшолняDтся к8к

строгпе}. Следуэце T?r процесс8 поэволяDт получsть другпе ее реaенiя.

llроцесс (+Оr-Оr+О) увеJtхчеRвя Еесs дв}rх беlrшr BeprrH. Пусть Е гра-
ое G(il хеrду двуliя беrшrп верппн8нп lo l Jo с}цестDует нечетнея цепь

Р (rнеоlвя нечетвое qrсло реберl. чеmпrе ребра потороl (счrтвя от mбоl
пэ беш вершн) полоп?ельпI. Буды н89шЕ8ть таtrхе цепп особшrl п обо-

эн8ч8ть здесь х д8л€е чере9 dP) нrнш;вльнrfi п9 весов Iх четншх ребер.

Полопн

о = mrп(Лrо- zlo(П, \!о- z1o(il, d,P))

п переlдеlr от гр8о8 Ыil в гпаоу 6(I') с весslrr l'=laill(l,J)dJ}, где
f
| 'r.l, еслп ( l,J) е Р,

ail = l 8rJ. о, еслп (r,J) - нечетное ребро цепп Р,

I ar.l - о, еслп (lrJ) - четное ребро цепп Р.

Нетрудно вхдегь, qто в гр8ое 6(rl') вшолняDтся р8вепств8

z{l') = zr(П , l#lo,Jo ,

Zro(l') = zlо(Л) + а , zjo(l') = Zr(l) + а ,

п лпбо хотя бш однs ,з ьершн to. Jo ет8л8 черноl, лпбо хотя бш одно пэ

четнчх ребер цепш Р стало нулевчх (лпбо п Tot п другое). В lшбо; случsе

вес8 р8ссll8трпввехцх белцх верпн BoзpвcTaDT. Схена процесса поt(898н8

rr8 plc. 1в.
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Prc. 1. Схешr процессов: в) (+{r-оr+o); 6).в),rl (+h)i д) (+or-o).

IЬоцесс (+2d увелrченхя вес8 одноfi беrоl вершпнш. Пусть в гяаое
6(/) слествует белвя вершнs lo r достrrшrш]t rэ пе€ по Heкoтopol цеп,

+о+о

,
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Р нечетнцR черЕlfi щrкл К (содерхвцltП только чернше вершпнч) т8кIе. что

вцполняется условше: четнче пебпв цепш Р (еслш онп есть} r цrrклв К,

счпт8я от вершпнц lo, являотся поло,iлтельнцttш. Твкуэ сптувцш н89овен

особоfi. Обоэнвчпх череэ dK) Ёинrrн8льшlП пз ввсов четншх ребер щtклв К
Положrн

о = mlп (d,P)/2, dK), lt - Zl (il)оо
ll рассЁотрпй гр8о G(l') с вес8х!

[ ', ,, еслп ( l,J)ЁfuK,

| 'rl 
* И, еслп (t,J) нечетное ребро цепш Р,

ail = { ar'J - И, еслl (l,J) четное ребро цепп Р,

I 'r, 
- О, еслш (lrJ) четное ребро цrклв К,

['r; 'о, еслп (l,J) нечетное ребро цltхлв К
Очевшдно, все вес8 it!, неотпuшатепьнц, вцполняDтся р8венств8

z{l') = ii(il, l*lo, zl(l') = Z, (il + И,
о 'о

ш лrrбо верtхн8 lo стала черноП, лшбо хотя бч одно шз четнцх ребер Р п К

стsло вулевшх (лшбо п то, ll другое). Схеuа этого процессs для трех воз-

lilolншx случsев достшrtп}lостш К шз lo поквsана н8 рпс. 1б, в, г.

IIроцесс (+qr-О) "лнквшдацlп" четшlх полоIптеJtьнtrх цхклов. Пусть К

четнц]п цtlкл граоs G(il с полопtrтельЕlхш пебRанп, Сto(Ю нf,ншхвльЕ.П Еэ

весов его нечетнчх ребев, последоЕ8тельно 98куttероп8ннцх, начшн8я с

проltзвольного ребRа, п веса /' определgотся вшр8lенпеri

( Л, ,, еслш ( l,J)Д,

'i; = { 'r] 
* о, еслш (l,J) четное ребро цякла К,

I aiJ О, еслп (l,J) нечетное ребро цltкла К.

Тогда в гр8ое G(Fi все ребрв веотрпцsтельнц, спрsведtхвш раЕенстъ8

Zr(l')=Zr(l), 
'€Х, 

Е хотя бц одво пебRо цшlслв К является нулевшrr (пlс.

Ц). Переобоэн8чllв /' через /, повтоRltн этот процесс. Поскольку нулевше

ребрв в неЁ не уч8ствуDт, то 98 конечное чпсло lп8гов он поэволяет лlк-
вшдшров8ть в гр8ое 6(/) все четк.е положштельнце цшклr..

ltз опшсанrrя процессов следует, что еслп онх llрпrtеняDтся к грsоу

6(rl), веса ребер которого удовлетворяDт (3), то новче вес8 ребер TaKre

удовлетворяэт (З).

Тео р е н в 1. Вектор lпевлшэуен грв.оtlб тогдв lt только

тогда, когд8 пtrеDт riecтo нер8венства ( 1).

До к а э 8 тел ь с тв о. Необходшtrость уст8новлена в ле;не 1,

докsпен дост8точность. Пусть / peteнf,e спстенц (2), получsеlrое с по-

rrоцьп (+o)-процессs из н8ч8льного нулевого ре.енхя. Еслш в грвое 6(/)
нет белшх верЕхн, то это оэнач8ет 6-пеалшэуеность L Пусть онш есть u

обпазупт хноJIество Yо, пэшчен, к8к ук8зшвsлось, YoeSo Обозначrrх череэ

/' реоенше зsд8чх лuвеяного tlрогрвннrtровoнllя
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Е Z,(l)= Е Е 8., 
-lDаx 

(4)
ldo ' IеIо Jег, 'J /е(3)

Похаlе;, qто на рflенIп /' неравенстзо Zr(l')SIr, lеYо, ш9 сшстейц
(3) обэвцаптся в pаBeEcTDв, что х з8верt т докsз8теJtьство теоэеrш. .[о-
пустll}l, что нешоторве пз Ilрхведеннцх неравенств строгllе н8 rlнопестве

вершпн YsУл. С поноФп (+qr-О)-процесса ll9 /' получпн новое решенпе rо
эвдвчп (4), которое удовлетворяет двун условпян: в гр8ое 6(r) отсут-
cTE},DT qетнце положхтепьнше цхклц; Y - ннопество бе;шl вершн 6(/).
Подграо 6(rl)+ HoreT пЁ€угь ряд коltпонент свя9ностu одвого ш9 трех тшпов:

в) содерlsцlх беше вершшюr; 6) черншх дегевьев; в) черЕlх гр8оов с

цлклsЁп (ко;понент тшпа 6) п в) нопет не бцть).
Рассноттпн конпоненlу бо=(ХоrUо) тшпа а). Убедпнся, что бо - дере-

во. Чепшl цrклов в бо нет; допустпll, что есть нечепшП цrкл К Еслш он

содершlт ровно одну белlm веRшпну, то процесс (+И), кOк уквэsно нв

рвс. 1г, увелпчrт ее вес, что протпворечIт оптшнальностх / в эвдаче
(4). Еслr в нен неlсколько белшх вершн, то шз его нечетностп следует,

что с)цеств)tDт две пэ нпх, соедпненпше нечетноl цепьD. Ilоэтону процесс
(+оr-qr+о) увелпчпв8ет !х Еес, что енов8 протllворечпт оптпн8льностr /.
Нвконец, еслп белчх Beptrн в неlt нет, то он достпшlt Е гр8ое бо из бе-
лоl верrшюl, поэтойу процесс (+2Ц) прпводшт к протrворечпD (ршс.16, в).

llTaK, rюбая понпонент8 бо тппа а) - дерево. 0пксппуен в н€Ё ttроllз-

ЕольнуD белр вепшtпу lo ш обоэначпн чепеэ Х| подlrножество т8кпх его

вер!пв, t(оторше достппшllц пэ to по четншti цепян (to входrт в Х; ).

Пусть ХiХ"\Ч;. Дерево бо предстsЕпх в впде двудольного гр8оа

бо{Х;UХ;rUо) твк, что ребра (r,J)dro соедшняDт Еершfнц р8энш,( долеп Х;

" 
Х;. Нетрудпо покаэ8ть, псполь9уя (+сr-Сr+f,)-процесс, что все белше

вершш. дерева бо входят в долD Х|. Покв,rен, что Х| - нножество неэ8вн-

спllшх вершпн грвов 6. Пусть 
',Jd(:. 

Еслн l п J - беше верппнч, то

(l,J)eU в сшлу (+С)-процессв. Пусть l п J чепlше Еер!rrнч, Р цепь в де-
певе бо, шх соедпняDцsя. Дополншн цепь Р реброн (lrJ) ш pвccllolтпlr по-

лученюd цrкл К Фl является неqетЕlll. Еслн К содер)шт одну белуэ вер-

шну, то процесс (+2О) увелпчпв8ет ее вес, если несколько, то процесс
(+оr-оr+о), еслш белшс вершн в нен нет, то он достtltllн шз балоl вершп-

ш tлеYl п процесс (+2П) увеllшчпвает ее вес (рпс. 2еr 6, п в соответ-оо
ственно). Во всех случsях это протпЕоречпт оптпl|вльностп / в эвдвче
(4). Случаfi, когда однs пэ вершшн l и J Оелвя, 8 другsя черная, рас-

сн8трпв8ется 8н8логпчно. TsKHl| обраэон. Х] - llножество неэвв]lсItrшх вер-

шн грвоо 6.

Буден счштвть, что в лDбоR конпоненте Су=(УФХ&,Uу) тшпа в) белше

вершпнц н8ходятся в первоя лоле $ Лес, состояцшп шэ белцх конпонент

тшпв а), предст8Е}lн в вшде дЕудольного гпаов 6r=(X}UXfi,Ur), где Х;dЩ},
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+о

.tI-о

+q

, J J

в) 6)

о +|g +|а

а)

hс. 2. К доквзательстЕу незавпспllостп хпоrествв Xf,

цАJхi r обьедrвенпе берется по Есех кохпоневтаlr бп тшпа а). Днвлогпч-

но предrдlaцэllу пок8эцЕ8€упсл, что ц iнопесl.во веэавпсIlUх верIIн

+о

грвоа б (п rротrворечm прхводrт (+or.or+u )-процесс).
Кохпоневпl тппа 6) ташrэ будэх прэдстевrять в вIде дЕудольвш( грs_

оов 6r{XjуlXfirur). Допустr;, что средI Е€ршп 6, слестьlот ехеIпче к

вер!пн8l| Х| в гпвое 6. Беэ огрвнпсэвrя обцостх пол8гаэlr. что т8кI9
BepltHH нsходятся а лоле Х}

3 lo е Ц, Jo eXzrz (lo,Jo) е U. (5l

Покаlен, что фЦ - iноIестЕо незевпспrlчх вершн в грвое 6.

Достаточно р8сснотрgь случаl, погла tф, Jdф Еслш (l,J)eU, то обо-

9начпll череэ S r t беше Bepfltпt, пэ кёторшх Е лесе 6, достшшlш Beptr-
пr l п to соответственно, l пусть P=(P"rr(lrJ),PJJo,(Jorro),Pro, ) -
цепь в геgое 6(rl), соедшняDisя S п t: Ps, - цепь (четная} в лесе 6, ,

соедшняDцдя 
' " ', 

Р,,о - цепь (нечетная) в дер€ве 6r, соедrняшея J

цепь (четнвя), соедrRяэfsя в llвсе 6, вепшшr lo r t.cJorPt t
о

Ташпн обрвэон, Р - нечетнsя цепь lrеrду белшlr Eeplxввtll S r t (шп не-
чеflопl цхкл, вслr S=t) r, паr Rgрудво впдGугь, процэсс (+Cr-Cr+o) {плп
(+И)l прIводпт к протхворечпо. СледовoтеJtьно, (lrJ)Cl!, 

" фх; - нно-
Iество шеэsвпспllшх Beptlн (oTxeTl;, что еслп дrя коrпопентrr 6, не вI-
полняется (5l, то дsrе Iвоrество Х| xoleт не бшть неэавпсшхшн).

Обьедlrншн лес 6, r дерево 6, в лву,лольlшt грsо с доляtll X|UX} п

фХi " полученЕlп лес п€реобо9нsчпн чеэеэ 6a Ребро (rorJo), опредепя-

еное (6), буден н8зцввть прхсоедхЕепншх к лесу6, Кешая ьеяrшна пз Х}

достхпнs в лесе 6, с ппшсоедlшепншн реброн п9 бeJtot Beplxншt прпчеri

эслt в cooтBeтlcтB},Dlel цепх €стъ прuсоедtнэнное эебэо, то оно явля€тся

нечетнцll (счптая от белоa верrrш). IЬодолшх, еслI это воэllопlо, про-

цесс обьедrненпя леса 6" с конпон€нт8lll тшпа 6). IЬоцесс 98кончптся н8

,
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некоторон шаге, после которого лес 6, по построенио будет облвдать сле-

дуDщинll cвoncтBatlп: Х| - нножество неэ8вllсllншх вершrrн; к8жд8я вершин8

шэ Х} лостшпrtЁа в лесе 6, с прllсоедшненнш}irt ребрани шэ белоR верtrинtl,

пршче!t еслш в соответствуDцеП цепх есть пршсоедr|неннце ребр8, то они

являDтся нечетн}lйп (счнтвя от белоfi вершшнн); вчполняется вклDченше

Xfs!.ri, 
""n" фГrr, то нвRдутся вершшна tоаЧ} ш вершшнs Jol прriнsдJlе-

)ilацая коипоненте тпп8 в), таNrtе, что (lo,Jo)eU.

Поквпен, что

Х?=Гr|. (6)

Если это неЕерно, то в сrrлу последнего условия нsRдутся указавнше Е Hert

вершшнц Io " Jo. Вершина lo дости,rшнs в дереве 6, с ппшсоедшненншни

ребранш шэ некотороfi белоfi верцuнц, поэтону в граое 6(/) нечетЕrfi qер-

}пrR цпкл тsк)fiе достиr(иЁ нэ тоП ).(е белоп верпшнц ш процесс (+И) прпво-

дпт к протllворечшD.

}lTaK, р8венство (6) спр8ведлиDо, поэтону ннеен следуDФlе

соотношеншя:

(бl (в)
к ЕЕ а Е а =iJtJц) Е

8

ie.v} ,lеГ.*; j.xi

Е Еа
2

lJ
(гl
=fu( х;,)

'€{ т
(д)

= КГrr)
J€х lе,\т

(эдесь (в) следует пэ неэ8вшспноетп нножества Х|, содепжвщего белше

вершпнtl, (6} - шз (6), (в) - шэ cтpyкTypш грsоs G(Л*, lг) - по опреде-

ленпD, (д} - Rз (6) ). Такин обпазон, кхр)л(Г#l), что протRворечит
( 1). Теорена докs98на. a

Пз условttl ( 1) следlот реэультатш о реали9уеностll для двудольншх

[1] lr полншх [2J грвоов. Твк, для полного грвов б этп условшя приншн8-

эт вшд: l,.s Е Л, , 
'€rЧ, 

что соЕпOд8ет с [2].
' _l.X\{t} .l

.l[ля целочlсленншх векторов l суЕествует алгорптй построеншя полу-

целочпсленноR l-ревлшэвцlш ,l (все числа 2а1.; целше) с поrrоцьD конеч-

ного чшсла пагов оппсанншх вшше четшрех процессов. Ilроцесс ({u) строит

целочпсленное решенше / сlrстенч (З), псходя llз нулевого. [lпоцесс
(+о,-оr+o) лшквпдпрует все особце цепп в граое 6(/), 8 процесс (+о,-а)

убшяает в эток гр8ое все четнце полоlительнraе цшклш. Во вреня преобра-

зованlln целочшсленность коl|понент наборв / не наяулается. [lяоцесс (+2а)

лllквllдшрует все особше сштуsцrtш в граое 6(/).
Полученное HHo,iecTBo весов обоэн8чшн череэ ;*=(airl( l,J)eU}. Наэо-

вен тупшковоп схтуsцхD, когд8 в граое 6(l') есть белшЁ вершшнц, но нет

особоfi сliтуацt|и.



О певлшэуеностtl в9Ееленнцх граоов 47

Те о р е ш а 2. Дя цеllочпсленнного вектор8 lопrсвннrrfi влго-

рштн лпбо дsет полуцелочпсленн}tD l-ревлпзацлlэ /', лrбо прпЕодпт ш ту-
пшковоп сllтуsцпш, о9нsч8Dцеп, что вектор l не реалшэуен гваоон 6,

До к s э 8 т ел ь с т в о. Конgчность 8лгорtlтна следует х9

того, что прп вцполненшш процессов (+С), (+И), (+or-Оr+С) вес хотя бц

одноR Еершшнu воэр8ст8ет на 1. Перед начвлоli пршнененrя mоцессв (+2О)

к граоу 6(rl) нноlество rl является целочпсленншн.

Пусть в граое 6(/) хнe.9тся особая сrтуаtlля п lo, Р К соответ-
ствуDцше белsя вершпн8, цепь ш цпкл. обоэначrн обцуэ вершrну цепl Р п

щlкла К чегез Jo. После прlrнененшя процессв (+h) весе ребер цrкла К

ногут бшть полуцелочхсленншнll. Допустпх, что цхкл К в граое 6(/) достr-
)f,шн по особоп цепu 0 т8кхе пз другоп белоR вервшrш. Тогдв пэ cBolcTB

процесс8 (+Оr-Сr+О) следует, что Jo обцая вершпнв р r 0. поэтону прхне_

ненrrе процессв (+2а) к цепх 0 r цrклу К сохрвнпт полуцепочlсленность

весов ребер: новше веса ребер цепш 0 будут целшнш, а цrклв К - целшlrп

шлll полуцелшнп.

Пэ опlсвнlя 8лгорllтн8 следу€уг, что вес8 шэ tlноrаетвв ,l полуцеllо-

чпсленнш, удоЕлетворяDт сшстеtrе (3}, п к грsоу 6(/ ) нельзя прпiенпть
Htl одно иэ пробраэованш' (+Оr.-О.ru ), (+or-С), (+И). Пхенно это обсто-
ятеJtьство ltспольэовелось прп док8з8тельстЕе Teoperfl 1, что по9воля9т

дsльнеt]ее докOзатеJtьство э8кончпть по 8н8логltп. Теорех8 док8з8R8. a

В обцен случ8е предлопеншaR 8лгорllтI не сходптся э8 ковечное чIсло

п8гов к l-реалшэацrп. Ilрнведен соответствуDlпП прпйер, псполь9уя шдеD

док898тельстD8 того, что в обqеЁ случsе н9тод поlrеток не д8ет petoнlte

задsчп о ti8ксшt|8льнон потоке [1J.

Последовательность Ео, 8r, 0zr,,, с обцrr членох at=t(Г5-t)t2tt<l

удовлетворяет peKyppeнTнolty урsвненlэ 8r*r= dt_r-Et 
" ""о .Ё Е, сходпт-

lзt
ея к некотороП суЁrtе Т. Грао 6, пэедстввленшП нs рпс. 3. п;еет 14 вер-
EtlH, прп этон вершшнц 1 ш 14 бе.лше.

23

l2 ,3

Prrc. 3. Грао б прпilера неогранrrченностш процесса (+o,-o,+o).

В этон гр8ое вшделпi Tll эебпв Ur{213), U;:(4,5), Ur{6,7) п обоэнgчпх

U'={UrrUarUr}. Полопrrн н8ч8льнче веса ребер р8внцнн следуDцхн

значенпян:
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Е.. = 8о, E.s = 8r, 8", = 0, at!= Л, (l,J)elAU' .

Веса черtшх вершlн определяDтся з8д8ннul|п Eecвltll ребер. Для белшх вер-
lшпн поло)lпltr lr=lr.=9T.

Поквжен, что процqсс (+Or-Cr+o) в этоЁ грsое продолlается неогр8-

ншченно. Возьнен нечетюlR путь P{l, 41 5, ll ,7,6, 12,2, 3, 14) rеr-
ду белшшш ЕершвнsЁll. Очевпдно, dР)За.r=аr. После проведенrя процессs

вшделенtше ребра будут шнеть вес8 а;з=ао-аr=аz, аlrФ, бlr=Er. Веса

ост8льнцх ребер удовлетворяDт Hep8BeHcTB8lt

8tJ - 8, = ait. 8rJ* 8r.
РвсскотрRн ваг Л этого процвсс8. Пусть вшделенюrе ребрв Ui, Ui, Ui ,

т.е. ребрв U{ Uzr Ua, вэяпtе Е определенноlr порядке, пtrеDт веса 8n_rl
ап, 0. Нв следурцен ш8ге, после прпlrененхя процесса (+qr-dr+О) к соот-
ветств},Dqеху путп Р', онш будут пuеть веса 8n_r-8n=6rl*t, 0 п .lln, 8 весв

ост8льншх ребер будут уловлетворять нерsвенстЕsll

arJ - (а1 . r, t ... * 8n), ai..rrj * 6, * E"r,..t бп.
Такшн обраэон, Т(а!r(3Т. Отсода впдно, что процесс (+оr-оr+о) R€ схо-
дштся за ковеqное чпсло ]8гов.

OrrcaTb структуру t|вогогрsннп*" Ь(ОrП|U| 
"""* 

l-реалшзвцrп ве

удается. Отнетшн пвботу [6], в котороП опЕсан8 структурs нноtестве сшlr-

хетрпчншх бrсmхастпчe.скхх }l8трхц (грао б полlоls r trr=lr=...=ln=l).
След}оlде две ленltц пок8эflв8Dт, кOк пэ проll0вольное l-реалпэвtlхх полу-

чшть Beplxнy Ёногогр8внпка 0. х дsDт новое докsзsте.льство суцестЕоЕsнхя
полуцепочIсленнцх реiенпl.

Буден квэшвать гр8о rrредеrьншн, еслп кslдsя его ко}|понентs связ-
ностп лпбо является дереiЬон, лшбо содегrшт едпнственнчп печетЕfr цпкл.

Л е н н в 2, Пусть l проп9вольgшп G-RевлшэуенIя вектор. Тогдв

слестЕуЕт токвя l-ревлшзstlFя Ё(arrl(lrJ)dr}, для котороп грао 6(rl)*
является пDедельншн.

До к s з 8 тел ь с тD о. Споноцьо процесеs (+Оr.О) для про-

пэвольноП ревлпэsцхl / хоrно добпться, чтобш в граое 6(rl)+ отсутствоЕs-
лш четнше цпкш. Еслп в некотороП ко}lпоненте свяэностf, есть двs нечет_

ншх цхкла К, п Кr, то он! не пхеDт обцпх верппн п поэтоtlу нsПдется сое-

дшняDцlsя пх цепь Р. IDпхеншх процесс ( +Ur-O) к эsltкнутону l|splpyтy
K{P,Kt,P,Kr) (ппс. 4) прп сЕПrП(dК1),d,К2),d,illD (ребрв пуrlеруеlr

+u -ср
+|g-2а ,

+о

Pllc,

последоввте.пьпо,

4. Схенв процвссs (+Сr-С) для нврпуте К.

начхв8я от Bepfxнll tol обцеп для Р ш Кr). Полученное
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riнo)fiecтBo весов снова обознвчшх череэ /. В 6(/)+ теперь лпбо отсутству-
ет хотя бш одшн хэ rцклов К, ш Кr, лшбо онп н8!(одятся в раэншх коllпо-

невт8х свяэностш. [lродолжая процессr убеlцвехся в спрsведлпвост! леtкU.

Нвзовен l-ревлшзвцrо / ппедельноfi, еслI дJtя нее грао 6(/)+ являет-

ся преде.льнцн.

Сл едс тв п е 1. ЛDбsя вершшнв /нногогранншN8 0является
предельноп l-пеалпзвцшеп.

До к а э а тел ь с т в о. .[опустпн протIвное. Пусть веэшнв i
не яЕляется предельноП l-ревлlэацшеR. Тогда в граое 6(rl)* с)цеств},ет

четшlе цпкл llлtl два нечетншх, соедUненнцх цепьD. В лэбон слуq8еt прпхе-
няя процесс (+аr-С) прх достаточно }t8лон СFОо>0 п СF-Оо(0, получпil две
l-пеалпэвцrr" l'={aiJ| 

" l"=laiil_TвKlre, что arr=(Ej fai?lz, Это про-
тшворечхт условш, что / вершна О

Л е н н а 3. Пусть / п i' две пропзвольнше Д-ревлlэвцхl, дла

которшх G(il+4(l')*. тогдв Fl', т,е. аrr=а!r, (r,J)€lr.
До к а з 8 тел ь с тв о. Пусть /предельЕ8яД-ревлrэацrя r

бо=(ХоrUо) ко}lпонентs сsя9ностп грвоа 6(/)+. Еслr бо деэево, то Ееса

его ребер опредеJtяDтся однозначно с поЁо!ьD следущего проц€ссs lсклD-
ченвя вшсяrlпN вершшн:

- для вl|сячеП вершнш ld(о вес ребрg (l,J)cUo эавев 6rr=lr;
- вес8 ост8льнllх ребер определяDтся дереЕон бiэ6-1 с весаtlп вершн

Л;=Х*, еслш t(rJ, ш ri=r;rr, еслш lt=J, l(d(oVr}.

Еслш бо содерIпт нечепшП цпкл K{l{l2r,..rtkrtr), то п8 некото-

роЁ trаге псклDченrrя вшсячпх верошн ггао 6| будет совпадsть с К п тогдв,
как нетрудно вшдеть, вес8 всех его ребер одноэн8чно определпDтся с
по}rоцьD цлхлшческоfi перест8новкп lrндексов пз р8венстЕв для весв Rебга
( l*, l ,):

'r*r, ='^r, 
^r.* 

" '- 
^r*_, 

+ \l.)lz'

Следоввтшьно, структура гр8a8 6(/)+ одrrозц8чно опредеJtяет предельнуD

l-пеалшэацпо. Ленtrв доt(sзанs. a

Следствпе 2. Еслlгрвоб является предельнцr, то

Д-ревлшзацttя, еслш онs суцествует, едпнственн8.

Сл ед с т в п е 3. Пусть / предеJrьнвя l-реалrэвцrя х гр8о
6(/)* является подгрsеой не!(оторого предельного гр8о8 6'{XrU'). Тог-

дs в ектор l яевлшэуен гр8оон 6' ш соответствуDlsя реалпэ8tця

/'совпадвет с /. В ч8стностп, 
'ilф, 

( l,J)dr'\U(r)t.
Доквз 8 тель ство. Непосредственновпдно, что/являет-

ся 6'-певлшэацlеR. С другоп сторонц, С' шlr€€т едIнствевш},D

l-веалшэвцrэ, что ll док89шЕает следствхе.
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Сл едс т в ш е 4, [lредельная l-ревлиэвцltя является вераIноR

нногогрвнншка о
.[о к а э а тель с тво. Пусть это неверно. Тогдв для некото-

роR предельноП l-ревлпэвцltш / нsRдутся две отлпчкше от нее l-ревлпзацши

l'={aiJ|, l"={a'ii| т8кrе, что вrr=( 8i j+e';|l2, Еслl хотя бч одна ltз

l-ревлшэвцшП l' п l" не является предельноП, то п il не является пре-

дельноП. Следовательно, l'ш /" предельшrе. Твк к8к гр8о G(l')'яЕляет-
ся подгр8оо1t гр8э8 G(il*, то по следствшэ 3 инееrl /=/'. lЬотшворечпе

дока9швает следствше.

С л е,д с т в ш е 5. }lHoxecTBo верiшн,lногогрвннtlкg 0 ш tlно-

,iecTвo предельнчх l-ревлшэацtlR совпадаDт.

Д о к в з 8 т е л ь с т в о внтехает пэ следствшl l ш 4.

Следств ш е 6. Для целочшсленншх6-пеалшэуеншх BeKTopoBl

пх предельная I-ревлшзsцля является полуцелочшсленноп, т. е. все вер-

lпшнш }iногогрвнншкs 0 полуцелочltсленнЕе.

2. Условпя (6rС)-реалпэуеностll

По определеншэ (6rС)-реsлшэуеl.Iостъ BeKTops

ч8ет с}rцествов8нше венторов

;e<ar}lr,,J)€lr}, tеr, . rП, весов ребер грвов б TBKltx, что вчполвяDтся

соотноDеншя

llз соотношеншl ( 1l следует, что Ёнопество fi всех 6-реалшзуеншх

вектороЕ Щ является вцпуклцli нногогр8нншЁ Koнycot|. Нвlден его ребра.

Обознаqпн чепеэ Еr, вектор р89нерностr П, конпоненпl которого с ноrlера-

нш l, J рввшl t, Jоствльшrе pBBnr 0. Обознвчшн череэ L конус, нsтяну-

Ttrя нs векторш пз совокупностш Е={Еrrl(t,J)еU},Фrевшдно. вектопш Еr, -
пебэа конусв L.

l Л е н ll 8 4. Спэвведлшво равенство ЁL.
До ш а э 8 тел ь с т в о. Пусть lellr / проugвольная l-реалп-

зация. Тогдв, кsк нетрудно видеть, Д= Е 8,.Е.,.1 т.е. Л€L. Следовв-
l i ,i'le11 "t 

,,t

тельно, llEL.

Пусть lel. Тогда наfiдутся такпе .r r}0, что l= Е ",.,Е,,. Огсо-J' ll-,1у4цlJtJ
дs следует,что /={arrl(lrJ)eU} является l-ревлпэацшеП векторs l, т.е.

lell rr знвчпт LC{. Шэ двух докsэsннчх вклDченпП получsеЁ тпебуехое

раЕешстЕо. a

^*<^1,.

1=(Дt,... ,Дп)е{ ознв-

Л;)4 п 
'rнопеств

n

.Есrл=rK=t
,l ,lE.r'f.l=rf , 'fr'0,
(l,J) е U, k = l,...,0.l еХ,

Огсрдв следует, что liнo)ilecтBo }l" всех (6rС)-реалшзуехшх векторов l€RЛ



является вшпуклшtl tlногогранншн конусон 
" 

R| . Обознвчшн u"r", Ef, ,"*-
тор, полученнчп пэ векторs Еr, заненоа в нен l-fi п J-i конповешт нs сr&

" "Jk соответственно, чепез 
-Е"=tф|(l,J)еU, lFlr... rП} совокупность

такшх векторов I чере9 L" конус, нsтянупaП н8 векторч пз llноrества Е".

Огнетrн. что в обцех случ8е не Есе вехтор8 п9 Е" являптся ребраllш
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конуса Lc.

| Л е н й а 5. Спрвведливо р8венство fi"=L".

До к а з s тел ь с тв о 8н8логllчно док8эательствуленшr4.
Твкпн обрвзон, вектор I пеалшэуех пsроП (6rС) тогдо ш только тог-

дв, когдв lel". Согласно теореЁе о рgэделяDqеП гшперплоскостш вектор l
лежпт вне конусs L" тогдв ll только тогда, хогдв суцествует тsкоП вектор

Нrrr... ,Хл)€RЛ , что вшполняDтся соотноtенlrя:

l,x ( 0, r,rfr. О, (l,J)eU, k=t,...,n.
Учшrчввя, что Х.ЕfДr*Х, i rrXy перепппен эти условпя в следуD!ен

впде:

lx+...+lx<0. cttxl .cjixlz0, l?lt t tti.u, Ёr,... ,, .

}lэ первого нер8венств8 след},ет, что суцествует конпонента Х1(0.

Еслtl нвlдется ече коордпнsт8 Х.;(0, то, учппlвsя предполоf,енше о полоlп-
тельностп элохентоЕ натппlдl С, получ8ен, что ( l ,J)eU. Поэтоху еслш Y

кножество отрпцsтельншх конпонент вектоRа Х, удовлетворяDцего спстеtrе
(7), то Y - нножество HeзаEllclltlux вэршн граоа 6. Переобознвчшв (-Х1 )

череэ Х, для lеY п 98нетпв, что в (7) нопlо полошть Хr{ для

l€l\(УUГr), получаех, что сшстеll8 (7) coBrecTнa тогдs ш только тогда,

когдs для некоторого неэgвtlсllЁого Ёно)iестЕ8 в€рtшн Y совнестнв clcтeliа

,Еr^r', iEr^* , 'J " 
(c 

rrlc щ)хt , lеY, Jdi, h',", ,п ,

(Боэначшв

у, = lixj, all = (Х/^|.м<(сlУсу, lFt,...,п),
убеlцаенся в спрsведлшвостп с.,!едуDлеR теоре}ш.

Тео р е; а 3. Вектор lеR]певлrэуен пвпоt(6rС) тогда п толь-
ко тогда, когдs для rrрбого нножествs не98впспllшх верIrtн Y r лобчх

Уr>0, lеY, вшполняется неравенство

,Y' = ;ErrMo"l,Y" 
ldJnY) , (s}

В некоторчх случsях условпе (8) пршншнвет достsточно простоR вшд.

Твк, для полного граоа б не98впспЁЕе trноtестъа Y=(l} состоят х9 одноП

вершшнц, Еерно равенство ГЛY={l}. s },словrе (8l эхвпввлентно нер8вен-

"r"v _!.O"1i>t шлш. ,u"r,.""J определенuе O;1l нерsвенству
- 

Е Хr.mах(сr*/с.lр , lel,...,п) > l1 , l€,Y .

J*t J



R', С. П. }laKeeB

[lроверить въ.полненше условllя (8) прш опксllровsнно; llHorecTBe Y

Ho)f,Ho, решпв эадаilу вшпуклого прогр8rlllllрованllя

I
.lеГr

неравенство

не неньше t.
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