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ПРИБЛИЖЕННЫЙ АЛГОРИТМ С ТОЧНОЙ ОЦЕНКОЙ

JUlя трЕхмАшинноtl змАчи встрЕчных,мАршрутов
ЮJl.Неумытов, СД.Севастьялв

Введение

nLfu
ý

3адача ВМ получаетсяпз rý, еслиположить Zi-m, Vj,
а из всего многообраэия марlлрутов работ по машинам реаrrиэуется всего два:

в рабmе исследуется эадача встречньц марцtрутов, явJrяюцаяся частным

сл)rчаем ..л""и jO$ ЗlъОР . 3адачам этого типа посвящена вторая глава

монографии [t], гле подробно исследован вопрос сложности раэJrичньп эадач

типа iоб ЗhОР и выделены простейшше полиноми€uьно разрешимые под-

классы. Сравнитеrъно слабо представлен , [1] аяаJЕ{з прибллженньIх алгорит-

мов дJlя этих задач. Этот пробел в отношении задачи встречньtх Maplltpyтoв ча-

стично булет устраяен в предлагаемой читателю работе. Для начала форr,лrлиру_

ем некоторую обчrую эадачу d , частными сrцr.rаями которой явrrяrотся эадачи

jO8 !hОР (rý) и встречных MaplllpyToB (ВМ).

Задача G . Имеется /l1 маlltини tL рабm..Каlr<лая. работа

j = !r.,,, fo состоит иэ множества операчий 0i = {OJr r.., ro'"i}, ""
01 определено отношение частичного поршка { , эадаюшlее порядок вьtпол-

нения опердtий О! С 0i .. (В задаче rý. это отношение являегся пол-

ным линейньlм порf,llком:- О| <О!<..,' O'ri), Для каждой операIlии

_j ,j0i зад€rно время ti ее вьmолнения п однозначно эадаяа маlлина Р/ , ""
котороfi она выпоJIняется. (Вместе с условием линейносiп поршка на 0i 9то

задает мар!лрут прохождения машlин работой j , (Pl r.,.rP!i) .) В." on.-

рацип нераэрывны, ка)|(дая машина выпоJIняет одновременно не более одной опе-

рации; отношение Ol < 0' пр"оп".ывает операции О' начать выпоJIнять-

ся не раньше, чем поспе окончания операции 0l . Требуется построить распи-

сание S - {Sj} (т.е. указать моменты 5/ ' 0 начал.r каIцой

onaparrn" O.J ), удовлетъоряющее перечисленным выше условиям ,' мпнимйзtl-

рующее длину всего интервала работы:
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( 1rLr...rfu l п( ItLrf,-tr..., t ), - назьваемьв нами прямымивстреч_

ным марlлрутами.

Введем обоэначения, играющие ключевую роль в формулировке иэлагаемьtх

ниже резуJьтатов:

Н*= Zlоjr|ф*lti, Н = frlaIHK,h= 
\?.:L!r, 

х, = t.lo' Li

m 1 3 (Jц*рg(2)= !
( JuЪs 0п) - m- !,

Так как Н к - чистое время работы К -й машины, то, очевидноr дJlя

любого расписания S имоет место оценка

T(S)>H.
В [Z, З] было установлено иятересное cвoficтBo задачи @ . Ок.".rrось,

что дJIя любой индивидуаJъной эадачи е ее оптимум лежит в априорно из-

вестном интервале [ Н, Н + У o(larT,) bf , длина которого яе эависит от

числа работ, причем фунщия tЦ6(m,t) явпяется полиномом от lfu tt Т.
Естественно, при этом воэникает вопрос о нахождении наименьшей Оч"кчии Л|
локаJIиэации оптимумов эадач иэ класса Х . д"" раэrrичньrх подклассов эадачи

С, (таких как з8дача tCotlt shoP (FS), ореп 
'hоР 

(0ý ), ч

др.) удалось поrтJrчить оценки функций JU\ , эначитеJьно более точные, ло

сравнению с оценками фунщии ,|rЪ . Однако точные значения ФнкrшП д}
до сегодняшнего дня быrи известны Jlиlль в двух сrтгlаях: дJIя задачи F ý при

, !n|s3) = 3 , см. [а]) и дJrя задачи 0S
, [s] l.

для задачи встречных маршрутов первьй резуrътат такого тrmа был поrrу-

""" , [6J, где для Y'rn tП) была найдена экспоненциальная от l7L верх-

няя оценка. В E'lJ эта оценка была значитеJIьно уrrучшена:

уf,чtml z 2tnL- (m+3)/ 2. (1)

На оснсвании этого реэуJьтата . [ В J была поrтучена аяалогичная оц€н-

ка для сrtучая двух произвоJIьньц марlлрутов.

Дпя более обчrей эадачи Акерса_Фрrrлмаяа ( *ороr*о: Д F ; эта задача до-
rryскает одновременное напl'rчие до m ! различньв марlлрутов, вJIяюtлихся пере_

становками машин) в сrтгIае П = 3 " tс7 была докаэдна оценка

уirtл с в,

справедJrивая, очевидно, и для l;м 0 и уJIгIшаюIцая при этом оценку ( 1)

при П = 3 . Небоrъшrоfi корректировкоfi излагаемого в Е47 аrrгоритма уда_
ется. несколько понизить верхяюю оценку:

|Ьuсзl < s .
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ниrкяяя же поrrучается из того факта, что частным слгlаем задачи Вм является

эадача F ý , иш одномарlлрутная эадача Белrмана-Джонсона:

у;мб > Juir1) = 3. (2)

значение !;м@ , когорое

ylutzl - t .)

Следует отметить, что во всех перечисленньц вычlе работах верхние оцен-
*

ки функrий JU х(m) докаэьваIогся конструктивно. А именяо всякий раз
строится (полияомиаrъный) алгоритм, гарантируюцlий построение расписания S
с оценкой

l"(s) 1Нrух(rп,ъ)h,

что и дает оценку функции .!'х . Мы не отходим от этого пр€rвила, поэтому

главиьй резуJIьтат нашей работы булет представлен следуюrчей теоремой.

Т е о р е м а 1. .Цля трехмач.rинной эадачи Bcтperrнbш маршрутов

0 (п tog ru) может быть построено расписаяие с оцен_

В даялой работе мы находим точное

эьвается равным 3. (Очевидно также, что

трудоемкостью

кой

ока_

с

T(S) 4 Н+3tъ. (3)

Из теорешlы 1 и оценки (2) вытекает

Следствие 1. !ЬrtЗl=3о
Вспомогатеlъrтую роJIь при доказатеJIьстве гмвного реэуJrьтата булет

иметь д в у х с т а д и й н а я з а д а ч а в с т р е ч н ы х м а р lл-

р у т о в (ДЗВМ). От задачи ВМ (m= 3) оr. отJItдlается тем, чтотретья

операция ка)<дой работr,t (на третьей машине - для прямого марlцрута, и на пер-

вой - для встречного) имеет нулевую длитеJIьность. Несмотря на сравнитеJьrrую

простоту ДЗВМ, оказьвается верной следуюцlая

Т е о р е м а 2. 3адача ДЗВМ lJР-rруд". в сиJrьном смысле.(КнеR

сводится эадача 3-раэбиения, доказатеJIьство см. в ý 4.)

Ввиду этого реэуJьтата, определенную ценность представJrяет построение

для этой эадачи ффектtвного приближенного алгоритма, о чем сообщаgт нам

Т е о р е м а 3. Для двухстадийной задачи встречньй марцrрутов с

трудоеNлкостью O(пeOg /L) может быть постро."о p""n""*n" ý с оценкоfi

т(.s) 4 H+tt. (4)

Эта теорема дает очевидяую верхнюю оценку эначения !U*оэв", кото-

рая достигается на примеро с одной детаJrью прямого маршрута и одной - встреч-

хого при единичных длитеrьностях пеFвьlх и вторьц операциfi. Таким образом,

имеем
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Следствие 2. lbrr"=|E
llля упрочrения даJьнейших вькладок, операции работы j прямого марrч-

р7та на маlлинах Lr 2 п 3 буд., обозначать Oj,, Bi , Ci , а оперftIии ра-

боты j встреtrного маршрута - O'j , В; , 
'j "oor""r"i""Ho. 

Через |t I

" l Х l 0уо", обозначать дпитеrьность операции r и суммарrrую дJштепь-

ность операций из мяожества Х . Кроме того,

Д = Zjlail, В = Zill 1l, С - Zi lcil, Д'=Zilаil, В'= ZilOil, C'=Zi lc1,

Булем также предпопагать, что работы прямого маршрута имеrот номера с 1 по

П/,австречного-с Пl+ 1 no П

ý 1. Доказательство теоремы 3

Искомое расписание S однозначн(, задается следующими четырьмя пра-

вllлами.

1о. Операциrт Qlr,,.rоltвьшоJlняются на первоfi машине в этом порядке,

при этом работы j = !r.,,rfl'эа.Еумерованы по неубьтванию отношения

la1l / l81| ; работы " lбi| = 0 идут последними.

2о. операuи 
" С'п,t t , . ], , С'о вьIпоJIняются на третьей машине в этом по_

ршке, при этом работы i = п'* ! ,,,,r7} закумерованы по неубьванию отно-

шения 
^lC'il 

/ l|jl ip"Oor", . l|j| = О идут последними.

3*. На второй машине работы вьпоJIняются в поршке посц/пления.

4О. При наJIичии свободной машины и работы, готовой на ней выпоJlняться,

машина не простаlвает.

Очевидно, искомая трудоемкость t9(ПlОg П) аJгоритма складьвается

из трудоемкостей нумерачии работ прямого и встречного марtлрутов согласно

правилам 1О, 2О. Докажем для поrqrченного расписания оценку (4).
Ясно, что первая и третья машины закончат свою работу в моменты l-{1

и Нз, а вторая - в мом€нт T=T(S). llля определенности будем считать,

что Н g Ь Н, Череэ 11@16) обоэначим веJrичину простоя ь,r"rn"", i
в иятервале [a,6J .

Если Т< Нr+ lъ , то свойство (4) выпоrrнено. Пусть

т-нl>h. (5)

Пусть [i, TJ - последний инторвал рабmы второй машины. Ясно, что

t a Нr. При L < Ь свойство (4) выполнено. Далее считаем. что L>|ъ.
рассмотрим по отдельности два случая:

Д)L<Нg;8)t>Н5.
щ".п д . Так как моменту t предшествует простой на второй маlлине,

то это оэначает (по правиrry 4О), что все работы, пришедшие на 2-ю маlлину
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строго до момента f,, , успеrпr выпоJIliиться на ней также до момента f, . Пусть
дJIя прямого Maplltp)rтa это рабoты lr.,.rK , а для встречного -nr*!t.,.rtt+Kl.
обоэначим

к
Дr= 

rI:rlоj|, 
дl,= n- дt l

ц

B,=Ёl|il,Br=B,Bt,

lcjl, C"=C'-c,, ri=|trrl61l, В'1= В'- B't .

Ясно, что Дr,С"r 0; ДьСtС[t-h,t) . По правипам lo,2o, имеем:

ВrlДr> В"lДt , Bi lCr> B'"lCl,, откуда, испоJlьз)rя (5), поrr}^rаем:

IL@,T)= I"(0,t) = L- В,- Bi L t- А,. t - r,. * .

Bl,

Hg-t+ h.

1t-(t-D #b=t-(t-ilffi.h.
ЩaДД. В этом сJIучае Сr= $lr= g . Дналогично поrrучаем:

IL@,T) = L- Bt- Bi " t- В, зL- А,. ?".L- ft-h) ffi. Ъ .

cr
п'+ к'

-у-L!j=n'tt

BL
H;t+lt

ё L-Ф- ь). -Ф-ь) Z

Теорема 3 доказана.

ý 2. Алгоритм для задачш встречных маршрутов

В резуrътате аJIгоритма все множество оперлrий (М) будет разбито на

три непересекающихся подмяожеств ^ Mn, М1 М' . Для яих булут посгроены

tlндtвидуаJьнь]е расппсаtи" ýl, S', $' , стыковка воторьц даст необходимьй

результат.

Обозначltм: М: - множество операциfi ". МК, вьполняемых на i -*
маrциrlе; 8i " Ef - моменты начапа и окончания вьполнения оперлIий из

М f . p."nn"""nn ý 
К. Без ограничения обrrшости моr(ем считать, что

Д+ Д'= В* В|=С+С|= Н, Cl1 Д .

Аmоритм состоит иэ чегырех этапов.

Этап 1 (выделение *rо*""r". |V{l и построение p".nn."""" ý| ).

1. Рассмотрим множество всех первых и Bтopbtx операций обоих марчlру-
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тов. Дltя поrryченной Д3ВМ построим прибrпrженное расписч"п. ý' , согласно ал-

горитму, описанrlоNiу в предьцущем параграфе. При этом третья маllJина, работая

без простоя, закончит работу в момент EJ * С' . В это время первая l,rаlllи-

на еще работает.

2. Вк.rючаем . Ml " MJ все опсрФtии первой и трстьей машин, успева-

S' до момента Е] . Попо*", Е; = lцi| ,

будем иметь с', a е',
il. Включаоь, в М

требованrtям:
.- первая операция работы 

.,;;

,о Ml ;

( aj либо Crj ) .**о*ена во множест_

ý,

ЮlЛИ€ ВЫПО1-IНИТЬСЯ В РаСПИСаЯllИ

нии ý
I

имееN,l:

I
L вторые опсрации габот j удовлетворяюlцих двум

- вторая оперФlия заканчивается в расписании не позднее момен-

та Е'r* Zb ,

L}ce операчlrи из М| вьпоJIнясм согласно расписанию

Очевидно, вt rполняются соотночrения

е| с etr, е!, Е|+ 2lъ .

ý,

(6)

Kpor,le того, имеем:

tMlt>c|. (?)

Действительно, в случае Е! '- С|, + ty неравенство ( 7 ) следует иэ соотноше-

нuп !"(O,eil " I2(o,П= Т(ý) - 8- В', равенства Н = В+ 8' и

теоремы 3. Если же Е'r< Bi+ Уц , то это возможно лиlь в ToN.l случае, ес-
1

ли в Mj вошли вторые операции всех работ, первые операции Koтopblx также

входят a М' . Но тогда, по правилаlчl 1 
О, 2О упорядочения работ, в расписа-

lMJl> Е; *nB'=Elt*-frl, Еl(тh,- #)= El о
Иэ (6) и (7) поrryчаеr,r

lMJl> {,, Vь: l,L,з. (е)

Этап 2 (выделение множества ML и построение p""n""""n" ýl ).

l. Множество операций M\(M'V{di, j= П'+ |r..,rПD рассмот-
риN{ как одномаршрутную эадачу Беллмаяа-Джон(;она с тремя маlлинам}r п fL

работами. (Будем назьrвать ее задочей 5,д.) Это ваэможно, так как каждая ра-
бота встречного маршрута представлена не более чем одной неЕулевой оперФIи-

ей (на в.r.орой машине). Недостаюrцие ()псрацltи работ булем наэьrвать фиктlтвными

операциями нулевой длительности. Обозначим череэ Н ьо максимальную из

загрузок трех мачrин в эадаче БД и вырсвняем эагрузку o(:Tarrbнblr( маtлин до



Ъехнашrrнная задач8 встречншх ЁsрDутов 59

уровня Н 69 , удлинив кдки€_то иэ их операций не более чем до f1, .

СледУя [aJ, построим расписание для поrtученной одномарulрутноfi эада_

поставим в соответствИ€ В€К_i
L

- НОВЫе ДЛИТеJrЬНОСТИ ОПе_

раций. Ясно, что |л1 lr_, t

::, 
НайДем перестановку п

yj "Е
,Пп),

Lj =Q . за 0(пhgп)
п|=(

mtп{фttl, rf;t{tll, !, VK= l,,..,fu-! t

a;u) 1О, VK= !l.,.lfot

сохраяении дJlины расписания (Н51+ 3h).
_aлрчерез D

удовлетворяюllryю двум свой_

(9)

где

аО) - i -" координата вектора а . Это обеспечивает допустимость распи-
сания S' . однозначно опредеJIяемого условиями:

_ на каrкдоft машине работы выпоJIняrогся в последоватеlнlости JZ ;

- каждая мацrина работает без простоя, причем первая - в интеFвале

LO rH во1, вторая - в интервал. [ZlъrH во* 2hl, третья - в интераrrе

Е3tъ,Нвр+ зlL7
2. Удалим 

"" 
paan"car", ý' допоJlнительные дJrительностrr операчий. При

этом дrlя каrцой удrшненной операции второй маlлины считаем дополнительньм ее

начаJъньй отрезок (чтобы после его удаления момент окончания операции остал-

ся преюtим). Удалим также все фиктlвные (вновь нулевые) операции. На пе5вой

и третьей машияах устраним обраэсвавшиеся в реэуJIьтате удаления простои, сдви-

н}rв оставrциеся операции влево - яа первой маrцине и вправо - нs третьей при

,r;
к

F,ц,

Поrцrч9р19" расписание обоэначим

3. Включаем " М? " Mt все операции первоfi и второй маtдин ( соот-

ветственно), начинаюцие вьпоJlняться в расписдlиll

Эти же оперФIии успевают и закончиться до момента

ý"
Е

до момента е|*Д-tМ'rl,
( кроме последнеfiL

Mt,, пусть это операция работы /Yд).

4. Вкrrючаем , Mf оп"р.чпп {Сф
Mll jе{Л!t...rПкl .

Все операчип п. ML
енпю распис*", ý',

работ прямого марlцрута с номера-

вьпоJIняем согласно расписанию ý'. По постро_

2,
в L > LlL. ( 1о)
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Этап 3 (построение расписания ýl on" множества оrrорччий М3 ).

" М| , |rli " М: включаем оставшиеся операции пеFоfi. второй и

третьеf, машин. Поскоrъку 14Э не содержшт первых операциfi исходньD( работ,

то мь, perrrae, ". М J ."о""у, обратнуrо к ДЗВМ. Для этоr,о, lIазвав третьи

операции "первыми", реч!аем заllачу Д3RМ, а эатем прогоrtяем поrtученное распи-

сание яаоборот. Для построенного расписания ý3 справедливы соотношеttllя:

е'", е|- Ei = т(ý'), в'"= 0, 8i = T15r.l -llrt|l,

8j=тrýr-ll,,tll ,

причеN! первая и третья l.rаulины работакlт без простоев a n"r"paona* f

" LBi, Е;].
щ..
Пристыкуем расписание ý2 * S' .np."^. Из свойств (6) и (1О) слс-

дует, что стыковка проиэойдет на перой мбlлиFе. Таким образом, мом€нты на-

чаJlа всех операций n" ML )величатся ". Е;. К поrц^lенному расписанию (обо-

значим его ý'@ gr ) пристьrкуем справа расппсание ýJ, у""-"* моменты

начала всех оперлrий из У3 на величину

д: Е|+ пlottet, е!- Bj} . (r1)

При этом воэможны два варианта стьtковки: на второй или на третьей машинах

(см. рис. lа и 1б)r - в эависимости от тQго, на какой из двух величин дости-
гается максимум в правой части (11). Эти варианты булем обозначать соответ-

ственно 8 н С
Е, +

]Е1Bi

, 2

Е:
а) Стыковка на вт'орой машине.

б) Стыковка на третьей мачJпне.

Рис. 1.

tS I
l

2S so

S^ I
l
I

I

S, S,
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ý 3. ДоказатеJIьство теоремы l

В допустимостll поrtученного расписаяия S = S'@ ý2@ ý' ""rрул"о
убедиться п() его построеrlию. Стсlrъ же очевидна декларируемая в теореме оцен-

ка трудоемкости аJIг()ритма. Остается прпвести дi)казатеJьство оIrенки (3).
Ваоиант С (cTbrKoBKa ý'n S3,u ,р.,.""й маrцине).

Так как в этом сrryчае

(8) поrтгrаем оценку (9).

где максимум берется по

(

T(S) = Brf + Ttýrl = EI+ Нво+ 3h, то из

Вариант 8 (стыковка S' " Si на ;второй маtлине).

Рассмотриь,t сJryчаи L,2 u 3, в зависимо(:ти от того. нагруэка какой иэ

трех мацJин в расписании gЗ является максимirJьноfi.

Сrтучай 1- По теореме 3, имеем В| а Ъ , огкуда Il}J) 1 2Ъ .

Сrгччай 2- По теореме 3, IzG| + Е! t Тф) a lL , огкуда, по

построению расписаний ý" n ý' " 
. испоJIьзоlаяием (8), поrrучаем:

T(s) 4 ci- сХ,* lMil+ lъ * E'l+ т(ý) =

- Е/-Нва+ 3ILlH+3b.

9дrчап э. В сиrту (9) и по построению расписанtlя 3" , "лr"", Ej-QZ>

), L . По теореме 3r _имеем: Bl ' Ь . Наконеч, поскоrlьку рассматри-

..",." "upuu", S , то ei> ei- В! . откуда Е:- |r > Е: > е!- В! '
'Е:- |' , и. значит, Ё!= ei - Bi . Но этот сrтучай входит в уже рас-

с},.tотренньй вариант ( .

Теорема докаэана.

ý 4. ДоказатеJьство теоремы 2

1. Для определенности считаем, что А > с Тогда длина распхсания

S , в котором на первой машине работы выпоJIняtотся в порядке !rlr.,,rnl ,

а на треть()й - в порядке nl+ !,,,. , П , выражается формулоfi:

T(S) = mал,{t r {,' ll;|t t ,tBitl = -о" !(t, к, к,) , ( 12)
Jзк J j.Kl ,' -

L еГ0, д1 " {K,K'I
Kl

,il,r|cjl>t,

таким, что

zlj=t
ail >t

Дейr:твитеrьно, для любых лсrпустимьо { , К и Д/ неравенство

T(s) > t (t, к, к') очевидно. А достигается оно на f, 1 яЕляюlц€мся н6-

tlалоtvt последнего интервала работы второft мачrины, и !( , Kl , дJrя KoTopbD(
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t(L,K, Kl1 максимально. Последнее означает, что

к-{

Zj=t

к'-!

к
lail<*, F,lail , ( 1з)

(15)

Kl

У с л о в и е. 3qдлIы множество

число f и целые ,п"пл {ei, i,е ЛJ}

f,еr=поЕ.

,Z, lcjt<tз.Z. lc'jl , (14)
J=nl+l' j=пl+! '

причем, в одном иэ нестрогих неравенств (rЗ), (14) достигается равенство.

2. К задаче ДЗВМ будет сведена иэвестная fi|P -rrоlпrая в сиrьном смыс-

ле эадача

3=раэбшенде fg, "rр. 
124,28ЭJ.

N =$r2,,.,,3Lol , Ha'ypaJb'oe

такиеr что Е/Ч'eL< Е/2

В о п р о с. Моrcrо rпл N разбить ,л llo непересекающихся подмно-

жесIв Nr, ..., Noo TaKr что

,Z.,"t=E, VK=!t,,.rflo ?

a6 ilK
Пусть произвоrъно задапы исходные параметры эадачи 3-разбиение. Рас_

смотрим задачу ДЗВМ*, в которой для Пl = lLо работ прямого марlлрута и

fu|-Чf,o+! работвстречногомаршрутл (lr1,1 +lla=tL ) эадлrы сле-

дующие веJIичины дJIительностей операций:

la;l = бЕ, lбil = lall/2, i= !,,,.,f,' ;

lCLl= eL, L- flо+ !,,,,rчпо )

lClrl= ОС, L=чпо+ !.r..,r6по-t , lc;nl= зЕ,

lCbn,til= 2Е ; l6!t= tcit/2, L = tlo+ ! l...,rL

Для Д3ЕМ* выпоJIнено:

Д=С=В+8'еН.

Кроме того, tlэ (12){15) можем поJтучить следуюrдую форr"rулу дJIины расписа_
ния Soro, , в когором работы прямого марlлрута вьпоJIняrогся согласно пе-

ресгановке П= (Лt l, ,.tlInl ) чисел {trL, ,,,, fl'l , а встречного - пе-
pecтлloвKe Л'- (П|,,., |Л;r) rп..п {П't l,,..rпl z

K'-l
т(Sп,п,) = mаrt(L-

x-t
Е
j=t lax,l+r-Zrlc'o1)1z +
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+ Zrloo,1 1, r Zrtch,l / 2 + Zrlблrl +

tlnEl
j= к'

в;; }
K-l xl- | п'

r ГД€

= т:"; 
(pottl+p;,(a)/2 + |] . (16)

3десь в качестве ( и (/ берутся те эначения эткх переменньtх. на которых

в (12) достигается максимум при задалном t (и для которых, следоватеJIь-

но, вьпоJrнены (13) и (14)), а функчия 
.,,1Do

опредеrrяется как расстояние от точки t до

( r;t < t | из мяожества

ft) ( и аналогично - Р;, !L) 'бJижайшей слева тс|чки I;'

{"L,,,.,rХ'!
L

Z.lao,| .
t=L J

хЬ*

3. Покажем, что для лrобьос Л
имеет дJrину не меньше

, fr' расписаяие ýлrл, зqдачи ДЗВМ*

(17)

Поскоrъку все операции 7abI ИМеЮТ ОДИНаКОВУЮ ДJIИrТУ1 ТО lчlllОЖ€СТ-

не эависит от перестановкu 7t . Рассмотрим одку иэ опе-

Т($л,п,)>-Н+ЧЕ

во точек {ril
раций C'L ллrr", f f , и пусть она вьпоJIняется в интервале

Z = .Т * {Е . Если r,у, ъ1 целиком содержится в одном пэ

ЕЦ, I|tf ,," РоtЫ > 5Е, p|,tz)= 5Е,откуда

|у, z7 ,

интералов

Т(ýх,п,)2
>-Н+5Е. Еслиже x'i'=Y*t .гдо. беQriЕ) r то

Рл@i') r pi, (rN' ) = бЕ + л,

рл(ilt р;,&)= 5Е- ý+5Е = tOE- tt
и максимум из эти.r( двJrх эначеяий всегда не меньше f,ý , что, с учетом (16),

и доказывает oueHKy (17).

4. Покажем, что исходная эадача 3-раэбиение имеет ответ 'д8', если и

тоJIько есJIи в эадаче ДЗВМ* существует расписание ллrны Т(ý" g)= Htl1 g.
Пусть Sцп, - расписание длины Н + Ч Е . Иэ предьцуrцего rTyHK-

та мы убелиJшсь в том. что в таком расписании каждая onepаrr"" . (f длины

5Е с необходимостью вьпоrтняется в интервале Lri'' ЧЕrЛ,h+"3Е J ,

L= lr...lf,o- ! . Поскоrьку промежутки между этими интервалами равны

Е , то в них не могут быть вьшоrrяены операцпи СЪоо n СЪпо* t
Кроме того, оперftlиs СЪпо не может выпоJЕtяться в интеFвале
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[r
no- !13El r;,1,r , так как в этом сJIгrае цИРt + р*@|)= 9е.

'I'аким образом, операrrия СЬо, вьполняется вкутри интервала L/ , 
Ч Е7 ,

а операция СЪооrl - Brry'p" 7ф't* 3Е , rt'] . Поскоrьку на

интеFале t0,Н7 третья MalltиHa работает без простоев, то }то означает, что

для оставшихся операций третьей машины {С|, t_- |Lo* ll...rЧПо} = С
существует их разбиение яа По подмножеств С= СtU..:UСп.(.гле (. -
множество операций из е , вьполняемь.х в интервале ["Е', rLl ),

такое, что сумма длитеrъностей опердIий каждого из множестъ С1 п""r. Е .

Это дает ответ 'да" в исходной задаче 3-раэбиение.

для доказательства обратного утверждения достаточно показать, как по

задаrrному 3-разбиению строится распис€rяие пллны }| + {f в задаче ДЗВМ*,
а это мы делать уже умеем.

Таким образом, доказаяа N Р -поrцота в сиrьном смысле задачи распоз-

навания: лля заланного J( определить, существует JIи в задаче ДЗВМ распи-

саяие S длины не более Х , что докаэьвает теорему 2.

ý 5. 3аключение

В связи с резуJrьтатом, поцпенньrм в теореме 1, Mo:tcto поставить н€_

скоJIько интересных вопросов, открьваюlлих перспективу дальнейших исследФаниfi.

В о п р о с 1. Совпадаtm ли значения функrrий f*рg(П|" lцiмOпl
при всех ||| , п если нет, то какое значение йL Фпяется критическим?

В о п р о с 2. Моlюrо Jти ожидать такого же совпадения |*FsB) u

jli в) ш для осгальньlх двухмаршJрутных эалач { ( кmорых, по сутн де-

ла, две: 1. с марчlрутами ( L,2, Э) и (2, 3, 1); 2. с марчlрутами (1, 2, 3) и

(2r 1, З)), или же встречные марlлруты по съоей природе явпяtогся более сов-

местимьми?

В о п р о с 3. Ecrol для любой двухмарurрутной задачи Х ул."r."
докаэать, что iРiСЗl = 3 , то булет ли это (вначать, что и задача

ДF (m = 3) (где допускается одновременное наJIичие всех б MapulpyTcB)

обладает тем же свойством? EcrM "нет", то какое количество разньtх марlлру-

тов (и каких) является при этом критическим?

Поступила в ред.-изд. отдел

22 мая 1991 г.
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