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З о6.ем СЛУЧае Ээдаqа ОпТИiJtаЛJНогО РаЭN:ещения ГеОметРических ОбЪ-

ектов формrулируется следуюцlим сбраэом. .Имеется /L геол:етр:rческilх оСъ-
ектов. Нео5ходимо раз}.tестить их в эаданноfi обласt'r,rQ нал:.тучiцлtv /с
Tot't l{ли r,Iнot-t тсчt:и врения/ обраэом. Под геометрическ!iм объектоrи бу-
дем поhимать лiобую грометрическую Фигчру на плоскос,ги илl4 тело в

пространстве.
Рессмотрим слелуйilryю а.адsчУ. Пусть областьQ имеет вид полу-

бесконечноГt полосы Фиксированноrt ширины f . Необходипtо разместить
на HeI-1 /]L плсских геометрических Фигур так, чтобы длина зsнятоl't час-
ти полоеы была минимальноit при усл'овии вэаимного непересечения Фи-
гур.

гl3 эабсгах [:-+J описаны методJ, с помо:цью Koтopdx на ocHoBeJQ -
-С,унrсчиit It ] э"аа.,v мошно представить аналl,tтrtqеёки в следуюйем в.tде:

I.Условия рэзмещения Фигур в об,rасти92 :

fi (Хi , U; ,0i)>0 ( i = П), ,/ i/
где хi , !1 ,0i - Fэраметры подвишноl't с:tстемд координат, связанноГt с
qltгуроii S; (i = /V) /рис.I/.
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Рис. I .

2.Условия вэаимного непересеченrtя Фигур Sд :; S; :

Iri Ui,ai,Or,Xi,U1,0;)>0 G=/ft;j,t7п; i,*j). /z:/
3.фнкчия цел!i, минимуЙ котороlt необходиt!,о определить в области

G , эаданвоl't неравенствами /1-2/ |

х



И(х. ,чt,9i), fj Fi.(xi,lJi.,0i) ti-tV1,
"] /з/

.д" Fi -функция, определяющая абсциссу наиболее удаленных точек С.и-
гуры S; от оси орлинат РУ , 9сли полоса pаcпoJio,T€Ha так, как по-
кЬэано на рис. I.

ПU4F2.{(F,*Fr-
[* - операц"я Р

F| " F: - |ocF, F2 )
-о"."о"Й"" ['] .

фнкция целуt /3/ в случае dигур проиэвольно;r Форшrш зависит от

'7L 
параметров lL<lTll\art является MoHoToHHotl в' tп{рокош сшцсле.Поэто-

МУ ОН8 МОаеТ ПРИНИiл8ТЬ ЭКСТРеМаЛЬНШе ЗНаЧеНИЯ TOlibKO На ГРаНИЦаХ

области @ , т.е. эти эначения являются относительнцми локальнцми
экстреD{умами, о чем слелует помнить в дальнеlrцем. Ка*дошry варианту

размещения rlигур соответствует точкв вйL -мерном пространствеf=
4(x,,y,,0r,xz, Uа,Oз r. } п,ц4rOоу X(Z.,Q,.. ., z-) t о G m < 9п) . Следует

УТОЧНИТЬ ПОНЯТИе ЛОК8liЬНОГО ЭКСТРе}4УМа ПРИМеНИТеЛЬНО К ДаННОr,rУ КЛеС ,

су эадач.
Сбозначим G"CG оОласть равнцх значениl't ,l,ункции целч Jt(Х), 1т.€.

Х(Х) = Х(Х") ,еслп XeGo,x"€Go
О п ре д е л е н и е. Ограниченная HaG d,ункцияJf(Х)и"еет "

о5ласти G"q GаосолDтншt-l миниuryм, еслч, N(fi) > 7t()\) прч, Хе G, Хо€Gе.,
и локальны;-t минимум, если мошно наltти такуlэ областьGf,€GrчтоOоеG},
границш областеl't й " Gi не имеют обцiх точек 

" Йt(|)rrТФпри I€ Gо€ ,
I.е Оо.
. Легко эаметить,что если ф прелставляет собоlt точку,то данное
определение эквивалентно классическо."iу определенир экстреNчrа[ э l .

Рассмотрим некоторое начально9 рсзмещение геометрич.Jских <l,игур

lla полосе, KoTopolry соответствует начальная точка ХrеG /рис.2 а/.
Каким-лшбо методоtl, наrриrrер градиентным, моано определить локаль-
ншft экстре!ý/м, соответствуюtlиl't начальноit точке Xl .
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с эациональном раэ мешении, геометDических объектов

Если в раамещении А поменять местами пару Ф,игур /рис.2 б/rто новоГt

начальноl't тоqкеХrеQ Оудет соответствовать другоlr локальныl't LKcтpe-
t{yм Функции цели /З/. Число таких возмошttых пересгановок rL! , если

Фигурш раэличны по Te[i иJtи инцм приэнакам. Следовательно, чис|до от-
носительнцх локальных экстре,Wмов будет, такше не менее rL.' . На рис.
3 /а-г/ показено, что да.ше для простшх вцпуклых Фигур/кругов/часло
локельншх экстремумов больше Л.J . Очевидно, что в случае фигур бо-
лее cJoжHoit конфигурацrirl количество JIокальных экстремумов (ункции

цели 13/ моIет бшть значительно больше /?../ .

а.) 6) 8)

Рис. 3

С помоцью еовременншх ЭцшД невоэN,ошно перебрать все .]окальнце
экстрсмумш уже при rL =1О + I5, хотя на практике встречаются эада-
ч!; с число, фо,гур /L = 5О + IOO и бол€е.

В этоt,t случае приходится откаэаться от поисков оптимального ва-
рианта раэмещения при испольэовании метода полного перебора локаль-
ншх экстремумов и находить рбциональвыl't вариант, достаточно блиэкиlt
к оптимальному.

Уменьзение затрат вреriени при этом моанс ввести в двух основных
направJIениях:

I. Умень;ilение времени нахошдения ка8дого локального экстреtуNlа.
Применявrrмеся ранее [ О] л"r"р*нировавнце методы позволялt, по-

лучить все воэмоJЕнце окстреiitальнце значения функции цели, однако
они бшли эl1!ективны только при малом rL . С ростом rc затраты времени
на поиск эксгремума, как покаэала практика, растут пропорционально
а 12. Слэдует учесть так8е, qто областьG , в общем случае,ограни-
ч€н8 н€линеl'tными неравенствами /I/ r/2/, что делает вычислительныl't
процесс очень гроlчtоздким. ltоэтому воэникл9 настоятельная необходи-

tliocTb поиска более бшстродеftствуюilих методов.
Применяемьfi в данноГr рэботе метод последовательного одивочного

раамещения фигур позволил уменьrцить завие,:rrость з-трат времени от
чисда Фигурп почти до линеltноft, хотя и ценоIr олкаэа от воэмоцности
просчета всех локальвцх экстре!,ryмов. Получаешllr вариант не всегда
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Ю. Г. Стоян в.м

является локальншм 9кстре[O/мом, однако он достаточно блиэок к нелФ/,

причем относительная рЬэность междJ ними уменьшается с ростом & ,

т.к. абсолютная рааность в среднем не иэменяется.
Суть алгоритма заключается в следующем. Датчиком случаl'rншх'чи-

сел эадается последовательность выборки геометрических фигур. Поста-
аовка Фигур на полосе осуществляется согласно этоfi последовательнос-
ти, причеп Фигура sd раэмещается так, чтобш вшполнялось условие
ПИFt(Хt,Ц;,0i,) ; постевленные ранее Фигурш считаются неподвишны-

,"[в].
2.Упорядочение перебора лока,iьных экстрецумов.
Необходи:,:о органilзовать TaKolt перебор локальншх экстремумовrчто-

бы, оставаясь случаl'tнцм, он псавслял не выбирать заведомо плохие ва-

рианты, т.е. вариантц, эначительно отличаrэщиеся по энаqениrэ tункчии
цели от глобального экстремума. Требование случаfiности обуславлива_

ется тем, что при большем числе параметров случаitныlt поиск окаэыва-
ется более эфФективныr [ ']Л е м м а. ;Iля Функции вида

,m
F(Х;) = !, Fа (хс )

Lз1 /4а/
или

m

F(хl) = Л,F; (л, )
a:a

существует при достаточно большом/7? конечное число областеl't

кашдоl't иэ которшх моано осуществить следующее разлохение:

F(х, )=i чf,Ф txrr.,rn,t sX(K-t)F+2,..,, Х 

"n),
причем t= # ; 

',', 
М (i п|k); N(D - целая часть числа А

Д о к а э а т е л ь с т в.о. 0бъединим члены правоlt части выра-

аения /4а/ в { групп, приняв t=#,r<N(tП4), М" простотц поло-

1fiим, что f -целое чисJlо. Тогда:

F(х;)= 9r(х,,х2,,,.,х)Vqz(хп,r,хп,z,,..,|эп)Vr...V, /6/
V, 9, (Х о- n, r, Х 4 - г о 2, . . ., Х r") -- t, 9* ( Xn. о nl ], Хв - оF+ 2,. . ., X.n)

Подставим J уравнение /6/ вшрашение lQ, -диэъrснкции

ЕV, Fz " t tF * F2 * lF, - F, 1) z

F(х;)= 2''' l9, * и, 2 9i * ?'9о + . . .+ 2''И_r*2|-'9r,
+lgr- 9rl -ll9,- 9rl * 9l *9z- ? 9rl *

- lll 9, - 9.1 * И * 9э - 2 9э l * l tл, - 9" l * 9t * 9z + 2 9э - 22 g, l *...,
*l...llg,- 9rt +9t + 9z - ? gr|* tg,- 9rli 9 r Qz * 29з-229,,l*...l*
*|...t* И+9а+2?r*'.., 2t,39t-r-2'-'gr|J . /?/

/4б/
D9, В

/5/



0 рациональном размещевии геометричесщд]! эОъэI!!ов ?

Рассмотрим выражение F*=/'А- Bl,Cl . ОбозначимД-8,D ; lA-Bl-C=й-C=ei
SipnA =Sд тогда F*=llД-Вl-с/= lSа.Д-51.8-Gl.

= ýe,Sa Д , Sc S7,B -- 9е,С .
S6,59 могут принимать аначен!lя -j,О,I.Лю5ое их проиэведение моает
принимать TaKjEe только значения -IrorI. Тогда область определевия

функции Ffr разобьется аа подмно]rест"аDq(9= П) , в кахдом иэ ко-
торшх ýa И ýа не меняют энака. Очевилноrд цяrrдоГt }1з этих областеfi

Dg(9 .,|7)Функция FЁ мошеп быть представлена в виде:

F:.sа,д-s|".в *si.c,
прич"м ý/ ,S| ,S; "" ,Ё""о. эна'чаний ъ области|ч .

Аналогичные рассу8дения мо)шно провести в отноiцении вшрашения

/?/, т.е. нвftдется конечное число облестеftDg / t конечно/, в каЕ-
доiл из которшх Функчия F6) будет представлять собой суш,:lфI величин

9t е рааличными постоянными коэФфициентами. Если сделать приведе-
ние подобных членов, 

tTo 
получиIчl

F(Xi)= Z Л2 g* (Х4з-l1п.l lX(K.t|nt2l,.., X*n).
Заменлtв Д'!'9*=9'2' j'ionyu", выралев!rе /5/, что и требовалось дока-
зать.

Рассtчlотрим Фун.кциiс цеаи /З/, для Koтopoji справедлива следующая
теорема.

Т е о р е м а. Экстремальнце эначения Функции

X(xr,U;,0i' = Уrrr(хr, цr,Or) (хr,ц, Оi€ G ; i =Ф)
распределяются по эакову, асимптотически сходяциI\Ф/ся к нормально-

му при lL+ в ..
Согласно л,еtiме,функцию чели 7|(1rrХ2,...,Хrr) мошно раэлошить на

l 
"rа"а"^х, каlfдое иэ которцх зависит ве более чец от2Л соседних

переменных. Если учесть ограничения, налоJЕеннце на величину/' rмо8-
но утвершдать, что функuия ц"п" jl(Хt Дзrр..rIrс)удовлетворяет усло-
виям теореrr,rш Моцкуса [Э] оО асимптотическом распределении эначениtt

Функции.при больiJом числе переменнцх. .Щругими слов&ми, gначевия

Функции ч"ли fr(дr, ,х2r,.. ,х*) при7L+ф рэспределяDтся по эакону,
асимптотически сходяtlи}ryся к нормальному. Как бцло показано вцце,

приll+Фчисло локальнцх экстреlryмов /не менее чемп!/ Функчии це-

"и 
]t(X) ,ХСG так8е неограниченно воэрастает, поэтоrry riorнo

считеть .мно8ество локшьншх экстрешiумов случаitноft вшборкоlt иэ все-
го мЕошествв значениft Фунцчии чели Jt(7rrх21...rдrt} Тогда на основа-
нии центральноl't статистическоt't теоре* [ rO] гrрп rlrco распределе-
ние экстремальнцх эначениl't функции чели !t(1<1rX2,.,. txp,) асиrrптоти-
чески приблихается к нормаль,ноrlу, что и требовалось докааать.

Следует заметить, что в некоторшх эадачах рационального рааше-
щения геометрических объектов Функция цели !доЕет иметь шд, отлич_

нцl'l от /з/. однако всегда для нее моано привести аналогичное дока-

эательство

a



ltэ докаэанного следует:
I. Вероятность нахождения глобального экстремJtма чрезвцчаГtно ма-

ла, т.к. его значенiiе ЕахоДйтся на конце Функции распределен;lя и эа-

мена его нахошдения нахоJкдевием рационального варианта является

вполне обоснованногt.

3. На основании этого !!o{Ho покаэать lrrl, [ra], что иэ мно-
iK9cTBa всех эначенуil'r локальных jкстремумов t_, мо8но .вшделить под-
мнэrсество L2 , которое гакже распределяется по эакону, асимптоти-
чески сходяцеvryся с pocтoмlL к нормально!rу, но дисперсия которого
бz.dl - лrrсперсии распределения мноэrества Lz .

Пракгически это осуществляегся следуючим образом. Пусть имеет-
ся н9которшl't вариант размещения фигур 5i ti= ,|V) . Если в нем пе-

реставить местами пару бигур S; и g1 , выбранную случаl'tно, то су-
цественно иэменятся параметры Х; , Чi , Oi , Xi , U; , 0; , паРамеТ-

ры ост9льаых rl,игур иэменятся неэначительно. СледовательноrэначеЕие
(у:;кц;t;l цели изменится на величину, в срэднем шеньцý/ю, чем при пол_

Hol't случаГtной перестововке всех Фигур. Если кашдrцit раэ в качестве
исходного варианта для перестановки случаitно вшбранноlr парш iiигур
выбирать луччлаfi из полученнцх ранее вариантов раэмещения Фигур, то
математическое Qщидан!!е qункции цели I(хrrхzr..J")получаеЕшх вариантов

булет бли8е к эначению J[(хlrлzr.. rь) исхолного вариантаrч€м м8т€шати_

ческое о)ЕидЕние общего распределения мношества Дr . Такиrr образол.,

исключаетСя вшбор эаведомо|'плохих"вариантов рааriец€ния. Если учесть,
что при нахо8дении "ар"а"r" Д' со значени""tr''fiО исходного в9ри-

анта ДО по"rr"д"rrfi эаменяется на вариант Д' , то в процессе счета
математическое ошидзние получаемых вариантов уменьщается, прибли-
ааась к глобальному экстре,,ry!ry ФуЁкции цели jt(r,rХz,., ,Хr) .Сходи-
мос гь т]кого вцчDiслительного процесса к на!lлучцелý/ реценир покаэа-
на в ра5ота* [rll , [r.]

На основании описанt{ого алгоритма б"tло рещено на ЭЦЕМ типа М-

-20 нэсколько задач оптиt\lальногс раэмецения геометрических фигур в
полубэсконечноГt полосе

i. Задача раз[lещ9ния прямоугольных Фигур Sд про}:-авольных Dэзме-
Ров Oa,,bi (i= /V) . Задача р9шалась для rL = 33. Вариант, получен-
нцt-( на ЭЦlМ, пFиведен на риэ.4 лля iлиtlинц по..осш 2 = jО.Гистограм-
мш значениit целевоft функции в точках локальнцх экстре!ryмов при

рlавновероятноir вшборке начальноl'i точки / i/'ц аначениltrпслучаемцх
предлегаеIшм методом /П/rприводятся на рис.6 для цмринш полосц

Сравнительные данные эадач сведены в таблиtýl
2. з"д.ч. раэмещеншя fL кругов проиэвольного радиуса2i(i=t7п).

ЗаДача РеШаЛась для lL = Is,rL = 26 llL = 50. Наилучшиlr вариант при
0 = I5, полученЕцjt описанншri методом, гриведев на рис.5.На рис.?

для lL = i5 покаэанц гистограмrrц эначениft Функцrи цели при равнове-
роятноft вцборке начальнцх точек /l/ п значевиit, получаешцЕ описав-



ии кто

ныrr }rефодом /Пi,рис.7б.Были получены такше все вариантыrотличаюцие-
ся перестановкогt одноfr парш фигур ст некотьрого исход!Jогс Bapr,,atrTal.tr

Рис. 4

Рис. 5

ГИстограмrш двух гаких распределениjt представлены на pr4c.?e лля

Lt! =21,2 /п/ и для ьР , аЦ,g /uJ.
3. Задача размещения /L кругов / rL =26/ при наличии ограниче-

ниit на !lинимальнс воэмоtно€ расстояние d;i (t=Г";j= 1V; i+ j) между

калдоlt пароft раэмещаемцх кругов. Параметры соответствующI4х э8влlс1,1_

шостеft такае сведены в табличу. Составлеfiная программа рассчитана
на применвние'в случае, еслиdrjaLt.В этом случае несколько упро:
щается анализ проЬеряешлх ;lсловий. При невыполнеiчии укаэанного
ограЕичения програццц rлоЕет шбть приrrевена при неэначительных до-
бавлениях.
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из полученных реэультатов мокно сд+лать следуrсщ4е вшвод{:
I . ПрименеНИеrr! МеТОда последовательноit одиночноl-t постановки фи-

гур удалось значительно сниэить затраты времени на просчет одного
варианта, .причем особенно эq,фективныi{ метод оказшвается при боль-
шом числе Фигур.

2. Перебором вариантов, отличаешихся только одflоfi пароit,мошно
такше на 25+50fr yMeHbiID,rTb время счета одного Варианта, если хранить
в памяти ма,Jгt/tны л9раметры псстановки фигур в исходном Bap;,taнTerT.K.
часть с,игур в вариантах иьlеет одинаковше параметрц.
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О рациональноl, ра эмещении геометрических объектов II

Таблица

Кlrуги гольники
-Беэ ограничения на
расстояния мешду

парами фигур

Iiри
наличии
ограни-
ченttit

Беэ
ограничениl't

II.Чис"lо 1игур

2.IIlирина полосш

З.Число просчl,iтан-
нь:х Ьариантов

4.Параметры слу-
чайноit выборки

а,/р;атер:атичес -
кое ошидание

б/дисперсия
5.Параметры рас-

пределения пред-
лагаемого метод9

а,/математичес кое
ОШi,tДаНИе fTL х

б/дислерсия d
16.iлilва эанятоt't

| полосы в наи-
лучцем варианте

7.Вероятность наи-
лучшего варианта.,
полученного пЁед-
лагаемшм методом,
относитЁ,льно слу-
чаitноГr вшOорки

I5

20

500

5I ,7

2,1z

50,J

2r14

46, i

I0-3

26

Ia

5о0

2?,8

I,сб

z? ,1

0,99

?,4,2

6. I0-4

50

2о

5о0

t'r 1чJ

a,9 I

69, ]

2,96

60,4

4. Ic-4

26

I8

50с

зс,5

I ,6з

34,з

l ,59

29,4

с
5. Io-J

оa

I0

5о0

I4 ,82

I,07

:з,57

о,82

Iz|2

4. Io-4

о4

о

50о

оt ,bJ| !

I,3i

аз,5

I,06

20, I

2. Io-4

З. Если сравнить полученнце реэультаты с реаультатами равнове-
роятноfi выборки :чачальяо1,1 точки поиска, го легко эаметитьrчто в про-
цессе счета эадачi,l вероятность получения "плоких" вариантов посто-
янно уменьцается, т.к. с кахдцi,! улучщением реэультата математичес-
кое ошидание получаемого распределения смещается влево. Это хороiчо
согласуется с теоретическими выводэми, сделанцшми в paбoT"*[rl, ta].

4. Распределение эначениl-t целевоii функции при равновероятноl't
вшборке вариантов моано с Heкoтopot'r достоверностью принять эа рас-
пределение всего мношества лочальных экстрелФIмов. Нетрудно подсчи-
тать основнце пераметры /rrL^ ,62 / этого распределения. Тогда
моано огносительно последнего определить вероятнос;ь получения ва_

рианта, не xyJke, чем полученныlt предлагаемым методом. Как видно ttз
Таблицы I,лля пслученr,tя такого результата в среднем Fри равновероят-
Horl вцборке требуется эначит9льно больiлее число просчетов локаль_
ных экетреltrу!!ов целевоfi Функции.

зависимостеfi
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