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0. А . Малафее в,/Ленинград/

Рассматриваются игры, в котоJых динамика игроков задается .по-'
средствош функuиit достишимости, являющи)lся некоторнм вllдоизменениеil,i

фуцкциit дсстикимости обобщенных динамическщк- cj.[cTeм [ i ]. Ло*".ывает-
ся существование обобщенного значенлiя так!lх. игр [ ? ].

Пl,сть,Х - полное метрическое пространство. ВХ рассматрива-
ются два подвикных объекта - игроки Р ц Е , маневренные способ-
ности которшх эписываtGтся посредством эадания их функциl't достиlкимс-
сти- P('X,to, t) и соответственно E(U,tort) . При этсм Функции до-
стишимости P(xrtort) ." Е(ц, to, t) предполагаются удОВЛеТВОРЯЮЦИDiИ

ряду эксиом. }Ды их перечислим лишь для функции дости*иlJосги P(X,/r,t),
для функции достишимости f 1'цrtоrt) они выпI,tсывеются аналогичным об-
раэом.

L. P(Xrlor{) определена для всех х€Х и "cex'fo,* €[Ornl,Taкi,tx,
что lo</ явля9тся непустшм ограниченflым мнсжестворi гространстваХ .

2. Partorlo)=X для всех t"e[,X,B) и всех Х€Х
З. Дпя """* lo, t,, t а , таких, чго f2 (lt < !а ,

P(xo,to,t2)= U Pбt,Ir,tr).' Il€ Р(хоr{о171)

4. фнкция Р(Х ,lor*) непрерывна в псевдометрике ХауслсрФа поf ,

то есть при, данных Хrlо.< t и€zО наГtдется такое чиелэбz 0 , что

g*(Дrх, il,t), P(x,to,t))<€,""n" ll- t,1.6
_ Напоtчlним, что пеевдометрика ХаусдорФа задается.функцлrеr't'f* на

Iмножествах пространст"а Х ХХ следующим образоl,л.

Пусть

9@, 0) = 9 ( в,а) = 
{:,{ {9 ta, Ь|

,zздесь ! - метрrlка исходного пространстваХ / и

9tA ,ь)= rr {уt", a)J,

тогда

9*(А, 8)=9Х(6, Д) = rrъах{ У'{ 
Л,В), 

у'L6, А)} ;

. 5. P(Xrto, t) непрерывна поtоrХ paBrioмepнo в люJоt: конеqно}": i:H-

тервале le[tr, trL то есть :три даriных Ar|ortr, trr€ z0 наilдется
такое число dzQ , чго

frPi х', tL, t ), Р(х, t,, t)) < €
при всяких Х'rtLrf , таких, ,.rTb!lX'rX).J, lt"-t'o|.6, ll< t<t2 ,
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|o<t,tl-rt.
Игры, которые лш обознач "" lj 

(х, ЦrТ)(i = lr2,З) , протекают сле-

дуюlцим обраэом. Игроки Р и Е начинают перемещаться иэ начальншх

поэttц;i;'t|. и соот9етственно/ в MolneHT времениtо=0, и в Mor,{eHT

BpeMeHr,t Т(о<Т.в) игра закаачивается, после чего игрок Р платит

игроку Е некоторую величину, наэываеlФiю выигрышем игрокаЕ

ltлы рассмотрим игры с тремя след/,юцд/ми типами выигрыша.

i. На про;iзведении ХrХ задаFа негрершвная ограниченная на огра-
ниченных ,;нотtествах Функция Н(хrц), и в момент вре*ени Г оконча-

нi:я i.гры игрокД глатит игроку f величину Н(х(Т), ц(Т)) ./Здесь

х(Т), g(Т) суть местопслоJкения игроков Р и еоответственно [ .TaKlre

:,iг.эы аэзываются ,1грами с терi,,liiБельныл,: выигрыJiеN: . It4ы булем ОбОЭНачаТЬ

:.y sер?з П (Х, U rТ) /.
2. На проиэведенл"Х^Х эадаЕа непрерывная огран!lченная на огра-

ниченныу i.iнo)&ecтBax функция q6r0 , и в момент времени 7 окон-
ЧенИя,игрЦ n"Po*E ";;:";;r',iriir,| величинУ

t€ LO,TJ

Игры с тэкllм выигрышем i,ш обоэначих Г2Q\rЦrТ)
3. На пэоизведении |xl эадана непрерывная ограниченная на огра.

ниченных ,:нсассгвах 0ункция П.(Х, а) , " в ti:оN.ент,вqеме"и Г окон-
чания i:гры ,,.,,о* Е получает от игрока Р реличину^|'Пr4 ./3десь

z(t)=UG) , U(t)) /. Такие игры называются игрзми'tОtrr..оч.'"*r"
вы,tгры"ем. Ь llx обоэначим череэ Ц(ХrЦrТ)

Игре Гi(lrаrТ)(j= lr2r3) антагонистическая, то есть цельiо иг-
ро*а Д в ,1гре явJIяется Nrtilиь:иэация выигрыдаl ц€ль ,.рока Е проти-
ЕопсJlэнна. З каtдыlt l;oNieHT времени игры {/ обо;tм л:грокэм ltэвестно
ЭВОе l|еСТОПОЛС)i(еНИе И [i'еСТОПОЛСjКеНИе П'JОТИВНИКа1 rиОН€ВР9ННШе СПО-
собности обоих игроков - Функции достижиiйосrл Р(Хrtо,t)rЕ(Цrt",t)
и время, остав.,,ееся дс окончания игры Т t' .

Стратегии n.pc*oB Р , Е в игре Гi(Хrа,Т)(j. /r?,3) можно
ввести псдсбно TolJty,_ *r* 

"rЪ лелается " ta] " [4l В данноГt рабо-
ть лпы исследуе!, 

"onjo" дискретноlr вппроксимации таких игр.

о ПСЛОlк1,11,1 б = бо=Т/2О и введем в рассмотрелние д;lскретнше игрш

Гj,tХо,Ц",Т)(j = 1,2,Зi [.0, /,2, 3) п", 
" _r;r|(xo, Uо,Т) протекает

след/юiцим'сбaазом. На первсlrl iлаге игрок Д , находясь в начальноft
гlэзицr:и 9о ,,выбiлрает точку 9j ". мноЁества

,ci= t (ао, to,.to r б ) = ! ui l,
а :.rгрок д ,находясь в l{ачальноГt позицилt Хо и эная выбор игрока Е
Hi ,ToI1 -iiаг9 , в сво1] оt.ер?дь, вь:б;iрает l{екоторую точку иэ t":Ho.{ecTвa

Р!,= Р ( Xo,t о, t,*6)= ! *!,l .

на k -ll JIаге, 1k=/r2r..,r2o) пгрок Д , эная поэиц1,1ю ,1грока Д - точ-
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КУ С*-, и собственнJrр поаицио lrou*l Uir-, ,/, выбирает Tou*v уr8

иэ мношества

Ej*_, = Е (цi.., , to + ( k- |)6, t,+ k6) ,

а игрок Р , эная сверх этого выбор игрока Е на данноi,t шаге, выби-

рает точку иэ мношества

'!,_, 
= Р (xL*_, ,tо+l'k-,D6, to+ kb).

На Zfu -м iдаге игра эаканчивается, и игрок Р платит игроку Е
. его вцигршш, paBHtllt:

Н (4.,. .nr. , Ц:. |r*) - в игре Ef С^r, U,,Т) i

с

"Т3-3В2,-. 
п^,U!, .rr") - в ""р" fi!(хп,ц,Т)i

д.

Lrr^'".. **, gi, У. ) в игре Гr8, (х",U",Т) .

Далее, всюду, где это не выэовет недоразумениfit, вместо индексов
фо,..d.,$о... 9. шл будем писать индексы оС. "'f. соответственно.

Все и""ро 
-Гr,,Q 

бо, ч.rТ) предполагаются аатагонистическими. Каш-
.дому игроку иэвестно количество шагов в игре и мношеств" pj.-, , tr:.,(k='lr...,2o)

Игчы Qfбо,Uо,Т) отличаются от игр Гч!Uо,ц.rТ)ij=/r213) тем,

что на k _-r, шаге (k-/r...12О) игрок Р выбир9ет .ou*y ,ц;f иэ мно-
)Еесгва pj*_. ' эная позиции обоих игроков - точки л!,r-r;* 0i--, 'а
игрок ý осуществляет cBofi вшбор, буд,чи сверх того осведошJIен о вш-
боре игроке Р , сделанном им на этом JEe iдаге.

[члскретные ""р" Го! (\,Ц rТ) отлиt|аются от игр Ei|(xo,a,,T)(j =t,z,31
тем, что на k.-м лаге (k-lr,..,2О)оба игрока Д ,r Ё проиэводят
выборш точек из соответствующих ""о*".r" Дj_, , Eir_n , tle ймея
инФормации о вшборе npor""",n*" на этом щаге.

rrгры Гr| (Хо, !о,Т) отлr,rчаiотся от игр Гi <л"rао,Т)(!- |r2,3) , т.ем,

что на 2о -lr,:лаге игрок р выбирает точкv ,К!a, из 
"*ошесrЪ" P.|anr.

no"n" u""b r,rгрок Р платит игроку Д его выигрцiц, соответствующиt-t

поэицйи tл'э. , Ц^_.,) l то есгь игрок Д не совершает выбора на
последнем цаге игры.

Л е м ь: а I. Ii;cTb лана функция tftrg) , непрерывная на про-
изведенииХХY полных tdетрических пространств fi иY и ограничен-
ная на ограниllенных мноаесгвах этого проиэведения. Пусть, далее

lДr"ll,^ lBG)J - непрерьrвнше поГ иS в псевдометрике Хаус-
дор/t.а семеftства ограниченных мношеств, пэичем Р и s берутся из

t

i

{
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lнекоторю( 
мноаеств и s полнцх метрических пространств Р и соот-

lBeTcTBeHHo S -. Тогда функции
l

l F(r, s)- sцр.. ircl t\,u), '

l хеКг) gс цФ-

| 60,,s.)=ittf sцр't(х,ц)
| че Цs) tе Д(п)

!""np"po""r, на произведении Р, xS
Д о к а з а т е л Ь с т в о. Проведем докааательство JIеммы для

функции F(пr9) ; для Функции С(rr9 оно проводится анаJrогичньlм об-
раэом. фнкция iпf {(хrЦ) , являясь инфиrr,ryмом ceMet,{cTвa непрершв-

lte.O(s)
ншх ограниченных Функциft нэ ограЕиченном мно*ес тве, является непре-

рывноft функциеfr на ограниченном ruношестве Д(П) . 3ададимся числом
€>0 . По непрершвноети функции ?{x)=!!{Jc.\,!) на всем простравст-

ве Х наl-tдется такое числоd> 0 , что если точка д' , принадлежащая
мношеству Д(t)ДД(r') , такова, что существует точка Х ,принадле-
iкащая ,множеству ДO)П ЛU') , такая, что !,'Х'rХ').d , то справедли-
во неравенство |g11<") - 9{Пl. е . А иэ определения псевдометрики
ХауслорФа следует, что для выполн?нця этого условия достатоаI!{о,что-
бы вшпэлнялось неравенство Тr(Д(F)rД(r)).6 . В силу непрерывности
семе;lства мношеств {ДСпl| 

-по 
параметру Л в псевдометрике Хаусдор-

d,a д,тя всякого ч".пЪ 6rd 
"ущ".твует 

такое число Zr0 , что, как
тольfiо !(П'ril<2 , так сразу ше вцполняется неравенство g*.Д{r),Д(il).

<d . Следовательно, по всякоlФi €zO мошно наfiти такое число

е? 0 , что, как тслько !(r|П,lr2 , так сразу ше

l sup tпl .!(х,ц) - !h|,l i!Io,t6, !) ] 
.с .

| хс д(п) !с 8(s

Аналогl,tчным образом доказывается непрерывность Функции F(t''rS) по

bcS
Л е м м а 2. Игры Гi|tХо,Ц,Т)( i = l2r3;j, /,2,Э) обладают си-

туациями t - равновесиi при всяких Хо,Ц€Х и всякомf2а;qунк-

u"" Vо!(Г0 (Хо,!о,Т))(i./,23;j.|Q3)непрерывнш по Хо,Цо€ Х ; при

всяком tL ?l0 справедливы HepaвeItcTBa

VоtС,|"(ь,u",Т))< Vое(БiО,{лr,u,Т) U=/,2,з). /l/
i о к а э а т е л ь с т в о. .]окаэательство существовааия ситуа-

циft Е -рэвновесия в играх Гr! (мrЦ,Т) ri.lr2,3;/= /,2,3) мошttо проъ

вести аналогично докаэательству теорешл Цермело - Фон HefiMaHq для
игр с полноt't информациеlr. i/lы его опускаем. Неравенства ,/I,/ непосред-
ственIIо вытекают иэ иэвестного соотноiдения

бuр ,п1 f 6,ц) 1 iп{ ýuр !(х, g) ,
хе Д !с8 9€6 хс Д

справедливого всегда, когда имею'1, смшсл выра.Еения, стоящие в обеих
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/з/

/4/

частях неравенства
Выпиiдем Фу"*ц"о""пьные уравнеir,:я для Функчиl Vat( Гч|{Хr,gоrТ)) ,

\а t ( l,,6 ( х о, U о,Т)) = i|,!!i {. o:.V 
о е ( l,| 3 *,, а1,, Т - 6 ))

vo е U;! t х*r+ r, 6kc,,T- 1а 
+ t )6 )) =,,s u,|t,, \- " ц:Цr,{,_|Ё!,''п-,Uц*), 

/z/

va е !i! ( х 
", 

u.,Т )) = m tп 
{ 
g{х,, л rili; t! r:"Va 

t (|,s i х л,, gj,,Т - ill.

vа е { ц 16 
( Х" 

r о_ t, U.Fе ц,,Т^ 
Q "- -t)6 ) = mltz 

{ 
g { x a.2o- t' Цпrr,''

SцР _^ iП{ _6 !(Хаrа , g!r.)J ,
!q"eЕi2r, rnun'Pnro,

Vo е [, ! ( х 
", u", r' =ui,!!i. r[!, 

о1,{ 
r r* n,, uз,). + Va t с,! 0 л,, цJ,,т- Фi

Vа t ( Г з8 
(х n ец t 4е о-,,Т- G r rо' = 

ii! r;r", {^, о: r:( ^ 
n, о, оа.) .

Ilегрерывность функци r, YоеtГN 1Хо,ц,Т))(j=/,2,3) ло Хо,!о€Х
следует и9 утверjsдениl't лемtс,l I приtленитель}tо к правцм чес,гям соот-
ноuениft /2/
*."r""" PJ*, с!_ ск=о,.. .,2rl) .

- /4/, являюiцихся непрерывными функциями Hafix{ ,и мно-

Аналогl,rчным образом выписываются Функциональные уравнения для

и докаэыЕается непрерыв-

Л е м м а З. При всяколl целомZ >.0 справедливы нераванства:

i Va е ( ф ( хо, 9о,Т )) < Vo е С |!",, 
( х о, lJo,T )) 61 = /,2, э )

Vае( фrх,, цо,Т))r, Vое (6.?" (хо, Uо,f) Q = 1,2, 3) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покахем справедливоеть перБого иэ

Hep{iвeHcTB какого-нибудь-Фиксиров9ннсго7 0стальные неравенства
докаэываются аналогичншм образом. Пусть в ревультате выбора опти-
Ma.;bHoli стратег!rи в игре Гf tXrrlorT ) игрок € nonyi"", гаранти-

рованныГt выl{гршш - величину UаtG?(хоr%,ТD-е. При этом оптималь-
Hofi страте""",', 

".рс*а Е я.вляется Ъо"п"до".rельность

€: t-*,), ф Bt,^*),. .,ф(^t,,..,*.) .



СуэлlМ класс'допустиr4ыХ стратегиl't игрока Е в игре ф'(аоr9оrТ) ,а
им+нно: допустим, что он польэуется лишь стратегиями вида:

u!,,, ч!!,, а6:;, ),. .., oti,(^::,,,. . . 
| ^*;rl,..., u!;;, сх!;;.. .,{:)

VаСtЦr6"(Х"rUо,Т))-е , откуда и сJJедует справедлшвость требуемого

:ie равеts;с тва.
| Теорема I.
I

l On уое(с!*(хо,цо;Т))= llrrz.t/а!(Г2|'ао,ц.,Т)).,/5/
| 

4+ф IL+B'

_ До ка зател ьс т во. Рассмотримигрц Ц!;{ХrrЦrТ) ,

Гr{"{Хо,ЦrТ) .Нетрулнс видеть, что всякоl't паре стратегиrt (919)
в !tгре ;|^ (Xr,tl.T) с"оr"еЬсrвует парЬ стратегиfi (g', Ф) в . игре

Гrf"tХо,Чо,Т) , являющаяся усечением лары (С7,Р) на последнем

цаге. сбозначим Ф.у"*,r"п выигр,.ша в играх гr{*{хп,gr,т)" ц';6о,g.rт)
через К, (9r9) !l соответственно Кз(9'rР'),. Тогда, очевидно,

кr(9,ч) < кg(9,,q) *lн(^!2о, 
Ц. )- Н(4r., g;)l.

Негрулно в!lдэть, что гри этом он гарантирует себе выигрцш, равныfi

,i, следовате,lьно, справедJтtrао аеравенст9о

ча!(ц|" (хо,Uо,Т))* voe 6,i,(хо,Uо,r)2 *

,, 
lr({_, ц)- Н{х!r.,ц')l.+ Sцр

gсЕQ,Ёr,7-6)
sчр

ц'€ E(y,to,

Перепишем /6/ для игр с други).{r, ttачальнцltи данными:

voe qf"6о,U!,,Т)) < Vоt( г16:{хо,{,,Т))*

+ !цр sцр 
lHB!r., ц) - Н (х:r^, y,)l..

с. Е u!,,to,T- 6) g'е f i g, to r 6 j

По псс,гроению Mitoшec 
"в" f Q! ,lo,T-6) справедливо г.ключение:

Е(gj,,ц:i- 6)с Е (Uо,tо,71,

и в сr:лу огреаиченностл Функции lЧ на огi)аilиче;{ных мltожесгвах спi)е-
ведливо соотнслен,:е:

vae ( Гr!, l хо, {$,,Т 7) < Yd 1 q,а" ( 

^ 

о, Ui,,Т ))+

* 

о, !rt!,r,,r, u.ftf,,r,,6rlft 
0'^"^,'JJ - Н(х!"", ч,)!, /si

Из определения игр Г,,l'tХо,ц,Т) , \,6n(xora.rT) вытекает

I

/6/

а





,r:I"-!*r-,- 
th;',- ,

Покашем, что обобщенное аначение иiрш Г|O\оrU.rТ) одно t4 то ае
лля всякоft такоfi последовательности раабиениfi .

Деfiствител,ьно, допустиu, что наJUIись.две такие последовательнос-
ти раэбиенuП [dпJ tl=lr2r. ' , {а^]п=|r2r,,. , что соотве'тствlrющие
им обобщенЕце эначения игрш Гi(Хоr!оrТ) раэличЕш; Обовначиrr их

дJrя краткости Vаtti(б"J)) и соответственно Vаl(0(б*J1) 1 по-
лоЕt4м для определенности, что

Vае ( гj ( [a^}D IYае ( гi Uб,JD .

0чевидно, что в этом случае наftдутся такие Horrepa /lr, ц klLl , что
справедливш неравенства

' 
Yае 1гrr(d.,D " 

Yаt (Бj (6*))z
> Vае(гr1 (боrD,,Vаt ( Ei Gn,)'1.

Сбоэначим qерев 6^, п, раэбиение ивтервала [0rTJ
леtrцrпами как резбиению 62, , так и раабиенип da,
ведливо следуDщее неравевство:

Yае (Gi (d-,o,'D< Yае (гr, (бо,D,

Yае(пj (d*,)),< Vа'с(пl (б^,о,)),

откуда получае.l неравенства

Yаt 1Г", ,'6^, n,r) . Vo€ ( Гli ( С* о" )) ,

гротиворечадп,tе HepaвeнcтBatr, приведеннцм в лешше 2. Следовательно,
нsше предполоrение неверно, и обобщенное эначение игрц П(ХоrЦ,Т)
не эависит о1, вида иамелhчgющеfiся последовательносr" 

""r"р"" ""[QT].3аметиш, что условия, накладдваемце на динамику игроков, моано

несколько видоиэменить: в качестве звачениfi Функциft достиJЕимости'
PBrtort) " Е(Цrtоrt) допускать проиавольнше подмЕо8ества про-

странства ,( ,.н8лошив на Функции 9, l, Н условие ограниченности на
всем пространстве Х r Х вместо огрениченности на ограниченшх мно-
хествах.
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