
У i,l вля ик с0 Ан ссср

где

ý 4. Обцие cвo,-tcтBa l.:HoKecTB F"(Х", U).

Кек riал.ли установлено в [r], " "nyu." систеЕц /l.L/'
7(ц = д(D7(rc-17, $(фi(ru)'

мвоsе_ство FобОr(/) управляемости в fro эаlZ шагов связано с мношест-

"ом 
Sr. BiU) дсстижимости из нуля за u iцагов соотношением: I

FпГх',lJ)={к, L(r,-)7=7zZ;Ze5o@,U)|, /4.1/
где

L(tL):[7,{о),.-,Vл@l}=д@)А(п-i...А(0, /4.2/
а мнохество So(arU) является замкнутцм вшпуклым MHoiKecTBoM,, принял-
лежащи!i гиперплоскости Р(П)е Еm .

Следует раэличать три сJIучея, определяющих вид множества FпВ:Ц)
; .del l(п) + 0 i
z.del tin1= 9 ,, и rаru!{4G),... ,Z- (п),iЗZl, rоrъ|l(п) лля

ZeSn(j, ц) ;

3-detL(rc) =0 , ,l сJiцествуэт такое непустое подмнокест"3.(бrll)
мнс)шества S"(J,lJ) , что

гоч|П (rt),...,Zл (n),lLZJ=rany 7(п),uля z еý *(б, u).
З I-M случае мношество Fo(/o.U) прелставляет зэл.iкнутое выпуклое

M}l оr(ество

F,.(хо, цу=[г'i,о)(к'-z),zеs*_10,U| , /4.з/
котороэ имеет ту ке раэмегýссть, что и SoPrU).

tsо ?-м саучае.
Fo(Xo,|J)= l\,

"да д -пустое MHojKecTBc.

Ьаконец, в З-t.; случае

Fобiч) .- р"'' Ф F:(''(xiU), /4.5/

(п)L

,

rп- rал4 L.'a,)

7, Я = /_ tj ri(rc)
i=1

L /4.6/

причем Fr lп)+drFi,@)t\r@) при [ * jz ,

_ tfll__ F; (rc)J 4 (tt) i j =t,..,, m- rоrcgL(п); t,=/,...,fr),
а Frc'"'iХО, Lt ) является заI:кнутым r.:Ho.{ecTBoM, принядле8gпIим подпрост-
,l,.,'

об
р

Донная статья явля9тсяrпродол8эние" статьи[l].ts неП испольэуются,оэначе!Jияrпринятые вLll,и применяется общэя Нумерация Формул и па-
,аграфов.



структура лшошеств .yп.равляемости и дос

Ранству lrl
(п)L XiX=

Е
il4@) сf^,

]G i4.?/
так что

dim г,!'''(Хi !J) < diпъсL(d= r,оlч L(rc).

Очевидно, что если dеtД&)+0 лп, ke|t,..., по| , тоdеtLlп1+0 при

rL€[{,,.|П.| , причем,Екаково бы ни Оолоzе/r,. -.rп,|, '

FoGiu)=[t,l(n)я" ZL-'(k)B(k)a]Ф Fо(D,V@,U)), /4.в/
где k,l

Fо-, (б,y@,u)с Fо(а, y@,u7), /4.g/
-ael)rV@,,ll) имеет смшсл, укаэанншl-t " L I]

Иs /4.8/ и /s.9/ следует, что для l1 rъсrcо F"В:U) поJуqается в

результате паралле.льнсго пэреноса расJмряющегося мношества Г"(бrvаrlJ)).
Бслее того, если для iocl|r...ro-|l

, dtmFо,(а,V(d,,U))=m, /4.1o/
то при lъе lrl'+f ,... , поl

Fо(О,V(d,(l))=Fп-,0-,у(а,tЛ) U_ Оо(7,v(а,U)) /4.1|/
хе Г Fо_, (0,V (а ,U))

Так :<ак

Fп(О, V(d,ч) = |- t-'h)z : Z е so (а,V(а,U ))|,
причем 

ft 
t

9Jx,,u,у|to[x"*f г|кtвнаJl Ф so (о-, y@,(J)) 
,

то ддя rtс{t,...rп.|аilii.FоG',|J)=сlrЙSоlяr,U),*"*о"ы бш ни ошлиХ|хо€Ел,
приче[i

dim Fр (-xo,Ll) >, dtm Fп-, (ХО, U)
для всех ХО€ Ел , то есть при Пс|tr,,. rrc,| раэмерности мЕо]кеств

9o(iorLJ) и Fп(Хоr 0) 
"о"пчларт 

веэависиtJо ст полошения точек хо
=ои Х- и являются неубывающими Функциями от /L

Есллt iKa dеtД(пr+1)= Q , то тогда дJrя всех пzrcобlф161,Р и теш
Салд!м при lLz rco возмо)Ены лиiль ?-ft л З-Гr случаи эадания мно8ества
F"(Xo, U) . KaKoit иэ этих двух случаев имеет место при задан-

tlых/l7lzо чхЪЕп , зЬвисит от того, принадлешит ли тоqка ХО мноше-

":"' п. (U) = |) gn(x , tJ)
-хс Е,rz

достишимIJх состояниfi сиетемш /1.I/ после/tr шагов или нет. Это мпо-
жество прл detL(n)=O имеет вид:

NоU)=6L(П) Фg"(б,LJ). /4.12/
Очевидно, если

a



. R'ё Ho(lJ), /4.|з/
то F*(-|', U)= дrто есть ишеет }iecTo Z-it случаtl . 3-1*r случаft вцполняет-
ся. при dеrL(п)--? тогда и только тогда, когда

i"е N*(0. s /ц:ц/
В частности, прI Ь(к)--g.фпSt,дG)=д=СОпSt , глеdеtд- 0 , rвi.
IecTBo . z

- No(u)-6L(rl* (Z;*)ва Ф s.(б,y@,u)), /4.15/
lco1

"деdе LJ s sп-,(б,Y(а, ч))Е gо(б,V(Е, ul)n

ditпG"n) <- d'trъGL(а'о < гап.хА, '

сlim So ., ( б, V (а, U )) < ct irп S^ ( б, V (а, t])) < r,ап1 Д,
Причем наitдется TaKofi номер ft, па l что при lL>lft

dim-soG,U)= dirп. sft (б, U),

dimбL(пl= dimGЙ)r.o.
Очевидноl что равенс тв9dlmёаl= о вцполняется, если чатриuаА
нильпотентна,то 

""r" Afi= О . В этом случ9е мя П2/ Е Ho(J)='+(6,tJ),

Как rщ уае укsзывали [t], авлач" оптимального бцстродеltствия
Для систеrд{ /1.1/ эаключается в отцсканrtи такого допустимого управ-
Д.эния, которое переводило бш управляецуD сиетеtry из начадьного со-
стоянияХо в нgперед заданное состояние rО . Очевидно, что для су-
Ществования решения аадечи оптиt 9/rьного бцстродеfiствия при эаданншх
хо, и Хо необходимо и достаточно вшполнения условиlt:

ToeF(Ror(l,), /5.I/

приче l, и э вшполне""" r"j";' |!: i ru !;".\ует вцполнение усдовия i? .Zi
и наоборот.

Не умаляя общности, будеш считать, что точкоfi ХО , " *оrЬру.
следует перевести сиетеrry /l.V, является *ou*" 7

Представим F(OrU) в виде объединения непересекаDllDtхся шHoEecTB:

- F(d, u)= 0Д, @, U) , /5.э/ ,

гДе аэо

Ао(с-, U2 = 6,

п-,

ý'

bo(o,Ll)= Fn(O. Ur\ !!"r*{б,tl) (п, 42l... ) /5.4/
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В случае, когда0€ U, вырешения для F6rU) " Ьl(бrU) при9Оретают
очеЕь простоft вид:

Frc,U)= tttп Fп(O,LJ),
, |L'а

, Ао (0,0= Fо(d,LJ)\F"-, @,U) .

Пусть неш яэвестно, что

х"€ F(о-,U). /5.11 /
3начит, наftдется одно и только одно мвОшествоДп(OrU) , такое что

iпва.эеладво еrрдую*1" 'О" 
(0'U) ' /5;{l/

У т р е р 8 д е н и е 5.I. Если для данного Хо вшполняется ус-
довlrе /5.{ / r-то систеrry /l.|/ моfiно перевести иэ состоявия ,rо в

9Остояние 0 ва ш}tниliальное число тактов управления, равное числу
N " ф" атоц для постоянных Д(К) 

" 
6(к) управдение ЕОO)r...,а"Ф)явля-

ётеs оптirЕльвшм тогда и только тогда, когда

г
Xircl=A-b * /t'ЪаОlk)с F"__ (O,U).

k.r

/5.5/-

/э.s|/

15.6/

, Иэ /5.6/ следует, что оптимальнцм управлением является лDбое

УПРаВЛеНИеrПеРеВОДЯЩее СИСТе}ry/I.I/ на ка:rдом очередном П. -м шаге
в t]рои8вольнJrю 

.точку 
мноЕества

0 п(хо,б,U)= Sn(:xo,U)П Fn-.O,LJ) . /5.61 /
Так icaK S-li.rU) - эамкнутое вцпуклое мноаество, прлчем пересече-
ние F"_,. 6rU) с проиэвольныtд эамкнутшм вцпуклцм мношествоч такае
является эамкнутым вшпуклшм мношеством, то следовательно, и мно,кест_
во QrrfforOrU) такше 9sмкrrутое вцпуклое, а тем самым справедливо

l 'nBe ршдение 5.2. Вслучае эадачибыстродеfiствия tдно-

|шество оптимальных управлениfi при постоянцых Д(k) " 0(k) лиОо име-

|ет шочпrость континуума, либо состоит иэ единственвого управлен}rя.
Волее того, riношество оптиliшьншх управлевиfi представляет со-

боfi aarrKHyToe вцпуклое одн,освя9ное мноаество в пространстве управ-
леншft на N riагов, являDщемся топологическим проиаведениеш прост-
ранств Es

следует отметить, что в оощем случае проверка справедливости
/5.I|/ встречает больiдде трудности. В дальнейшем нами булут ивло-
Шенц отдельнше приемц для приблиаенного построения мно&еств Fп(бrU).
В то ше время rдо8но укаэать достiточrше условия существоваЕия реще-
ния эадачи оптиrrаrlьного бцстродеftствия, свяааннше с управляешостью
систешц. Деitствительно, имеют }tecтo следуDщие утверlдения.
l Уrве рIде.н ие 5.З. Дтя того, чтобш-аsдачаоптимально-
l
lго бшстродеftствия в точку о бшла раэрецп,rма для любого начельногоl_
|состояния Хо , необходиliо и достаточно, чтобш система /lrl/ была
управляема в точцу 0



о

У т в е р ш д е н и е 5.4. 3адача оптишальвого бшсТродеftствия
иэ Хо в IО разредммя для проиавольных Хоr-хО€ Etz лuшь в том cJry-

чае, когда, система /|.L/ абсо,тютно управляеDба.
Обозначим через l/(U) мнохество

!!""oru) =,Иý (х , u )

таких точек ХО , э8цача быстродеltствия в которшq имеет решение хотя
бы для одного начального состояния Х! .

l Из утвершдения 5.4 следует, что для абсолDтно управляемых сис-

[гем Г?(U)=Еrо. ![ношес во M(U) совfiадает Tarcтe со все},l пространство!'l

lЕ* и в том, когда dеtД0)+0 . В то 8е вреrrя иlrеет место следую-

|*"" ,r""о*""r".
I V т ве р8де н ие 5.5. Еслидля Bcexrz>l dеtД(п)=О, то

I r"о*""rrо lY(U) является собственным подrд{оцёством пространстваЕ-.
Следует отметить, что Фсршryлировку утверцдения 5.5 нельэя су-

щественно улучцить, так как Ьистема /I.1/ абсолютно управляема,если
S?furЕG)=Е ,Д(п)=А' np" hc<fu<tlr+|)r< Пg.1-2 ( €-L2,... ) l гд€

fu*=a<-i , причем всq собственнце числа !.атриц Д(tЪ) по модуJIIс

меньше единицы м, псРr,{пе+ur+lr.,., rcrrr- tJ , а собственные чис-

," ,"rр"ч Д' леJкат на единичноft окрупности и не равнш I,.

ý ё. Управляемость в вуль и абсолютная управляемость

Укашеп ряд тёорем общего характерs, свяэаннцх с вопросами упр8в-
ляешостrr в нуль и абсолютноl't управляемости. При этом булем пред-

полагеть, что

S=|ftl6(k)=Е,dеtД(k)+0 1k=f,2,...). /6.1/
Т е о р е м а 6. i.Если Fри выголнении условиlt/O.I/нихниl-t предел

/6.2/
np"u"nn б является ";?;"o"::1ll"; мношесгва U , то система
/!,.. I/ управляема в TouKy б .

Д о к а э 8 т е л ь с т в о. Так *а*6аU\ГU, тс паltдется та-
кое доЪтаточно мадоеtzО , что С(6';е)<U . Иэ справедливости
/6.2/ эаключаем, что наltдется такая псследовательность {П*| , ,л"
flr-*, для котороП bzll L@*ill =0 . Следоввтельно, для любого

_ К+Ф
ХоеЕ^ сJпц9ствует k= k(F) , для которого точка L(rъ*6,)7,о€С([iё>
Если теперь вшберем доrrустимое управление й(0-...-TL(rzKrRs- |) = 0,
i(lс"с1.)=-L(t"rсl"йо , р в силу системы /I.I/ на Rr(Fo)-M ,да-
Ге булеЙ и!Jеть 7,(rсц64) - 0 , чго и требовалосв докааать.
l Спедс твиё o.r. Если матричыД(а)=|=СОПStrS=tпr8(0=Е

l" все собственаы" ,,""n" l1 маrр"цr, А по модулю меньше I, то
|приýеUIГU система /1.1/ управляема в нуль.

З а м е ч а н и е 6.I. В общем слуqае при вцполнеtlии /6.2/ од-
нородная систеriа, соответствуюtllая систеi,,tе /!.|/ r. мошет быть и не-



сматриваемшlt цроцесс управляем в нуль.
3 а м е ч а н и е 6.2. Непрерывншit аналог теоремы 6.I формули-

руется следующим образом.

З"rо 
дан управляеlшl't процесс

/6.о/
гдеа€ L) / tJ -""**"rff";jjiI;1;,"" ть ивЕlпl. обоэначиш через
Д.(*) Оундаментальное решение оДlородноit системы

# = д(t)7 , /6.ol /
нормировsнное в тоqке i!О(ЦО)=t)

Утверш,дается, что сист.ема /6.О/ управляема в нуль, ""n"iЦltt(til=l|rТe U \ ГU ' . оказь:вается, что подобное утвершдение неве_р-
HQ. Деlrствительно, пусть /6.о/ имеет вид:

t

где lцl ( |, s r,,rrt :r:^f:"::"" 
"""о.о""',оdункция, удовлетворяющая условиям:0.z(il <Ф(t)+ U(t)i

/
zl rc+,t
\

Ф(t) -попоjшительная
мая функция, причеDi

,Lб о - rу ) = О 0 -, - ffi1 + п + | i
, монотонно убывающая непрерывно ллtФSеренцируе-
интеграл !Фttlаt сходитсяj

[ , ' no" trfo,.r,-,?-rrf, ,

| о-, при fc (о-rf-4r,п*t).

. /6.ох/

дифФеренцируемая

Y(Ё) =
е

В случае уравнения /В.О*/ область управляемости в нуль

i(о,u)- (Г#,,i#r,)п*,



является следуDщее утверIдение i если9rfЙ , B(k): Е, ofB, U S Чtll *ltЦф
.0rХ'€ U\ГU, то еистеша /1,I/ упрашяеша в точку ХО-.

Предполош,иш теперь, что систеша /|.t/ ишеет впit:

Х(п).Ах(а- 0+Е(п) /в.э/
и нулевое решение систеш[

V(п)= д7(п-О /6.зl /
Устоttчиво.
При aToll ишеDт цесто слелуDпs{е теореrщ об управляешости.

| Те о ре r.a 6.?. ЕслиOСU\ГU инулевое решение систешы

l/6.3 / устоftчиво, то систеша /6,З/ управllяеriа в нуль.

| Те оре tra 6.3. Еслинулево€ решение систе}.ц /В.З/ ycTott-

l*""o n собственнше числа матричш Д и}rеDт вид: rtg= ei% + l , то
l
Систеша /6.З/ ебсолптно управляема

Д о к а а а т б л ь с т:в о. При докааа!ельстве теорешл 6.2 и
6.3 шл будеш испЙъаовать следуDцие очевиднце cBoltcTBa шноiесгв,

Fп(F,о,LJ) ч F(Xo,!J),
С в_о fi с т в о 6.I. Еслиаэ U, то Г(Хi 0)Э Г(7", tl),

Fп(Х'rO)э Fo(xo,Ll) . - -'

С в о tt с т в о 6.3. Если сlцествуют такие 7iаЪ Е- r€тOrчто

С(Е'rФсU, П (х,"rс(аr€D. Е^ , то,систеuа /6.з/ абсолlстно- ЕеЕа
управляеша

Не ушаляя обплtости, 

i"-_тл]]],Ёi ","

_ l t /6.4/

гд9дj 
Q.,|,..., r) "-":- Lg*i*'l",on"",,n блоками соответст_

Венно рOаlдерностеtt llLi"lr|йi = tп , , и к9цдая матоича Д; цли

имеет собственнtле числа, кот
64 /, uлu является матрицеlt

l gЕ,siп9]
l- |[rч9, СоЩ l

или состоит лиJJь t{a одного элешента 41 , равного либо I, либо - I

/типш аз и о(q соотвегственно,/. При атом вшполнение условиit тео-
реrш 6.3 воашоано при наличии в магрице лишь блоков dg и drl

Так как U - за}iкнутое вшпуклое riношество 
"" Еrп , прii!чем в

т4ореше ul .3 предполагается, чтоб€ U\ГU , то tta основании cBoftcTB
6.I - 6.з и следствия 6.i rщ шощеr. эаклDчить, что для докаэательст-
ва тэсреu С.2 u 6.3 достаточно их доказать для следrDцDIх трех слу-
чаев.,

.{еltствительно, если !rш докацеш, что каково бtл ни бшло{r0 ,уРвв-
HeH/le
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х(п).- х(п- t)+ II(E) l /6.э/
прпllЙll < € управляе!{о в нуJIь и абсолэтно управляешl уравнение

l(п) - -х(п- t)+ ц(tъ) /6.5, /,
и систеша ,/при тош te ограничении на управление/

Х l (п.) = l\t (п - |)c}tt!+ lrс(п - t)tin9+u, (п), 
/a.5,1 /, х2Qi=-хl@,t7эlп9+хе(п,оФr9+uz(п)l

где yt ColLst , причеri g +2kfr, то Teli самцri Oiry, полностьф доке-
. эанrr теоре!{ц 6.? ч 6:3. Управляеrrость в нуль уравнеiия /6.5/ следу-
ет иа cBoficTBa 6.2 п р8вёнства

Fn(o,{lut ,€/)= [-rcе,,9р1. /6.в/
Так как в dлучае уравнения /6.Э'/ пэwПzff и}iеет шесто вклDчение:

Fn@,lu-at" el)z[tat-rce,rc€- tatJ, /6,6'/
то нБ основании cBoltcTBa 6.3 ааклrчаем, что уравнение /6.5/ абсолют-
но управляеrrо.

. В случае систеriц /6.5l/, каковн бы ни а"r"d.,УýF|)"Ее[О,ZЛ],

точка

(::, - : #i -;:;)) е Fb (0, с а, е))
Езt

и ввилу вшrтуклости F,{|rС(аr€) lпри z >

, . с(о, еп- 1fu )с г, (0,t(a, е)),

Так как ОеЕ2 ц€>О проиввольнш, то на основании cBoltcTB 0.2
и 6.3 ааключqеrr, что система /6.5'|/ абсолютно управляеца. Тец сашлш

теоре!л{ 6.2 ч 6.3 полвосtьD доказанц.
3аrrеq ан ие 6.4. иэдокаэательстватеореш6.2 ш6.3сле-

Аует, что в случае, когда систеuа /6.3/ устоttчива и шатрица Д ише-
еТ ВИД: 

^= [*ri,] , /в,ц|/
4

где квадратная riатрича Д1 раsriерности д'. ишеет собственнше чшсла,

которце по молулю rrеньrце или равнш единице, причеш не.равнш f'9 ,

гле Р€(Оr2Г) , " ,"rр"ч. fg ишеет собственнше числа лиль вида

}.g.giOr* 
' , то систОrrа /6.З/ управляеша в точку | , "cn" 

наltдет-
ся такое€z0 и такое эа!lкнутое вшпукл9е шtошество U uа Еп_пt ,

что
t

[fur,,.., ць,): l щ- х| t. €l* 0g U.
Очевидно, что если систеша /6.З/ устоftчивi, то всегда с поцощьD не-
особенного преобрааования ее шоIно привести _к Taкolry виду, irогда
r,атрича Д удовлетворяет /6.4| /.

Преrле,чеrr переitти к' исследовен}lD областеtt управляеrrости дJlя

2!
€tFg;q1



с исте [t

R(п1= Д(d7(п-t) +й(п), /I.;},/
гдец(п)€UсЕ2о , yKajKeM некоторше достаточные условия, при выпол-
нениi,t которых система /';.l*/ "" ""п"егся управляемоit в нуль.

Так как в случае систеr!ш /|.|*/

lR@llF=[Ah)A*OL)к(п-oJX(п - i+Z[Aъ)Xш - oJar"j- lE@llt2, /6.? /
где матриц" At - травспонированная rиатрица А , то

z(п) >,.оо7(п- t)- 2hrlЙ, /6.в/
где,
' Z{пl =ý (б,sа (7о, L/)), /6.Bt /

9rДrУ) - рэсстояние мехду мношествами Х ,п,Y , ,I

z|o)= llI.oll22 / 6.8'l /
ап= miп 

' 
>0,

dес(д(пlда(п)-tЕ)=0 7

- fn = rt^ llДr(п)Е ll ,

Teopervia 6.4.Если

щ /6.9 /Б ,tl
lL+a

t*< чп ' /6.Io/

то
х

F(б,ч) =rl!,orttJ),
/6.II/

l"o" Лl конечно, 04 - конечно - свяэнце ограниченнне мноdества иэ

| Е* , прr,rчем ilс,U)ПOеr(!)= Д при (1* t,
Д о к а а а т е л ь с т в о. iiэ /6.Э/ следует, что наfiдутся та-

кие €r0 il lL'7. / , чго прu П >. lL*
lL

П ,r r, (l+ €)О . .. /6.Lz/
Легко проверить, используя /е.В/, /6.'iC/ ;ц /6.i2/, что выполне-

ние HepaвeHcTBat

z(o)>,[ry' о^|,,д::,, 
ff\= 

f'(c, e),u.,,,
влечет за собоil справедливость неравёнств

z(n)> ЧrО (п=0,/,2,... ). /6.14/
Иэ /с.в| /, /6.в']/, /6.1з/, /6.14/ и олределения MHoJEecTBa F(O-rU)

следует, что
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Следс твие 6.2Если вцполняDтсяусловия теореriш6.4, то
систеr.а /1.1|/ неупрашяема в лDбуD точку fro

С л е д с т в и е 6.3 Если у системц /6.3/ все собствевные чис-
ла ,rвтр"цы Д по !rодулю больrде единицц, то приtt афу| ZеIJ\ГU

Fо(O,U)-(д- дГrаФ F6,Y@,U)), /6.16/

"де 
F(Orr@.rU)) является открцтцм ограниченнцм односвяэншм MHoIecT_

Bori, удовлетворяDщ}rr, предельношч соотношениD

0iп .Fа(O,Yб,U')) -- F(O,y@, U)) /6.I?/
пl,аэ

Поступила в редакцию I2.3.19?Ог.
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