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В статье расс!rатривается подход, поаволяDщиft эфФективно исполь-
зовать принцип максишryма Понтрягина для решения оптимальных э9дач
в случае особшх и дистретншх управлениft.

ý I. Оптимальш{е эадачи с. особыriи управлевияlди.

с

Рассмотрим задаrrу оптимиаации непрерцвноft систеlдt

#. rr^rn +г(х)- F(х,w), l(0)=Xo, 0с {вТ ;

#'= E(x)w * |,е(х)= foi,w) , х,(0) : 0; t

/l/

/z/

/3/W€Wi
Хо(Т) = mл_х; /4/

где Л . (Xlr... ,bn) - вектор-столбеЙ Фаэовых пере}iенных, tV=(Цr,..,W-)
- вектор-столбец распределенншх управлениlt,, (! - матрица раэмерно-
стипхlL. fiля простотш иэлошения мш ограничимся случаем свободного

правого конца.
При,мевение принципа,макси!ryr,а Понтрягина[r] - задаче /I/ - /4/

приводит к условию, максиuryма:

H(x(*),ll)H,w(l))= ftL&x H(x(O1p({,wl; /5/
wcw

. |{=Fo(k,w)+tllF(x,w)i /6/

da-,Y=-рЁl1 , qP)=O. /7/
d+

Сопряшенная'переrrенная (Р рассматривается как вектор-строка. Так
как Н(Хrдrw) лцнеfiна относительно W :

Н= o(x,(p)w * ЬO,чl) , /S/

то ftLLхН при @*0 достигается на гравице }У . Если rеа'=0 Hs
wc ly'

[O,t] /илч на под;цнтервап"LL1,1rJ ивтерваJtа [OrIJ /,'то иtiеет
шесто случаfi особого управдения.[аrЗ] . Особце управления qасто,

имеDт место в линеfiвцх ,/относительно управленuft/ системах. a I nJ,
напришер, покаэано, что в эадаче оптимаJIьного распределения хладо-
агенте в химическош реакторе оптимальное управление является осо_
бtлм. В посдеднее время интерес к особвrr упрашеция!r воэрос TaKIe
в свяэи с теш, что в случае скольэящего ре8и}iа[UrU] оптиriальное
управление дJIя расщепленноit аадачЙ всегда окаацввется особшrr. Вве-
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дение ше в рассмотрение скользящЙх рехимов практически снимает проб-

леlry существования: в то вреrlя как оптимальное управлен,lе в обыtlном

смшеле существует далеко не всегда / и требуются специальнше усло-
вия для его сучествова+tия [ U l Z, оптимальное управление ;<ак скольэя-
циit реtим существует практически всегда. В случае осоOого управле-
ния }словие макси}Фrма /6/ вцполняется тривиально и не мошет слушить

для определения оптимального управления.
Поступим следуюцмм обраэом. Введем в уравнение /?/ дополнитель-

нцГt член

dt'. *2 т_ - fA| ^ /2х/
г- 9о (x)w * го(х) - ?",, Хо(0) =0,

где W7 - транспонированншit вектор, а *? - малыit параметр.3адачу
/ I/-/4/ t{аэовеr. аппроксимирурщеir эадАчеl't /Д3/ для эадачи / i/-/4/ .

Те о ре ма I. ВАЗфункция[lонтрягинаl/ имеетединствен-
нцlt глобальншit максимум в оОласти l/ ,/следовательно, особые управ-
Ления в Аз невозмошны,/.

. Д о к а а а т е л ь с т в о теоремы легко вытекеет иэ отрица-
тельноi'r определенности функчии Н поW и вшпуклости мношестваtУ

Теорема 2.Если4,*0и w|l'ft), хо (t )
А3 при с( ý dl. , то wц)ft) есть
ность управлениlt для задачи /I/ -

В самом деле,
Иэ /2Х/ следует

пусть W(l), X(t)

xord])( х,Ф- {

максимиэирующая пос

_ решения,
ледователь-

- некоторое решение /l/ - /З/.

lw

т

I
о

т
dtw

0тсюда

xo(J)o x|:l(T) - {|,*ъ,о, ,
0

а этО и означ8еТ, что W(l)({) есгь м8ксимизирурщая последова-
тельнос.гь.

Ес;rи ly' - ограниченное L:но]fiество, то, как легко убедитьсяrпо-
еледовательность x'i)(t) содерхит подпоследовательност, l<@r|(I),
paвHot\itepнo схрдяryрсЯ кх(0. В силУ вшпуклости |/ /сu. [в] /,16) окаэывается решением ур9внения / |/ , и no X(l ) ,,о*", быть
наfiдено оптимальное управлен""й(/). Если эадача /l/ ,- /4/ имеет

единственное решение w(t'). х r*) l то x(i) (t) равномерно схо-
дитея * X(l) излошенншit подход к рещениD оптимАльншх аедач мо-
reT бцть нааван методом невцро.кденвоft аппроксимации, поскольку осо-
бое управЛение мошнО рассматриВать как своего рода вцрошденншfi слу-
чаfi, И в предло8енном методе строится вспомогательная аппроксими-
Рурщая эадача, в Koтopoft особце управления исключаются.

.Ilля решения А3 могут бшть примевенш численные алгоритмц1 осно-
в8ннце на принципе максицума Понтрягиfiа, напри}rер, метод Нtэтонв

i
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по начальным данншl, ['-'], t|етод квазилинеариэации [rO] ,n" метод
Черноусько и Кршлова [ r' ] . При практлtческоft реализации указаннцх
алгоритЙов целесообраэно задаваться сначале не слицком малшми зна-
чениями o(l ,/чем мёньше оС9 ,теш больш,rе трудности могут возникнуть
при решении KpaeBoit задачи, соответствующеt'I исходноl't оптимальноit эа-

даче,/.и постепенно их уменьцlать, испольэуя рещение, полученное при

старом оСе j качестве вачального приблишения при вовом'оС2

Прелrлучп,rе р9qультатш легко обобщаDтся на случаit оптимиэации

последовательности блоков с распределеннцt и параметраriи!(астныl't слу-
чаjt эадачи оптилrиэации разрцвноit систешл.[ Эl Z:

#"=e''tx,^r)w(^'* 
"'*r(, 

<*'2 ' /g/dL " K-ll...ri;0"l-.l-Ki

dxi*'
ат , %'*tл('))w 

(')* 
ro'*)(X 

(*') ; /lot

x(.,l1ql=9<')(x"-'\(t*-.)), k=2,..., Ni /lI/

xj"107=9o(*){r-')(!*-,)). k=2,.. ., N i /12/

х/'(92= хО, xJ"(p)= о ., /Iз/

' w(*'€ ly'* , k= !,... , N; /i4/

хо (Гr ) -- mах , / i5/
3адача /I/ - /4/ яsляется частнц!i случаем задачи /g/ - /l5/

/прц k. l /.
А3 получзется, эаменоit уравнений /Io/ уравнением

ri: 
'o..tr,*'), 

G|* rо(r'(х''\- !N*Yb/ (*' 
.

Все вшшеприведеннце утверDденIдf, дIя эадачи /l/ ,_/4/ сохраняются

в силе. Необходишо только отметить, что в точках dд появляются до_

полltительнше условия для сопряаенного вектора /см,|э| t l

q('-')({*-.)=r'-'rr-lffi , k,/,,",, N, /i6/

ý 2. 0птиlдальнЕе эадачи для дискретнцх процессов

пусть аадача оптимиэации дискретного процесса аадана в виде:

U(.)_ ;{*l4rc.-a), цt.l) , ft=/r...,N9 /"z/

9У'=/|'(9 ",'] ц'*') * Uо"-') , / lB/

lJФ)=!o,gY=O ,/|g/

trcU: Dц*р<0, /2О/
' lr) |

а{'= toox , /2|/

a

a
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лде g(r) - векторы Фаэовых перемевнцх, ц(Х' - векторы управлениl-t,Р -
матр!tца размерности SхlП . Предполагае,гся, что неравевство /20/ эа-
дает выдуклшlt многогранниr< ,/для любогоЛ , ""n"D - матрица раэмер-
ности ýrftь , составленвая'из строк Р , ддя которых в /zo/ выполня-
ются,строг"" р"""rar""rD имеет рангý /. Как иэвестно, ддя диск-
ретншх Процеесов справедJIив так наэываемцr'l дискретныfi принцип мак_
сиttФlма [ra] . Последниft, однако, окаэцвается в вшчислительном отно-
шении существенно более слабшм, чем принцип макси},ryма Понтрягина.
0сновноfi .труднос,тью, ограничивающеl't применение дискретвого принци-
па макси!rума, является воэмо;сная многоэкстремальность фувкциft Понт-

рягин'а, приводящая к комбинаторншм слошностям. .Щругие трудности
свяэвны со слсаностью нахокдения точекl удовл€творяющих дискретнол4у
ПРИНЦИПУ МаКСИ!,ý/Ма, ПОСКОЛЬКУ ТаКИМИ ТОqКаМИ ЯВЛЯDТСЯ Не ТОЛЬКО СТа-

ционарнше точки и точки локаjiьного максимума, но TaKJEe и особые
точки, не обладаюцие "удобноl't" аналитическоt-t характеристикоft [ 'nJ 

.

Распространим подход, раэвитшlt в ý I, на случаlt оптимизации

дискретных процессов. Прешле всего переt'rдем к эквивалентноfi задаче
оптимизации последовагельности непрерцвных блоков:

' 
dx'" л(*) ,

ff =!)i|,t 
(К)у(t))w'*), 

/22/
0< t.. 

'; 
k=lr,,,,N ,

q-ý:i G.'.. 
l.r(K) у 

(к)) 
w 

( *) , /2з/Г-7ош(r) 
t4 ;I lw

dv 
(*'

- 
: 1лr/

dI

dz '")

(к)

0cl<l; k=1,...,N,

=
dL

0, /25/

/2?/

/28/

/29/

/3I/

x'"tO)= f'*'(^"- "(0, 0), k =2,,. ., N,

x!"ro)=1o'*'(x'*-'tt), 0)* x!"-"(l), k= 2,.,.., N,

zB)(0)= х(''')(|), kr2r,.., N,

v(')(0)= 0, k= |,..., N,

х1')(0)= J"tgo,0), х!')(о)-- f l'to,o),

Wc l,y' : Рw*р ( 0,

xf)rr) = пlл.х ,

/26/

/зо/

/э2/

,



Легко гlроверяется, что задача /Z2/ - /ЗZ/ эквцвалентна эядаче /I?/-
/?1/ в следуDщем смшсле: если W'", x'*',X!'l УВ|7r'> удовлетворяDт

условиям /2Z/ - /3l/ r.,о ц(*] Ц''! Ц'i' , , определеннце равенствами

9"l x'*lD, аrо*'- *|"'tt)rч.(')=V(')(il, /зз/

удовлетворяDт уеловиям /I'|/ - /zo/; наоборот, если u''! ц'*', ц';'
удовлетворяют.чсловиям /I?/ - /zo/, то для w'Юе)= ц(r) вцполня-

ется неравенсгво /Зl/ и для X('i *J", n 
(Ht 

, Z (В' , определен-

ных условиями /22/ - /Ф/, вшполненш равенства /ЗЗ/. К задаче /22/-
/32/ мохет быть теперь при!rенена рассмотренЕая ранее аппроксимирую-
щая схема. В АЗ уравнение /2З/ заменяетсл уравнением

#'=|i,'-e(*),y('))y("- 
Ёfu('())7w(К) , /zзх/

Сопряшенна.q систем9 для лавноfi эяцачи эапишется следуDщI4м образом:

Qф-СОrcg| , k= l,.... /V ; /З4/

dJl(" аН* l. l l,
#,- ЁiЪ, k= l,,.. ,|!, /з5/

(t-о Bl Z 'к)

Ч =а #kВ'О(t,о)-#rh"''h),0) ,k=2,.,.,N, /з6/

p"'(t)=o, k ={r... r il, /з?l-.r(0()=0, 
/Э8/

H r = f jj>,., (z Ц', 
v "' ) w l x l +, t bl 

9 
t k]> 

(z G) vG) )w 
B) -

-t'r*'"')'}r'''' . /зg/
Условие макси!Фlма.Функчиflt Нд имеед вид принципа максиlý/ма Понтря-
гина:

н.6( *l v,o (il,w"' (t)) =отt, !о- 
G ('| v' *' 

1 t ), W G' ) .

ю г

/4о/

Поступила в редакцию I5.2.I9?0 г.
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