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P.AЛaeKcorr 

" I 
r] дJIя хссrедования дшсФеренциальнцх игр с непрершв-

но дифФеренцируешоfi во Bcer. простраястве игрц функциеfi nrr"rr,, не
приrrениш к играra качества ,/играш hипв "вшиграл - не вциграл"/пото-
rry что Функция платц. в атоц сJryчАе cJпlecTBeHHo раsршвнА.

Ана.дог атого шетода, преллоценншrt таш re, дJIя аналиаа игр ка-
чества, к соIалениD, очень часто не позволяет провести исследова_
ние игрц до. ковца. Это происходит по двум причинаtl: во-первцх, ана-
логи "полупроницаешшх поверхностеfi" существуDт не во Bceш простран_
стве 14грц, а во-вторцх, часто двиаение по TaKoft "полупроницаемоit
поверхностЙ" отнрдь н€ я9ля€тся оптимальноft 9дратегиеrt дJtя обоих
игроков.

в давноlt статье предJtоrев метод, которшit моает бшть вазван "ше_
тодоrr аелательншх направлениft", по идее блиакиrr к rrетоду "целатёль-
вцJ( направлениft" в вшrryклоri програшriировании[ПJ, и которшit поэво-
ляет рещить некоторше игрц качестЁе.

Лешщ r4 теорешц, докаэаннце ниlе,, булут по возшоаностlr иллDст-

рироваться ва диФФеренциальноfi игре качества "на вцrивание" двух
линеfiвых одно}aервцх шатешатико - экоttомических riодслеft. Исследова-
ние шгр подобноло рода ,/в дискретноt варианте такие игрц рассьатри-
вались, ['a],.[a ] / представляет и самостоятельншfi интерес.

ý I. 0пределения, ocнoвHort пришер

\

a
В данной статье рассriатрlrвается диФФеренциальная игра .ri,Byx иг_

' . роков Р п Е, описцваеiiая уравневиями, 2=tG,9z9), /v
ГдеZеZсPа - состояние игрш, gс п;- управ,Iение игрока Р, qЦсR^-
- управление игрока Е l Функция {(z r9r9) предполагается непрерцв-
Hoft по Bcerr перешевншм.

-. Следуя[ 
'J 

, }щ будем спrштбть, .1.1.9 gяr.цrrf1 игрок определяет своD
' "апниD поведения" путеш вшбора стратегии, то есть вцбирает каrGlrц-

-то обраэош r!trrнкции 9G,{) " 
q(zrf ), которше шt будеш счilтать

кусочно-диrDференчируешцши ФункцияrrиХ/ по обеим перешевнцl. Kpole
того, цц булеш считать, что состоянце z €Z l где Z наацвается
простраЕствош игрш, Р€ ФСR^ - MHorecTBo управлений игрока Р ,

9С lYC Р; - цно8ество управlrениtt игрокаЕ.Dредполагается, uro Ф u

фнкчия наацвается lq/cочно_диСференцируешоfi ,если она не ишеет
прошэводrоfi лDrдь на счетно!{ чисrе поверхностеit.
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Пространство игрц ограничивается повер*"о"r"оý? , состоящеfi иа
трех частеП, Qe , Q. , f2n . Если игра, начатая иа состояния
z(t) эа конечншfi проuецуток врешенп д{ приходит к ситуации Z(to+
+At ) € Q о ', тэ считаетсяi что игру вшиграл игрок Р , анал6-
гично, если Z(to+6|)eQ, , то игру вь,игрч игрок Е ; есаuz(lо+дt)ФJ
то игра оканчивается вничьD /то есть QrrQ, , Qо . - тершинальнше
поRерхностu пгры/.

Все поверхности являDтся кусочно-дифФеренчируецшми' а те их них,
которше имеDт paarrepнocтb (П- t) ,- односторонниltи, причеш полоIи-
тельное'направление норшgJtи то, которое направлено внутрь проетран_
ства игрш f ./шtоrсство Z предполагается телеснцrr./.

liноrество.единичнцх норшалеfi к поверхно"r"{2р оОоэначиь, frj. ,
соОТЕетсвенно, конус, пороtденнцft MHorecT"o" fri , обоанвчим Д/f !1

булеш неэшвать конусом норшалеfi,к поверхно"r" (?о . Если какое-либо
n" ,r"о*""r" Q, , Q, , Qo иl.:еет раэмерность, меньlýrD, чеш(а- Z) ,

соответствуDцрti конус нормалеfi считается пусотцli.
' В дальнеftщеш rдr булеш часто говорить о конусе норrrалеit N к тоfi

или иноit поверхности, подрааумевая конструкциD, приведенную вцrце.Са-
цо пересечение конуса N с единичноfi сфероlt будем обозначать N
Все конусш, расс!{атриваеrG!е в рsботе, таковш, что пересечевие шк

граниtlл с поверхностьD единичноft сферш в Ро .есть параметриэуемая
кривея в Рл х= х(+) , "д" 

+cf1,|f ,хG)е Ро , приqем Х(0),Ка)
Если эту кривуD, полученнуD с поцощьD конуса Л оОозначить P(ff) ,

то Jцуч, пFоведеннцl из верпшнц конуса в направлении V€ Р(N) Haatl-
вается обреэупщеfi конуса.

вlпушая эаt кнут8я оболочка дI, коryса N j наэцвёется конусом
тершинальнцх Hopriалelt игрока D . Дналогично определяются ,ковусш Ng,

ND

Преrле че!.. переходить к более слоrнцм определениям и ЪокаЪатель_
сгву некоторшх утверхrдениfi, опиiлеrr ocHoBHol-t пример - игру J

Два игрока, Р и | , аапасц которцх обоэначии череэ Х({)>0 и

lJft) >r 0 , соответственно, вступаDг в,конФпиктное вааишодеitствие,
в koтopoli цельD 1аrцого иа игроков является полное уничтоrение ре-
сурсов противника. Иввестно, что при отсутствии .вэаиr,lодеitствия иг-
роки пополняDт свои аапасц с по}lощьD проиэьодства, протекаDщего по
экспоненциальноrry вакЪну :

i= ах , i,}9.
гдеоL> 0 ,97о . ýtсяtJтшfi шомент врешеви игро* Р , которошч
иавестнц ли:ць тек}пцrе вЕеqеЕия величив Х . и 9 , делшт_евои аапасц
х на две части: вцделяет частьрх Дrя нападениЕ на противника,

е (/- 9) Х оставляет дJIя пополнения аапасЬв с пошоцью производства
(0С 9 < t) . Дналогично поступает игрок f /KoTopol4y TaKIe ив-
вестнц лиrtь величхш х ц g в даннift roraeнT вреreни,/rделя свои эа-
пасц не части $)! u U- aр)ч (0(9<{) . далее, вшеtштельство игрока

о
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iJeG)=[(x, леp,t/ u >el .

,lx",yi
На рис. I пряцая ДВ есть
gа- 6,х= - € .Угол d, та-
iоЪ, uro tq 6, = Р .Vгол бg

' таков, urо"СОSЙ >, €
Усдовие /?/ теореlщд обес-

печивается п,ри вцполневии не-
равенства

аs({ -с,) с cosda ,

uлu
olffi,е,

,

t

о

Рис. I cos62
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обраауюшryю La конуса -M!tz")t [r] . Проведем череа !_, п !-о

двушернуD плоскость. Тогда в этоft плоскости леrит луч Дз = Д(*Zr),
параллельншft Ll и исходядд,rfr ,!э ВеРшинш Z9

0чевидно, что. луч Lз ," точка z1 лешат в раэншх полуплоскос-
тях, на которце разбЙвается данная плоскость пряшоlr, проведенноlt че-

рез луч fa /то есть по рааные сторонш от образупщеl:r Да /. Так как

zte (NiGo')+ {zr|)П Z , то z,l-Zo€ -М!е") , то есть луч

bu=h(ffi rZr) такще леrит в конусе . N:а/. Если лучи Дз ,Lч
лех(9т ri'Ъд"ой'грант, то Vе /VJlz{) , то есть утвер8ден.ие, леммц

спр9ведливо; есJIи хе Lg и Lц не лешат в одноit грани, то.они леIат
гто разБше.. сторонц обраэующеir Дg , что противоречит вшп}клости ко-
нусs М!е.) .

Итак,

^(v,z,) 
П zc. ( |,l!.{z.7* !z,|)ПZ .

ГраницеГt компакта (- N!(Z)-{Z,|)ПZ является поверхgость, со-
ставленная itз обl>аэуюц&iх конуса -M!(Zr)* lZ,| " S? р . Так как
луч Д(У, Z.. ) . н(.| пересекеЬт оОраэуо**' *о"у"а, тоД(УrZ)ПQо+Р ,

то е'сть Vб /VJlzr) , что и требовалос" oo*".ur".
в случае игрш 1 соответствующая геометрическая картина ишеет

эид /см. рис. Z/:,

{0Ас
I08D

есть конус

есть конус

- Mllz.l*tz,|
- Mib,y* |z,|

у

шо}iент времени 2(t)e
ься в точке Ze Q

z(t)e (- N: (z 1t,) +

то эте траектория не мошет окон_
того, выполняется соотношение
лля всех f

д с
ас

Рис.2.
rrеобходиllшм условием, при котором вцполЕяется это предполопение/.

Теорема ?. Z(t) такова, что в каадЕltЕсли траектория
- MiGrtD ,

,UQ". ; кроме

[zrc)l 11 Z
Д о к а з а т е л ь с т в о. В саrrош деле, если_в некоторцfi шо_

.rент време""I z ё1 =2 €QeL!QD.,,о.2G)ё - N:(z),/непосред-
ственно по определениD конуса NЪ(Z) 

'/, 
а ото прстиворечит усло_

ви!с Teoperщ. Это рассуIдение доказшвает пераую часть теореraц.

Дпя доказательства BTopolt части теорешш предпоJоrиш противв_ое,

то есть сJrцествует ttrt, , ,"*о" чтоz(t)|Ф:еG)* {z\)l
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Тогда долfrен существовать момент, 12 7 tб TaKoft, что Z({2) € ( N!еftr))*
+{z(il|) и луч Д=Л(#, zrt27) пересекает оuо."уо,ryr Д.

конуса - mJrz(+.) , ,о"*., не лецаiцеi-t на поверхно"."п 9р ts

противllом елучае рsссуЕдения аналогичнце приведенншм в первоl't час:,;i
теоремц, пок'эt{ваDт, что zry)f ( M!tzlf,)) + |zG")| )ziE2)

Так как по условип),-, е N; (z(t")) , ,го пересеqе-

ние'дпf2р не пусто, и поэтоrrу существует тоqка z , леffацая в это'м

пе.эесеченt{лt. Так как z€ Qр , то существует напi)авлr:ние У2 такое,

чтоZеЛ(r2rZriо)) 09J, . Очевидно, что череэ лy.ltt L , L, ,

Дz = Д 0z, Z ({ )| мокно провести двумерн}ю пJ.оско"ть fr , причеь:

z1)e Е,z(t)ed .

iro пр*поЙtениD, z(t)€ ( П! {rft"))+ {z(t,)| ) иr поэто!т л}ч

Lэ= д (ffi,zG.))с. (- M!pc,l)-[,rcsl)
проходит череа Tottкy Z(t)., тэк кок z(t,)€ Lg , то Lх€Й ltl
получаеra такуD хе ситуац}tю, как t] в .nеl,;.e 3.'То ест5 ltэментоt7 > Со

такого, .что Zilr)ё ( N!(Z(tr))+ lZ(t")J ) "" "y,,,*"TBy/jT, 
чтr.l lt требо-

велось докеаать.
З а ш е ч а н и е. I. Допустл;м, что в ходе HeKoTopofi партии иг-

рок Р в каtдшit момент Еремени в состояниlл вшбрать упраоrrенrrеР€Ф
теким обраэошr что

,!(z,O,q)c Mitrl VЕсЧ. /Il/
тогде эта пертия может аэкснч}lться л}iць выигрr*"п, uгpo** Р

3 а м е ч g н и е 2. Хслл пр(-,,ц;,lоложить,,iтo все терi,i!иналыlое
u"ох"с""о(?л, является дспусглt.rоir эбл.стьtо Е с,,Фiсл€ Аitзскса tcu.|llt,
то есть в любоil точкеZе€)р справед.ливо .tep9вeнcтBo

miru пъах(ч(z), tk ,9, Q)) <- е ,0 ,9р
гле V(z) - вектср itоl)tiал;л к 9?р в iэ,;кс z , Еэirрвзлеllrrоfi BHyTpbZ,
го иа сообрсхэнt:ft i{еr,ре.о.tвi!ос гllr .rо,.,(но у гга2)кд.iть, что tlаfiдется
окреQтностьGс,Zповерхност:t,Qр l ir кf;rкдо;'l 1.1,,ц^ 11.tlc.1.,olt ;,rгрок Р
шоrет добиться вцполнения услоаuя /|'.i,

3arce ч он и е 3. Анвлогичнше эоссJ,дления l:pr,tмeниliпl к игро-
.(у Е

.Itля случая расэIч.атривееrrоft игрц конус - MilZ1* !Z1 иаобра8ен
нe рис. 3. 3дееь re-N| Ь) , если

(т,чл) 10 )(чlУ6)}О
иrl|

(Й , чп ). co901) ,

где

Фg6(Z).-ft,

G

a
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t
Найдеч u"o*""nBo Ор , в

каlшдсl:t точке которого игрок Р
имеет Boaмo.rнocTb обеспечить
вцполнен!tе условия /II/.

Ишееrr:
- М!6z1 ,{e.J

о

ry.п( l)p,{(z,9,9)) -.
= rrylzl!ct- у)U -o,yxl =

= (9р ,! (.,9, tll)) =

, рис. з. , 2 
"F('- 

q)у - бl\ ,

. Тогдs tGrO,е)€ - Mie> , если справедливо одао иэ

(,le,{G,?, 9)). О, (]e,{G,q, q),.0 Yg

е глеФ=,|
условиii:

илI4 jше

то есть

пли

/ i2/

/ l3/

/tz'/

:LЦ- Фg - еlХ

Idrqg * [9(/- <tl)g -6, х12
,-ftvr.

/ lэL/
lrlш видим, что условие /l2 / rie,в;полrtяется прп U * 0 , следова-

/ тельно, *ro*""T"u 0р долхhо эп;)едеJrяться условиеу /IЗ/.
. Если обоаначить. че.сээ F(qr) лэвуlо чёrсть неравенств а /IЗ| / 1 то

это неравенство t;ОЦЦО ПСl)Ьпr.сr.т1, " "Jo"
t-,"ti.д г-\чt.- 

-

ч{сЬ,ji-' ,,lx' фi .' /lз"/
_.HeTpy,l:to f!эк8?ать, что F(t1l) ni" |g :СrХ * 0 не имеет точек экс,г_
perryr.a внутри отреэка [0, l]," rjtrачЙт t/9)до""""ает сЕоего шаксиrryr.а

на концвх этого отрезка.
9ч - d,х

F(0) = ,
"9У- о,х ]

F({)=ffi>-!,
При }!-CrX > 0 F(0)' /,, а условие /lЭ"/ эагtлtсшвается в вf,де

чт(- F-7 .

чтс неверно, ?о Qсть э этоlJl случве услсlия тсорешl не lцпоl8lDтся.
Если lе }y-qrx < 0 , то F(O).-l с F(|) , а ycлoDlc /tý/

llрrвиIв€т в}tд Фх9-{м,-гхI7 ,

/
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откуда ГtrУ ,,@ Х
Таки1,1 обраэоrr, мц полjiчаеt,r, что "rрок Р , применяя стратегиD

!ft)= l , обеспечивает двишение иэ тоtlки Z в хелательвом для
него направления, если ze Op=|Ze R*, /РЧ-ОrХ. 0, @ Ц- @ Х.0 l

l]b видим, что рецение дsнноfi }1гр5i эависr!1, от.соо?нощез!rя uецду
пsраметрами ф,r9 , Ot ,6" . Будеrt считеть, что имеет место усло-
Hyle .

n 7У , Ё, 616r,, /i4/
откула, в частносi.t4, слсдует, что оС.Р >616z . &:ползение этих нера-
везств дает з-ае!:морsсполоfенttе лучеГt, укаэанtlср н€ i)l:c. 4.Такиtt <16-

разом,

о

+

a

Р,;с. 4

0e=lz. П:/,ру- a,*.0J.

у
Да,тее, из втсроfi. части Teo[jelm

? еледует, что примснение игроксм
Р стретеir,и ?(/)= / не вквсдит
точку Z иа мнсхест"л 0е . Кроме
,гого, нетрудно почаэ9,iь, что такая
партия окаччивается за конечное
время, и, следоветеJьно, на основа-
яии .аамечаалtя l к теореме 2 rrл* rro-
хем утвершдать, что паРтия, нача-
тая }tэ точек ,"о*ес:ва @р
чивеется выигршшем игрока

ц

эакан-
Р lдля

чего ему достgточко при!у,енять стр{;тегию P(l)= t
Аяа,.огично моано по;(аэа:ть, что релелствие /14/ uBo*ecr"o 0д --

-|zeL!lx(- бzЦ 
" О | сОлааоет тёлl своltствош, t{To партияrначатая

llэ тоqек Z€Oa , лри любом поведеаr,iи Р сканчивается победоlt иг_
рока Е , для чего последнеl,fу достатоr!но прилrеItять стратегuъQ(t)эf.

ý 3. "Сушение" прострsвства игрц

týlсть при рассi,:отрении дифФеренциа-;ьноlт rlгры к8чества J , 9а-
ДаНнОfi В прострэнстве игi,ш Z , огран}lченно}. терuинальноfi поверх_
ностью t2=QоUQс tJQo 1 flам кi:к!l.r-либо обраэом удалось вшделить
I\,:ношэство Оес, Z , "n"o.1"" 

Q, в качестве чэст!t cвcElr гра:rицц и
облсдающt,е Terr cBofreTвcl,, что игрок Р при любои тlоведении против-

_ ника f в состоянии выrlгрaть парт!lrэ, tlачат.чю в точке Z€ Ор
.fопуэт_д,rм' мц.r.lоJЕе[t выделитЬ текще MнoШee,rtвo 0r , имеощее 9f

частью cBoeit граниtlу -и 
облэдзDrцее аrrалогrtqшлии своl'tствами, с точки

зрения игрока Е Х/,

тогда естественно рассматрива,гь первоначально эаденнуD игру лиtць
в части пространстве Z r ! ИМеНЬо в.пространстве игрш zLZ\(IpUOB)
с терrrинальноfi поверхностьо Q'rQi Lla', U Q о , где в к8честве

2
*/ cu. п9 этоury псвод/ эашеqзliия 3 к теореме 2.

о
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соответствующдх тершинальных ttiношеств О!рутся поверхности, отделяю-

щие шноrества 0р . ц 0е от пространства Z
dlошет случиться, что в полученноfi игре 7 мц вновь сумеем вшде-

лить подобнше ..ношесr"a 0j , ОЬ , что поаволит нам "суэить" уже
пространстsо Z' 

""prn 
J . И т.д.

Если этот процесс даст Har, воэliо:{ность исчсрпать все Fростраtlст-
во Z , то тем сашцм мш, очевидно, получим репение первоначальво
злланноlt игры качества J ,/0пл:санншlr процесё сушения прсстранст-
Ва ИГРШ ПРИМеНИМ ЛИtЛЬ В Torrr СЛ)iЧае, КОГДа 

':НО*еСТВа 
Ор , 0с , О; ,

0L , .... окаашваDтся ааLrкнутцшtи. Если же эти мноше9тва незаuкнутш,
то в кашдом с4учае HaJio вшяснить cBoficTвa их гранич,/.

Приешl подобного рода применялись дJIя решения эадач "I I], [а],
[.] .

В, paccllaTpиBaeriori нами примерё в качестве мношес тв 0i и Од мош-

но взять конусц 0е и 0g , наfiденtlые в концеппредылучlего параграФа 
.

не основании теоре!!ц 2. Нойшитерминальншми поверхаостями аЪ 
" 

Q'E

в данвом с}учае булут лl""ц=ffх,х7Ои _у=ё*r*rо , соответ-

ственно. Конусш @р и 0в являются незашкнутыми. Однако нетр}дно по-
Kgaeтb, что если Z€ QЬ , то применение игроком 2 управленияР=Q
дает е!Фl воэlч:ошность сиестить T_ot:Ky z внутрь конуса @р веэав!rси-
мо от выбора управления qе[О,/J проп"""икоь:. Роль ,yu" Pi будет
вшяснене поэднее. Поэтому мы Mo)fieм рассiлатривать нащ/ игру, аадава-
еvую уравiiенияиrl, /2/, ли:llь в часги Z' пространст", Р!

x r.ol .

Л е м tt а {. Пусть е кашдоfi точке z
следуюцие ус,,-овия:

мы будеш опl,iраться н9 сле-

области 0еС Z выполнены

l/Z€Op 
"д"""r"еннцьi 

обраэом представима в виде:,

z=9G) + t (z),]e B,z), C(z)>0,
и в в!rде

z= r,(z)+ f (z))c (S,Z) , y(z)>.6,
где S(z)e Qе l г(z)е 9с , Ур ( s, r) , Уб (п, z) -
норшал,; к jpp ."9: BTorlKax.s п F , соответственно, проиэволь-
ноГt, ..о постоян;tоft, отл/чllоr( от нуля длинц, }tаправленные BHyTpbZ ;

2/ /nllz п4.х (lp(S, D,t(Z, g, 9D= 0рG,4,fG,Ф,Ф))<- е r.о,9ч
(vв Uiz),tё,о,ч)),,0 , yllle U .

Тогда траектория, начатая 
""ynpn 

0р и целико:" про*од"ща" " 0р ,

окапчивает"" "" Qp при соответствую;цеь поведени!l игрока Д
Д о * а з а т е л ь с т в о.

z(+)= 9(z) nt(z)yp 3,z)
Ди,ldеренцируя 1о. времени, получаеL:

7l-|ze Р-! /.Ру - О,
При отшскаIt}tи il:Ho*ecr'0Ъ ,0; ,..

дуюпryю лем[у.
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2--ё+iiр+tllр,
откуде- 

(чр,Ё)*(ур, ý) *ir,b +T(ve,,i).
,/эдесь j . j(r)= 

Ё#, 2i /. Ho(Vp,ý) = 0 , так как iд,

норшаль * Qp, а S леаит в касательноlt плоскоСr" * Рр, У!=

=llyoll2=consi т0 , а. (Vp,yo)=;iil,9oll2=0 .'и по.lцучаем

то есть

(.lp,i)= tl|lpll2-

, (Jp,Ё)
t--

ilvрilа-В 
силу первоft части условия 2/ лешr,ш, }tгрок Р ,,вtлбирая в каrдлfi

момент врешени управление Р , шо8ет добиться того, что

tе,Т*ТU=-ý,'Э,
'откуда мш видиш, что величина t (z) убываёт с ненулевоfi ск'оростью

и эа конечное вреrrя обратится в нуль. Прш этош, в силу второlt части

условия 2/, величпна y(z) не убшвает, то есть Z не приблиrается
*'Од . Такиш 9брааоr,r, рассматриваемаля.тр_аектория деltствительно
оканчиввется аа конечное врешя Д* a 

"Z:' . ," ?р . Леrrма докааа-

на.
13ернемся к исследуемо}ry примеру. !{ш вшяснили, чт0 нам достатоlj-

но paccrio'pe'b игру в пространстве /'=|zеПi/Уч-ФХ>О|, о"р"r"-

ченном терми,,альноf, noB'epxHoc'b' Q'={?'p|JQc lJQl , "л" Q! есть
t/nlu 9= Ё Х , Х70 . Нормали, о которшх говорится в леriше, есть

't'p= (-Ф1| ) , Уд = (1r0) , и условие I/ лемшл, очевидно, вшполня-

ется всюду в f' . Далее,
(,lb,lё,i,rl,,l) 

i.}rg - о(Ф х +^g(а- j)6lx- Е(Р"- !,6)ч
у m{Lx (уЪ,{(z,g, Q)) =fa -а6,,х, ?=О,Ф =0,

так как 
^7 9 , 9'' еr 6"

(YB,tG,T, 9))=*х- dz!ч >z фх-6z ц .

Рассrrотриrr мно8ество

O!=fze 2i /fg-а6,х<0,ах-6rц>0|= lzeei$Ъ- ne, х . ol .

Окаэцвается, что еслш начальная точка Zo твкова, что Реgо-оС6lКо1(,€ < 0 ,,то применение игрокош Р стратегии Р(il= 0 приведе,- к
,оrry, чrо.}2U-фФ Х <- Е во все шоr.ентц врецени, откуда на осно-
ве лешшц, 0ш модеri утверадать, что игрок Р в состоянии вцt|грать
партиD, начатJrD иэ любоlt точки ,"o*""n"a 0! , приrtеяяя стратегиD

ФФ = 0 . Кроме того, rrorHo покааатьr что если партия lйчинает-
ся в точке zo , "л" ý9о-*61 Хо= 0 , то по - преlнеto l прrrдер-

,s
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одlц rетод цсслеrовавш диФференциальндх шго rачества I5

IIваясь стратегии Qft)-- О , игрок Р вцигрцва€т эту партиD.
Тавrц обравоrr, достаточно рассriатривать Йгру y.:fe в пространстве

где

о

ах

t

т ry*trЪ,t(z,9,q))=

пусть9'r^Оо?=

.FЪ-r.Сrх ,F=O,Ф=0 прй

*6.лбzg-ах),Ф=ЦФ-t при

Дадее ,vuо=(ФФ, Р') _

вектор норriали * (2/, 
""_

правленншlt внутрь Z'
(vb,lG,9, 9D -
= -*26, х * У'у +

* g(a'-,F")о, х*

.* 
*(* бr6" - Э') а .

!'rnQe"

ýа а,ф62

ц
.ц *

*

а

Рис 5

то подобншми своftствами обладает мноrество
бi= {ze Р! /ах- бz а, Ol .

И вообще, при выполнении усло""" 6"'7 a-"-'dr6,

Как только эЬо условие нарущеется, то есть f*"rП'''Фd" ./что

долJIt{о проиэоf,ти.при дост€точно больtlм*_Д , так как nrJ /, w,
nony*rj ,.о 0f,'= [ze Е*r/*Л-dr 9 > 0|

Учитцвая тот факт, .,rо Of =|Z€ Р-i/аХ,QgZ0l , получаем окон_

' u"r"rr""o, ino *, в состоянии предсrааать исход пsртии, начатоlt в лD-

, кроше точек луча (/ =а*, , l > 0

. Тогда мяоаество

[ze Р! / уЪ - а'6,х < О, ax-Q ц r. Оl
облад9ет теriи ше своittтваrrи, что и,u"o*"cr"o 0! . Если ше f'"o6,q,

Вцясниш pon" nyu. 8 . Пусть Zо=(Хо,g)€ В u Q=OrQ= t
Тогдаi.g= 0 r, то есть пришенение стратегиttF=0 ,Ф=t игрок8-
уч Р ч Е соотв9тственно повволяет иш оставаться в точке Za н€:
ограниченно долго. Откаэ *е игрокош Р от стратегuчР=- 4 поЬлечет

за собоit о!tещение Фааовоit точки внутрь Оа , то есть,в область воэ-
шоrного вr,"грь,ша Д . Откаа 

""ро*оr, 
Д от стратегuч Q= / влечет

ва собоlt его проигрцш при соответствуDIцец поведении Р, . tB I tJ ny,r,

KoTopHit

f
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обладающиrl такиL:и своitстваliи, наэшвается статистически!. барьерош/.
Еели условirrlrся считать бесконечно долгое продолrение игрц ничеft-

ншм р9зультЕтом, то окончательЕо lrц мо!еи сделать следJDщее эаклDче_
ние: все пространство игрц Z= Pf, раэбивается на три части: в эави-
симости от того, кgкоrr из этЙх частеlt принадлеfит начальное состоя-
ние игрш zб , имеет место любогt вшигршш игрока Р , либо вшилршщ

игроке Е , либо ничеitнцl'l ревультат.

Поступила в редакцию 30.4.1970 г.
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