
Щравляеше систеш. Ф.lдt со дt ссср I97O г. щцуск 6.*.rrn.n,'

Рассшатривеется вопрос сJц1eствования ситуации равновесшя в шг-

ре с поиIкоl, эадевеешоf, обобщеннццп дпнаr.иqескиtaи систешаrдr ,/cr.

|Z1 t, и свявь таких игр с хграrрt, эадаваеццr.и обtкновенЕlшr дrФь
(фревцпальrшrп /р9внвнияци .

Цусть Х '-полЕое 
локаrьно коlrпактное цетрхческое пространство.

Bt рассrаrрп-"аrrс" два,подвианцх объект. - игрок" Р uЕ l uо-
невреЕнпе способности которцх оппсцваDтся посредствош cerreicTB
оrоОр"r""rR Р(Хо, tоrt) п соответственно Е(Uоrtо,t) прострав-
стве Х Еа себя. ОтносительЕо aтl,tx сеrеfiств предпоrагаDгся вцпоr-
ненrrшIи сrелуDщ{е аксиоIц. Перечислиш l,tx для P$ortnrt) .

l. Р(Х., trrl) опред€Jево при все)с lо€l i frr.f С [Оr*) такrrх,
что {о -< / , l,t явля€тся вепустцr. кошактнцц шHolecтBorr простравст-
ваХ

z. Р(хr, fo, Ф=хо.прп всех хо € Х ч lr€ [0r-7
о-Э. Пр" Bcex,{.rttrtzefOr*), ,"*"* 

"no 
1.;tl <la ,

P(xn,lo,tr) = !J _D(k, tt, tr),
x-te Р(хо|tо.r{ )

s...P(bl{rrt) непрершвво в r.етрике ХаусдорФа not,,rt{- [оrо),
до€ х
, АналогиЧнце аксиоr.ц предполагаDтсЯ вцполненнЕшl м, Е( grrtort).

, . Вудеri говорить тогде, чтg сешеltство отобраrенпП P(X6rto;t)
(E(lrrlor{.)) опРеделяет в Х обобщеннуп динsцическуD cxcтelry.

0 п р е д е л е н и е. Траекториеfi 
"грока 

Р r начпllатлrFlея в
точве Ло€ Х , назцвается отобраrенuе P,,[|rTJ* Х ., такое, что
дпя всех tlrt2€tОrТl , такиъ что lr -. tz ,

E(l)c p(gё),t,,t.).
Т е о р е r. е I. Траектория игрока Р есть непрерцвное отоб-

реfение.

До к а э а т е л ь с т в o.,/crr;|rlt.
Т е о'р е ш а ?. Если цноrество Вс Х коraпактЕо, то l.HolecтBo

P(B,t,,t1 = 
'Н, 

р(rо,tо, t)

t

TaKIe кошактно.

'Д о * а а а т е л ь с т в о. /cu.[Zlt
Т е о р е I а 3. Для всякоit точки Х'€

ет траекторпа gl , соединяDщ9я Хо r Л'
Д о к а а а т е л ь с т в о. /сl.["l t.
Те оре ша 4. Есш'D - коIпаIтное IпоIество, топри вся-

Knx {о ,t е f0, -) , таrllх lчто lo < t , цноtество всех TpaerToprl

P(Xo,{r,t ) сJrцteству-
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F" fto,tJ , начинаDIIихся в точках uHorecTBa D
l*orn"*rro" t{HolecTBo в paвHoмepHoil метрике.

Д о к а 8 а т е л ь с т в о. /cbl. [U]Z.

,-Б(D,t.,t) ,""r"

Аяалогичнцш обрааом определвется траектория 9' игрокв Е и

форrrулируптся теорешц для игрока Е . , авмогичнце Teoperiaш I - 4.
lfo будеш интерпретировать rrноше"тво ДG.о, lo, t) (Е (ц, t "rl))

как li'ote,c'Bo тех точек, которшх игрок Д(Е) чоrет достичь иэ точ-

D "Е с опи-
с9нншци вцще шаневреннцriи воэмоцностяrrи. Игра Г(Хо, Цr) с полноlt

инФорrrациеit: каддоlýl игроку в }iочент Bperreни игрш { известнц: в€-
личивg { 1 поэ!lциi[ оОоих игроков в этот ltoMeHT, а такае liaн€B-

реннше воэlfоtности игроков - отобраrеншя P(Xord.; *) t " 
Е(gо,fоr*),

которце делее шt будеш на8цвать функцияши достиаи!{ости 
"гроков 

Р

и соответствен"о Д . Игроки Д 
" 

Е начинаDт перемещафься ца

начальных повициft Х0 и соответственно gо в шомент времени t'troo
в соотретствии со своими стратегиями ll. u Yrп, в lloUeHT вреriени

t*= *!ry J+ l ц t) = ц(а )l /адесь х(t),uG) суть ..естополо-

'""i"' 
Д"?'ff/"" D и Е в ь,омент времени *еГ4-)м"ра эа*внчива€т-

ся ! после чего t4грок Р платит игро*у Е его вшигршш, равншfi ве-

Jtичцне 1* . Если l*=*, то мц будеш ловорить, что пгра Г(хо,g.)
не шошет бцть эакончена.эа конечное вреrая. Дмее rдl всегда будеш

предполагать, чтО эта игрэ MoleT бшть l8кончена аа кон€чное вреця.

игрок Р , вчбирвя стратегип (l , стреr.ится чинимиаttРОВать ВциГРцЦl,

ч"п" 
""po*u 

Е при вцборе стратегии V противополоrна.

навцвается nup" (d, К9 ) =

О п р е д е л е н и е 2. Стратегпеft t! игрокаР в цгре
где dg lt.= 0rt r, t o,.. ,rt *' | *_ rr,..

г(х" ,{.)
ц

п

a ),.KIЬсть раqбиение полупрямоfi [.0, оо отобраrение, ставящее в

текtrrщеlt инСоршацилt игрока Р - ({,. х({.)) / в момент

Р находится в поэиции Xrl.) ,/ отрезок траектории

t.), l *rt*rr)
еделяется стратегия V=(б', К? ') 

""оо*"Длаllогичнвtl обрвасrt оп;

Е
Антегонистическая игра с полноfl иttФормацl.rеt' Гt боrЦоrТ)(i= t,Z)

протекает следупщиш обра8ом.. игроки Д 
" 

Е с опUсаннцliи вцiде ма-

l{евренншiiи воэмоIв.остями начинgат переlIещаться иэ начальншх поз:il-

зиП Хо и еоответственно 9о в момент врешени to= 0 , и в шомент

врешени t=T игра эаканчиваетсл, после чего игрок Р платит иг-
року Е его вцигрыlш, равншfi величине Q(Х(7), 'J(T)) 

в игре П(Хо,
9оrТ ) и величи"" 

*Тr!t']9Вft),Ц(0) 
-"'""," 

Б (Хо,а,,.Т)

3десь $ - метгикб простренства Х . Игрок Р стремится миним}lзи-

роветь вцигрцlд, цель игрока Е противогlоло*на. Стратегии в игре
Гi(*о, цr rТ) ( t= lr2) подо5нц таковци в игре Г(Х., уо) и отличg-

и l
лL(
D(х(+.)е



чаtотся от них зем, что раабиения ý " 
6' эадаются на отрезке [o.Tl.

Пусть б - Фпксированное разбиение. отреэка [0.TJ ч б' - <lик-

сированное рбэбиение полупряrrоl't [0,Ь) . В""д", в рассшотревие

дискретЕце игрц

Гrd'(хо,9.)(1 = t,2); Г;Оi (|o;lJo,T ) 1i = 1,2 ; k = /,2) ,

вспоlдогательнше к играrr Г(ХоrtJr) " Г;(Хо, ИrТ) ( i'/r2) соответ-
ственно.

И"р" Г|'(Хо, tJr) протекаеТ следурщим обраэом. Игроки Д и Е на-

чинаDт перемещаться иэ_позиЦиlt Хо и соответственно gа в MotIeHT

времени 4о=0 и в шомент времени 

'';:i::;{t*lX(t")=9G)| 
n"p^

заканчивается, после чего игрок Р платит игроку Е его вн-}rгршrл,

равншlt ""n",,n"" 
l' . A""no""u"o игре Г(Хоrа) ""р. EdtX.,9)

предполагается эаканчиваеrдоft ао конечн,ое врешя. На k,M шаге (k,lr2r.)
игрок Е совершает вьтбор отреака траектории lGr-rle Е(Ц(tr-r)rtrч,t),
зная tr-, и поаиции обоих игроков в момент времени l*_7 , после

чего игрок Д , в cBoD очереjlь, вtлбирает траектории i(*._.)e бВGr-l,
{r-rrt*), эная fд_, , позиции 

""ро*о" 
Р ц Е в шомент времени

_l^-, , а таше.вшбор 
""ро*" 

Е, на k -!д шаге, к9шдоrry игроку,
кроме того, иавестно раэбиение d' полупрямоfi f0,-7 и. маневренаше
воэшо8ности обоих игроков - Функции достиЕимости Р(Х., tr,t) ц

Е(ц.tо,t)
lrгра fdZX о,Чо) отличается от игрh ПtХr,У,) ,"*, что в Hefi на

[-rr ,лаге (k-lr2,...'1п"рвцм совершет своfi вшбор игрок Д , ""u" lr_,
и поэиции обоих игроков в момент /д-7 , а 

"грок f совершает cBofi
выбор вторыri, эвая сверх того вцбор 

"грока 
Р на этс[l ше щаге.

.Щискретнше ""о" Гi| (xo,у.tT) ( i= {,2 ; k = /l2 ) опр"д"r,"оr-
ся аI{елогичао. Далее rщ докахеш с)пцествование ситуеции t -равнове-
сия в чистцх стратегиях в uгреГ(Хоrаr|. М" этого Halа повадобится

a

тео,
!цим

реша, которуD шr здесь приводим с докаэательствоri, прлiнаддеш,а_

[!. дбд-эль-кадеру и вэятшм иэ его диссертационноrI ребот^*/ . л,
Оп ределе ние 3. Стратегия (Д игрокаР вигреПО(*.,

Ur) 1t=lr27 наэшЕается успешноfi, еслrt д.ля всякоfi стратегии И
игрока Е в этоit игре наltдется такое целое число Н | 0 , что- в

ситуации (u,v) x(tg)= Ц(tн)
Т е о р е м а Э. Всли в ttгре Пd(Хr,ц) l игоока Е имеется

, успешная 9тратегия, то в этоfi игре сfществует ситуация равновесия
в чистшх стратег!tях.

До к а э а т е л ь с т в о. Пусть Д - rr"оrесrвб
которше могут реал!iзоваться в ситуации (Ц'rV)

т

в игре

Работа вцполяена в Асъютскоi{ университете, ОАР, под руководством
Л. А.Петросяhа.
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3десь Ц* - любая Фиксированная успещнея стратеги" 
"грока 

Р ш V

- любая стратегия игрокаЕ в этоft игре. Игру, протекаDцýrD по пра-
вилам игрц ГГ(Хо, Ц.) , в Koтopoft допустиrшш}i явJIяDтся поэиции

иа мнэцества Д , наэовем суцениешJlаА игрш ГrО(Хо,Ц) и обоава-
u^u Г|Oо,уr) . Ясво, что в "rр" СО|Хо,g6) oTcyTcTByDT партии бес-
конечноfi продолrительности, и тогда по иавестноfi теореше Берrа в

этоГt игре сJrцествует ситуация равновесия в чистцх стратегиях, т.е.
справедливо двоitное неравенство

!(хо,чо,u',V!) r. !(хо, чо,цL, v:)>.{(tо,ц.rlL,ч') /v
гри всяких u'eLf,veY'. 3десь lJ' " И' "Jnp 

цЕоIества стратегиП иг-
роков Р " "ооr""r"твенноЕ 

вигре ir"'(r;r%), а ! -функчия
выигрцlца. Иа обобщенноlt теорешш l|ерrrело-Неitшава'сле.цует, что в иг-
р" ГrП'(Хо, gr) сJrществует ситуация равновесия в стратеги яхЦ(zl i) ,

V(Zri) / прuкоторшхигрокаш цавестно число ходов в игре, преддест-
вуюцих ланноlry/. 3десь z = (Хr9) Слеловательно, t(Хо,ЧоrU', У')<-
Покахем, что пара (цЬrV'r) обраэует ситуациD равновесия в игре

Гr"'(хоrtJ) . В силу того, что двоltное неравенстэо /l/ справедлхво

Для всех успешнýх стратегшfi игрока Д , оно спреведJIиво для стра-
тегии ц , которая не является успепшrоfi против yl /так как в этоra

случае tбо,%,, ЦrV')= о ,/. Допустиr. теперь, чтоtlilJ и в то re
Время стратегия (Z является успечлrой против стратегии Yj , и сле-
лующее нерввенство справедливо

J(r",9, ,lL,V'o) , t (Х.,U., &'о, Y'о) .
Мш поетроип стратегиюuП€ (/' , ,"*уr, uro

. 
'(|o,9r,i',ro') 

.l(хоrиrц|,у!),
а Это противоречит сптимаjьностч tl|o в игре, СО'(rоr9r). СтRаlегия
ц'(z, i) определяется слелуDllим обрааош. týсть [zG.),ZGr)r.,., i(t"l -
- РРаектория в ситуаuпи (tl,Yr') с начальноit поЪициеit 2';-(хо,Ц)и ко-
НеЧНОi"l поэициеl-t Z(tH), в KoToport X(tH) =ЦG"). Тогда U.'(Z,i)=
= Чq, l), еслrл zc {z(t,,), .. , , z(tr)} . Я""о, uro |(lо,U.,Ц, V:) =
=f (Хо ,Чо,Ц', Yо') , для всех прочих 

'(z, i) мц поло8иш

Ц"(z, i) = ц! G, i)
Докашем, что Ътратегия Ц"(Zri) успецне. týсть это неверно. Тогда
Н.аfi.(еТСЯ такая стратегия V , что в ситуации (цО, v) траектория
{z(tо) r.,. rz(ё*),..,} бесконечна. Paccrrorp"r, чЪйчй rо""*торшD

7Toft ТРаеКтории, *"ч"""rоцуося,в Z(tH) , KoTdpyD tц обоэнач}rц
|z(tц)i Ц', vJ= еn . тогда дJrя.всех ZetH , по опред".rr"""r,

ц'(z,i)=ц'оQ,t)
91 Щ1 Получаеш, что . ,

tH = [zft") i ц', Y| = [z(tn) ; цL,
l т8к что траектория {zё")зuLrVI
rýl что стратегия Л/ успешна.

yl,

t

l\

5

но
во

€п= *
речит то

бесконечна, что проти-
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Анелогичвое утверадение спраЁедJIиво д,tя игрш Гf,'(Х",Ц1
сфорrryлируеш беэ докааательства 3 лемriц.
Л е м,м а 

.I 
. Пр" всяких Хо,%€Х иТ<а с'прsведJIивш следуD-

цп4е неравенства:

Vае ( гr| (хо, цо ,Т)) > Yое ( П| fto, у, ,T))ii = 1,2 i
Yос(гif,6",цо,П) ,, Yа€ {ГiI'(^о, ц. ,Т)) , i = /,2 ;

Yа е t f, ( | о, уо,Т) >, Va € ( Гg| ( 
^о, 

цо, Т )),' i = /,2 .

Здесь,d и6' суть раабиения интервела tO,т] , такиеrчто о' яв-
ляется иэмельчениеrr С

Л е ш rr а ?. При iся4их хо,gо€ Л спрgвеллIвц неревенства:
ygg ( г.С( хо, %|) с YaL ( Гrе (хо.- ц,)) ,

, Vаа(ГrС(хо,g,)) > tto\ U.rО(х..U)),

Yое ( Г| ( хr, lJ)l 1 Va е ( Г16'( х о, !.)) .
3десь d и О' суть раабиенlrя полупрячgfi [Оr-), такие, что 6'
яБляется иэмельчениеrr d

Л е u rr а 3. В играх ГihrrurrТ)(i= lr 2 l сJrществуDт си-
туачии ý -равновесия в чистцх стратегиях.

Те о ре ша 6. Есливигре Г(хrrц)уигрокаР с}rществJет

успечrн8я стратегия, то тогда в этоlt игре сJrществует ситуация С
-trавновесия в чистцх стратегиях. /Успечшая_стратегия в игре Г(Хоr%)
определяется аналогично таковцl, в игр9х гf(хоrаr) " Гz(хоrUо) t.

Д о к а з а т е л ь с т в о. lассrrотриш следЕщ,tе две величинш

i = i{s!ot#(u,v), t
У= Srр itt t*(ч,n' .-

Понятно, чтоi>rY . Поквцеrr справедJIивость обратного неравенства.
Иэ определЪния Y слелует, что дJtя всякого числаЕ20 и всякоfi
стратегии У игрока Е наfiдется такая стратегия 4Д пгрока Р , что

flц,ч) <!+ €
Рвссшотриrr теперь ""ру Гz(Хо|ЦhY+€). По леr.Iе 3 в aTofi игре

существует ситуация f, -равновесия в чистшх стратегхях9 п ясно1
что справедJIиво соотношение

Vаt(гr(хо,и,!* е))=0.
I,i, следовательно, для всякого числа8'>0 существует такая 

"rр"""-гuя ц игрокв 2 . , что дJIя всякоfi стратегии V игрока { спра-
ведJIиво неравенство

t*(ц,v)с!+е+€l,
и, следовательно,

7<u*.е+€1
В силу прои8вольности € ц f,,' по.llучееI неравеЕство

I



V< у
что вшесте с противополоаншм неравенствоli доставляет утверадевие
теорешц.

Рассмоdрение диrDференциальншх игр, аадаваеriцх посредефвом обо6-

ЦеННЦХ ДИНаШИЧеСКИХ СИСТеШ, ПОаВОЛЯеТ ПРеОДОЛеТЬ ТРУДВОСТИ, ВО3НИ-

каюiцие в играх с ограничениями на фааовце координатш, описцвеемцх
обцкн овенншши диrDФе ре нциальЕ{rrи уравне ния rrи .

пусть Х - паракоппактное свяанdе геоде,эически полЕое шногооб-

раэие. Тогда по теореше 2 /см[а']"пп. Iбо,/ пространство допуска-
ет,риманову метрику и, следовательно, является свя8нцr, риriановцra
многообрааие)t, причеш иэ теореч 2 ц 3 /су[ +] стр. I?8 ,/ сле.ryет,
что на Х rloшHo ввести обшчtryп метрику ! , coBriecTHJrD с исходной
топологиеfi в пространстве Х , так что i будет непрерцвной функ-
циеit на проиэведении Х r Х . Иа теореrдл Ривова-ХопФа /сu.|С ] 

стг.
I94,/ вцтекает, что | есть полное raетричес.кое пространство.Локаль-
ная коllпактность пространства Х очевидна в силу сJпцествования 4о-
кальншх гомеоrrорФиацов евкJtидову пространтсву.Иrследовательно, на
шногообраэии ,Х шоIно определить посредствоrr обобщеннцх динациче-
ских систеш дифФеренциальнJrD игру Г; (Xo,%,Tl(i-1,2) 

" Г(Хо,gr) ,

к которцц пришеницц все иалоIенЕце. вцде рассJrцдения и теореша 6.
Вцясниш теперь свяаь ше)ЕдJr дифференцишьнцliи играми, sадавае-

llцltи.посредствоrr обобщеннцх динашических игр. и игрr описшвае-
мцх при пошоцл4 обцкновеннцх дифФеренциальнцх уравнениfi .

Обоэначиr,r череа tr(Хо, Уо,ТХi=lr2)uгрч с фиксированноlt продол-
аительностьо Т< а , а череэ i(Хоrц) игру на бшстродеl-tствие.
Ураввения двиаенt{я в этих играх имеDт вид:

7ля D : fi=F(Хrt,ц) ц€U, /z/
лляf , у=е(ц,t,ч) ч€V, /з/
3десь l цU сутьвекторшсостоянияигроков0 цЕ соответст-
венно. 0тносительно уравненпя /2/ ilредполагштся вшполненншlrи сле-
дуDЕие условия.

I. t €[4*); Х(t)еР\Цft)е U при всяком t с[Qd , где U
- проиэвольное непустое мноаесrrо " РП .

2. При всякош Фиксирован"оr, * еIO.ф)Fнепрершвна no (Xrtl) 
"при всякош (Х,dС Rox Р-ПFпаuерима по f

3. С5rшествует такая локально интегрируешая функци" k , что при
всяких цеlJ ч Х', Х€ ЕЪ

l FU,t ,u) - F(xl, t, Dl < к (*)lx- x,l .

4. lуществует локально интегрируешая функциl / и полоЕитель_
нше числа /f ч N , такие, что при всяких х€ Llv ц че U

lFв,t,чл! 4, с(t)(п+ л/'хl ).
, Аналогичtще условия предполагаDтся вцполненнцllи дJtя уравненип

/s/.

D
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И"р" Г1. (to,ц,,T)(i=t,a), Г(Хrrц.) с такuми riаневрецншr.и во8мо!(-

ностяци,игроков Р ц'Е определяDтся аналогичttо играм П(Хr,Ц,Т)
(i= 1,2), Г(Хr, U.) соответствевно.

Пусть liаневреннце во:JшоIности игрока Р оп}rсцваDтся посредст- ,'

BOrr СИСТеr.Ц ВЫШеПеРеЧИеЛеННЦХ aKCltOU, наJIагаеlrцх на функцt,tю дости_
IиDlости |P(Xortort) , в которцх аксиоlrа I aarreHeHa аксиошоfi. I',
Форrryлr,rруешой следуюtщ,trl обреаош.

l'.O(Xor'to,{) определене при всех Х€Х и всяких to,t€[0roo),
таких, что t'. ( l , и является непустшt ограниченнцш шношествоJI

пространства Х
llаневреннrле воашоаноспп 

""ро*а Д описt!ваDтся анаJIогично.

.Щzя игроков 0 u Е с текоfi динаш,tкой вводятся игрш с Фикси-
рованноftrrродолrЙтельностьD и lдгра на бцстродеitствие. Дя атих игр
справедливш утверадения, аналогичнце лемце 3 и теореше 6. ldш пока-
Iеш, что в играк t;(tо,,цr,Т) ( i = /,2) |" Г(Хо,ц.) сJпцествуDт

сшlтlациш ý, -равновесшя. Tart как евклидово пространство P-n яэля-
ется полвшli шетрическим локаJIьно кошпактнцll пространствоl|, то для
этого достаточно доiааать, что Функции достиIllriости уравненufr /2/
ч /3/ удовлетворяDт аксиошаш l', Z-Д. Вшrlолвишость аксиош Itи 4 вш-
текеет иэ утверlдениfi лешд 3.I и S.Z / см.[ ЭJ стг, 282,/. Аксиоша

2 вцполняется очевидЕIш обраэо!r, и, накоЕец, аксиоlда.3 BrrTeKaeT иа

определения функциft достrлrишости ttггJоков Р п Е

Поступила в редакциD 24.4.19Ю г
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