
0в 0дIOй зАдАчЕ oгlти}дJIьного упрАв,IЕния
Л.И. tlлотникова,/0десса,/

!в эаметке рассматриваетсi sадача оптимаrIьногоl приведен!{я Н€-
скольких управляемцх объектов в одну и ту r'е точку Фааового прост-
ранства при рааличнцх предполоIениях относительно врешени переход8
объектов. В качестве иллDстрации приводится пришер навигационноfi
задачи

IýlcTb в Фаэово' пространстве Е Е задsнц ttL управляешцх объек-
тов, двиIения которЦх описцвштся дифФеренциальншши уравненияrrи:

dxi
#-|t(rir4i), !эl12,,..,п, /l/

свяэшвашцИldи длЯ цяг,lоГО объекта l его траекториD Д/ в бааовоrrрЕпространстве L с упрgвляDцI4ш воадеltствuе| цi . При этош лредпола-
гается, что вектор-q,ункчии Иj no""nu"nn аначения иэ фиксированнцх
допустиtшх областеlt lJъ En,, на которце н8кладцваDтся обцчнше огра-
ничения, обеспечиваDщ}tе справедJIивость принципg максиtryша Понтря-
гина.

считая известншш ttачальное полоffение цаrлого объекта; paccrioт-
риц слелуDltие задачи оптицального приведения этих объектов в одну
и ту Jiе точку Фаэового пространства.

л _зАдАчА I. Определить управленuяцi(t) в аад9ннцх интервалах
tlrпl т8кие, что дJrя ре;шениft уравнениfi /|/ с начальншrrи условияши

во-первцх, 
*'(0) =,а' ' i-'/,2,",,m , /z/

о

х' (Тr) = х2 (Tz)=.., - i- (т,*)
иrво-вторllх,,достига"' 

":"iPrra велиЧина

J = Z ln, (, 
i, u'ldt ,

i.l J
KoTopyD мо8но интерпретировать, нАпример, как сумшарнше затратц
9нергии.

зАдАчА 2. 0пределить величинш[z@ и уп!авленпя цi(t) в интер-
вал9х[Orгr] такие, что для решеflия уравнениfi /l/ с начаstьнцши
условuяuи,/z/пuеет uесто /З/ и величина /4/ достuгает r.иниrryхg.

. _зАшчА 3. 0пределить величинш Гr= Та=-..-Т^=Т>0 и управленияii(t) в интерваjt"[о,Т] такие, uro -" рещенип уравненяit /I,/ с
начальнцши условиями /2/ имеет место /3/ и величина /4/ достпгает
миниуýlмs

Ilре:кде всего приведеш постев.rеннце аадачи к эадвче управления
одним Фиктивншш объектом в фазовои пространстве Д ра9шерностп|tLlL

/з/

/4/
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Дlя атого в УравЕеЕЕяц /|/.сдедаеr. sашqlry переr,евнцх:

t-+t, io/,2,...,l7c. /3/
После TaKoil эаgевц clcтerry уравванrl /|/ уоtпо перецисать в слелу-
Dщera вIде:

#,Т(7,а,о), /l,/

i - (7',i', .., , i* ) , 7i (с) - xi (Ti t) ,

fi,-(fi',й',...,а*), ftiG). ui(T;t),
й(c)eIJ=L!', l!2*... , U-9 

'Fo+Fac"'tFa0 r(г.. то,...,т-) , |=(iif.i..; , r-) ,

IТi; i',п). п J'(fr',a'), i. L2,...,tn

+

п

нi(Фi,i,,а,)=Е0; l jB,, й')r Ф"л(3i,аi).
/,| /

Вспоrrогательнце переменншеРr1 " Фо , к9к иавестно, удовлетво-
ряlDт следующеfi системе:

dФi ?н=-Nidt , i' f,2..., , С ; j, 1,2,..., \
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/9/i=l
fuя определения парашетров Г;

!}

,п
в эадаче 2 urrееш:

Отсэда дJrя оптишальнrт траекториtt, на которцх Нi=СОПSt
вцполняться равенства:

Hi=0 , i=!r2r...,fu r,

при всех tc ГOrt1 ш, в частностч, прчt=f
Это

i#уt-0, i- 1,2,.,.,m,

0

l
t

lн'аt-0, i=!,2,..tn.
о .,

о8ъачает, что

L О;'uv;вiч),й,i()+

f
т.е

+ФоgittitО, йi(l))=O, i=|,2,..., rп. /ю/
В аадаче 3 ишеется-только од""пара.етрr , которшf, определяет-

ся ив условия

l аН n, - 
l|Hidt =о.

lт7,
отсрда для оптиr.альноft траекторши, на koTopott

te [o, 1J ИuееШ: 

iHi - c .
i.?

, долIнш

i 
'r= 

сOtезt
ill

r ПРШ



^ r-9 ,I

L LL Ф; Ji' Bto , iilt 1) * Ф" gi (i,u) , EtuD 
J= 

о :

/ ll/
Как это обцчно делается /сш, наприu"р, [2],,стг.3I5l, rш огра-

llъ

/9

/ to'/

llt'/

Такиrr обрвэом, рассмотре}rи9 Фиктивного'объекте в фаэовоr. прост-
рв""r"" Д раашерностиfтLrL потребова.ttось Hall лшЬ ддя ш{вода усло-
виi't, отрашаDIцих свяаь шеалу ицеulицися объекташ. Дя аgдвчи I та$о-
вцлrи окаэалr,tсь условuя /9|/, для задачи 2 - trlсловия /g!/ ч /lOt/
для эадачи 3 - усл9впя, /gl / ц /ll| /.

Необходиtдле прианаки рещения для рассшЬтриваеццх эадач raогут
бшть сфорлryлированц в виде сдедrпцих предлоrенrrlt;

Т е о р е ша I. ПустьДО - искош'ая т,очка приведения объектов
в аадече I. Тогда вектор-функцпч Qi(t) , отвечапц}lе оптицальноtry
приведениD каrдого объекта i ае ааданное врешя Г; в точlry хО

удовлетворяryг ус.повио /g'/. В случае, когда вектор-Функцuч 9i(t)
ределяrугся веоднозначно, riorЁo утверадафь, что некОторце из та-

ких Функциft удовлетворяrrг укаsанноlry условил.
Те о ре ша 2. týсть ХО - искоцая точкаприведеншя объек_

тов в аадаче ?. Далееr.пусть для кяr.цого объекта l решена 8алача
оптtlшального приведения его в точку Х0 , т.е. наfiдешл соответст-

/?|/
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lTBJrDциe врещ Ti , траекторпя xi(t) и управrение ad({) .То"-
да веrтор-ФунЕцип qi(t) , отвеча!Еptе оптишаiьноrry пршведеЕrD
rаrдого объекта 0 аа вреl|я Ti в точtry ХС.' удовлетворяDт уедо_
эuяч /9'/ n /lO'7. В случае, вогда вект,ор-Функаuч gl(t) олр€деtя-
Dгся неодноэвачцо, tlolцo утверадать , что ЕеЕоторце *a,TaлrEK Фувв-
цlll удовлетворяDт укаэанЕцll условияrr.
. Теореша 3. Iýrсть ХО -искоцаяточкаflриведенпяобъев-
тов в sадаче 3 и т -,хскоrlое вреllя пршведевЕа. Тогда векторфун4-
пrи gd(f ) , отвечащ,tе оптt{uаtrьцоцу прrведециэ каiдого_ объекта d .

," 
"рЪ* r в точlry ХО , удовrетвор"r, условияц /g'/r'/lt|/. В

сJччае, когда вектор-ФIЕ"ц"ч Qti(t) определяDт"" r"од"о"вачdоrrrоl-
во утверrдать, что векоторце па Teкlrx Фувкчиfr удовлетвqряrуг }кавен-
lцII условияr..

Аяадогичнцl реаультет Iоает бцть получеЕ с поrrоць приЕ!цlпа &лл-

t

a.

С другоI сторонц, как rrэвесiво,

гле gj(t)

/ 13/

_ коr.понецты вектор-функциit, отвечаDщ4х оптшr.альноrry
приведениD объектов в точку х О эа врешя Г1 . Ие /I2/ u /lЗ/ по.

иrrептся /il
ttцми уравненrtяrrи

судов' двиаения которых описшваDтся дифференциаJtь_

,
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*i=Цi"Sо*ýrхj,
х; - u,1 , i- 1,2 ,... , m, . /|4/

Фнкции х: (t) , XL G) "д""" определяuр траекториD двиrения / -го
судва; uift) , _u";ft) - парацетрц 

JIпрlвле.,ния, 
приниrЁпФrе проиа}

вольнце вещественЙе 8начения; S'- So+ SсХL - скорость течевияrко_
торая аависит тодько от Bтoport координетц объекте. Предполагается,
что эатратн эверги}t **оЁ судна опреде.rяDгся п.о форtryлач:

litu,r ,u!b tJ[fu;f* @il'* kldt,
о

7_ 8аданная полоlительная величина, а ,j _ вреця двиIения"д" k
судна.

П р и ш е р I. При sаданнцх llачаrьнцх полоаениях судов

xiO)=oi, х;!601-а!, i = /,2,..., ltL,
и врешени Гr0 треОуется отцскеть точt(у (Xi, Х!)

цi(t)= (цjtt), ц: (t)), i - 1,2,.,, m-,

и управrения

'т такиrr об-

*,

осJЕрствrяDЕЕ{е пеРехОд Всех сУдов в эту
реао',, ",: ^":ттЁ:*:: ":::*"

J-alT |р;l'*(ц!)'* itrfr L

точlry эа вреl.я
8етрепl

lat.
J

преrде всегоl рему ttL эадеч оптиr.ального перехода судов в про-
иавольнуD точку (lrorx!) 8а вадеЕное врешя r . fuя этого соглас-
но /7 '/ Ь"едеr, в рессIотрение д!я кацдого i.lr2r,..rttъ Фувкции

ц'- 9,L(ui * ýо * s, х! )+ ,,?ri u!- !|t*:)2*( ui)L+ kl ,

Сопряшенная систеца /8|/ в данЕоrr сJIучее иr.eeт вид:

фi=о , фi.- 9"Q,i /l5/
Делее, r,rэ услошя цаксиrrytа бункцrrи Hj по'l/,| u Цri опредедяеrr:

Цri. Q.i , Ц: = q: . /rc/
Интегрпруя уравненшя /l4/ ч /l5/ с учетоI /16l, находшш:

.чi-сi, 9!=с;- s2c:l, /п/
xi - о!, *|g.i *io * ;сF!,ll * slc, { - 'it' , /IB/
ri, o! + ciG)- S!"{ 

,

где Crj n с! - постоявЕце шнтегрхрованfя.
r'Олагая в /I8/! -Т у, следоватедьво, ;{rd- хrО , xj'= 1; l в8_

ходиri постояннце Crj 
" 
с! . Подставляя послелвIе э /ti/t.no.ny,.B".,

i |2(х|-a,i-ý.r)- |seT(x!*а: )

a

9, пт+*- т, /|9/,



,; _ 
(х'.- - а! Yt2 *., iJr+=B:rT(xi-ai- s,т)-зsiЁт'!хl*о! )_

t2T* s:т,
_ 12(x,9- 1i-_s,ТЦsrТ\!+а! ) sэ,t .

Далее, .подставrяя аначенпя ваlдевщ фrввчrft прц/-Г g /g'/, аде
под Ti в данноr. сrýrчае слел/€т пониIеть аалаввое вречя Г , поJýr-

чаеш систеrry лпнеfiрш,t trlpeBBeBrl лдя опредеrэвrя Х,,' I ХзО . Ив по-
следнеlt fiехолlilц:

'о-

3t

l'

/zо/

Искошlе управления опрелелiптся Dtв /16/ u /lc/.
3aleTrl, что при постояцноlt скорости печенrrя /т.е. пря Sr=O /

и,, в частности, при отсутстDш теченrrя ,/т.е. при9.=Ьg =О / оптч-.
цальвЕе траЪктории'ДВl,t!еППЯ, rав слелует ав /IQ/l являDгся пряIолtt-
BeitHцrrl. При перашенноfi скоросrтп течечшя оптиIальнIе траектории бу-
лут крхволrнеltlЙчr. {a

П р и. I е р 2. При ааданlщ( начg.rьвш( поrоtениях судов

х:Ф)=аi , х:(О) -ai , i= t,2,...,l,L I

требJtется етцскать точt(у (Хr', Хz') , величrш Г; х управIения
цt(t)=(ц.i(t), ц;(t)), i=/,2,..;,йt, 

+
в интервало [0rТr] , осJrцеетвrяDшие переход всех судов в эту
точку такиrr обраэоrr, что достtaгаDт r.иниrryr.е сушlrарнце эатратц

,1,:* 
т'!' 

12-ъ1,1,
" - ;E IF""r- (цi)2* о]*,

Воспольэуеr"" о*# полученнцr.и соотношеншяши /16/ п /|9/, где
под Т Е денноr. с4}rчае сл9дует понишать 7j ., Кроче того, для

опредеrенtя веrиqин ТrrТоr... 17* 
теперь л!ееL m соотношенилl /ю| /.

ъдставляя .й"""пЪ вйдЪirшl функциfi /l9/ п9чt зТ; g /g|/, полу-
чиI ехстэrýl линеЛншх зlравненrlt для определевrt lf ч ХlО . Так, на-
приr.ер, прш ,t..f , ýr=Sr . Оr 5, аL(OrО)rа..(!rФrОL(lr3)окон-
чательно по4учееI: й.9r|2i|=0r9ti Tcbi/f i Х|.2,/9;-х!- 0rl8 i
авачеЕпе функцишала 7- |2rr9

п р и ц е р 3. При эаданнцх неч.rьнtп по.ьоlевiях судов

xi@)-arl , xli(o) =Qi , i./r2r...; ftа,
требуется отцскать точtýr (Xi, Xi) , велrчицу f и упрамения

ц{ё) - (цri(t), цоl(t)), i - f,2,..., tfu l
D хвтерtaд" torТ 7 , о"trц"ствляшЕl€ переход всэх судов в оту точку

t-

,

l

t
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так!rш обраэоr., что достrгаDг шнfцпа cyr.r.aPццe эатратц

В. этош сJIучае шоtно воспольэоваться соотношенияши /16/, /l9/ u /2О/,
По.lцученнцци в прицере Ii где пол r слелует поницать вреr.я переrо-
дg всех cyloв, опрелеrяеIое соглесво /ll| /. ПриД=dgо-Sз = 0r5 ,_

а'.(Оr'0) , о2*.( 
'rО), 

a!=(-tr 3). в aтoш сJцучае оковqетельво
получаеч: Т=OrOЦ; ||-2r2I i XgO=f,Q..Q ; эначение Функцrrовала
J = 12,ht

в аirдэчепше ааrrетtrrl, что в случае простого двиrения в евкли-
довоrr простраястве sадача I свод,lтся к раэцсканпэ общеl точкч |tЪ

сФер, эадачg 2 совпадает с иавестноfi эадасеl lt!геltнера. Неконец, ,эа-
деча 3 рввносt'l.!ьна аадаче нехоtдения центре сферц Iхвlr.альвого ра_
дцусаl содерlащеf, точкu alrO'r..., а-

Нетрулно проверить, что о.птиllаrьнцци траекторияlд{. перехода Ker_
дого объекта в точlry х' во всех этих аадачах являDтся прrццеl со€д}l-
няDщ{е точrи '4d с Х' . В с;tучае sадачи 3 по опqишальпll| траекто-
рt{яll, очевtlдно, булут двигаться Tolbкo оOъекпI , находящrеся в ]{а-

чальtплfi цоrlент на наltденноlt сlфре r.ивtaчального радrуса

Дrоступила в редакциD ?9.4.1970 г
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