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нишняя 0цЕнкд числд дг 0ргрдФд с зддl{Iflми рддlусOм и кслйчЕств0ll
викOмпOнtr{т

Ш.М.Исмаилов /Бвку/

a
В работе рассматривается конечныit ориентироваttншit граФ,/сргэа,i,,/

,х/

Пусть GhrkrГ) - проt/iавольныГl орграФ, *це |L> / количество вер-
uMH, k r, l - число бикомпонент и lsr.ао -рад!,tус орграФа. Наiiдем
нишнюю оценку числа дуг данного орграфа G(rъrkrr) .

Воэмошны следуDщие сJtучаи

|, 71 =fti
2. п+ k.
В случае z = k , орг!аф не содершит орциклов и в силу Г<а о6-

ладает единственным центром.
Те о ре ма I. сографСг(rъ.пr,') rlмеетминишаJtьноеколичест-

во дугхх/(:2 кехдая его верцина достиуима единственншм путем иэ

центра. Миt.tимальное количество .ryг такого орграфа равно N(ПrП, Р)=ry1,

Легко покаэать, что орграФ, удовлетворяDщиt-t условию теоремшrесть

Все определеtrия и понятrtя вэяты пз [.] " [r]

растущее ордерево.
ts случае п + k воэмоанш следуюiцие:

, 21 k=l;
22 k>2.
d случае ?, данныii орг;эаФ является бисвяэным.

| Л е м м а I. Для любого бисвязного орграФа G(П.|,l') , не уве-
]

| 
личlавая количества дуг и сохраняя радиус, i.:oшHo построить другоrt

lбисвяэншfi орграФ (7](П,f,П) , являющиftся аоэеткоl [:].
До * а э ат ел ьс т в о. Пусть ý(пrlrr) - проиэвоJIьншft би-

связныft орграФ. 0дну иэ его центральных верш!tн обознаqlrм I. Выделим
кратчаfiчоllt nyr" Р длиr.rш 11 с началом I. Одну иэ верцмн, находя-
хryюся на расстояниrr Г от I, обозначим r+/ Удалимлtз орграФа
Все дуги, выходящие из вершинн r+ / , .кроме ryги (v+t)rl : ясно,
что при этом радиус орграФа не уве.i4ч!lтся.

Если в орграФе не было ls-ги @ , то п99дsдrления всех
выходяцих из вершины /+ / дуг добавляееi дугу (t'*l), / . Ясно,что
после укаэаi{нцх пilеобраэований орграф остается бисвяэнцr,t и кол!t5ест_
во дуг его не увеличится. 0кончательно приходиt к орграфуrсостоящемJ

из одного простого орцик;,i8 длины и подграd,а /токе бисвязногоf иt;е-
ющего с этим орциклом ровно одну обu.чD вершину. Ралиус подграФа не

*х/(:-) ааменяет .'тогда и только тогда, когдэ". !

ь
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превосходит радиуса всего орграфа. Пришеняя к подграфу ту le проце-

дуруl в конце превратиш весь исходнцй орграф в роаетку.

Л е м ш а 2. Роветка GИrtrt') ицеет шиниl!аrьное количество
4уг (-) количество ее ветвеfi rrиниша,льно.

.Щ,еftствительно, если череа / обоаначитlколичество BeTBefi ро-
эетки, то количество .ryг ее равно {

N(п,!rr)= п+С-|. /|/
| Те о ре ча2. l&tниrrальное количествоý/г бисвяэього оргр9фа

|G1o,t, n1 р"""о{

о-'1-r. /z/ral
. Рассшотриr, наконец, случаfi лп-

1,1(п,|,r) - о*|
Очевидно , чтЬ miп е:|+)'

.з

Оого k , удовлетворяDщего условиD 2rk+i< П . tgк g96.Г<Ф rTo
антитупиковая бикоriпонента единственна и все центральнце верrипц
орграфа принадлеIат aTolt бикошпоненте. Беа нарtrrшения оOщIости r.oJ-
но считать, что це.нтршьцая верIина единственная.

Т е о р е ш а 3. Обцкновенrпrfi орграфG(пrkrt') , гдеР>.ft-k,
ишеет минишальное количество дуг однв его бикоrшонента С
иIеет lt- k + / верчш,rЕ и является простцц орциклоц, а остальцце
бикошповентш одноверtrиннце, причеш орграф не содер8ит никаких цик-
лов1 кроше @ . Шинишшьное колпчество дуг равно |/(rъ, krr) =ru

Д о к а а а т е л ь с т в о. Допустиш, что,количество дуi оргра-
фа G(п, k, Г ) , гле 11 >, п-,( rrиниlдально, но хотя бш одна его би-
коцповента J не является простым орциклош. Воэшошны сле.ryDцD4е,

сдJrчаI:
Случаf, I. J не содерIит вершин, принадJrеваgоrх простоlry пу-

ти лпишr Л lta центра. Бикошпоненту J превр9тим в одноверцшнную,
а fuР) - | верццн ее перенесеr, в центраiьную Х о , после чего пе-
ределцваеr, в простоfi орцикл дJtиЕц rt(Jr)tп(Х)- | . Поскольку п(7)+
*fu(Х)-1<п- k +,t , после такоf, перестроfiки сохранltтся радиус, но
количество луг орграфа G(ПrkrР), где Л>. lL-k , уменьцится .]опре-

ки шинliчальности.

Сл_ччаit 2. Бикошпонента J содер8ит вершину, принадJtеtа!ýlD
пРОСТОlry nyr" Q мпнu F иа центра орграФа. tlусть в бикошпонен-
те J иr.еется t верцшн, принадJrеIапlих Heкoтopolry простощу пу-
ти 8 минч l| иа центра. Легко покаэать, что если переделать J
в пр'остоfi орциш длинц t , а остальнце П(Х)- / ее верrrин перенес_
ти в центральнJrD бикошоненту % , после чего последнDD такае пере-
делать в простоft орциш длиtщ П(Х,)+Пlil-l , Фо радиус орграфа со_
хранитсяr6 количество дуг ушеньцится вопреки шинимальности.

, .Допустиrr в орграrф G(п,k,г) , где Г>r/2-k, иtеется пО кРайНеfi
мере дЬа простцх орц"*rr" / и S ненулевоfi дJrинц. Нетрулно пока-

х ает ваишеньшее целое число, а



аать, что если бикоr.поненту.l аашевить проспIш орциклоri l' дли-
lrrr п(/)+ fu(S) - | , а бикоrrпоненту ý ааuевить одноf, вердиной,то

радиус орграФа сохранится, а количество дуг орграФа ушеньцится воп-

реки rfiниIrйьности. 0рграФ не ,содераrfг никакшх циклов, кроце еЛшвст_

ве.нного простого орцикла, что легко докаашвается от противного.Oб_

ратвое утвераденше теоремц очевидно.
Иа структурц орграфа ясно, что l'l(nrkrP) = tЪ , что и требо-

валось докааать.
Iýгсть бикоlпонентq J есть (п - k + t) - верщинная роаетка

оргрtiфа G1 furkrn) и в.каlдrD бикошпоненту, кроце центрмьноfi, за-

'содит.одна 
.ryга. Gч(П, k rr) - такоfi орграФl в Koтopoti кодичество

его простшх орциклов f р.""о количеству BeTBefi в роаетке J ор-
графа Gt(Пrkrt') ц в ЕаддrD бикоrrпоненту которого, кроме централь-
нойr. ваходит одва дrг9.
| Л е ц ш а 3. Количества дуг орграфе'Gl(ЬrkrР) " G(п,l<,г)равнш,
l следс т в ие I. Количестводуг орграфаФ(rc,k,!(G"(п,R,r!)
In "rrr.n""o 

(-) 4 -"r,r,.n"*o.
орграфш Glhrk,r1(O, {r,Д,Л)) _ с минимальнцr. количествоrr дчг

обо8начиr. соответств gt|Hg G'( rc,k rr) ( G"(п , l ,r')) ,a

i

?

Т е о р е ш а 4. ОрграФ G(ttrk,Г) l где Л<rc-k., rrшеет ши-

вишальЕое количество ..ryг (-) он является либо G'(П , k , r) либо
ОЧП, k, П) . При этош количество дуг рав,,о

M(tt,k, г) = lL *l+) ,
До к а в а т е л ь с т в о. Пусть О(пrkrr) l гд€ Гlп-kl

проиавольнtrfi орграф. Воамошнц сле.ryDщае елучаи:
I. В кsчryD бикошпоненту, Kporae антитупиковшх, входит одва дуга.
2. Существует бикоrшо"""rа Jб , в KoTopyD входит h > l дуг.
в обоих случаях бикошпонентн орграфа делятся на две группц:
а,/ Бикоlдlонентц, которце не содерrат верцrиЕ, це принадrtеtалЕ{х

Hrrкaкorry простоrry пути дtинш У от центра.
б./ Викоrrпонентш, которце содерIат верцинц, принадлеrацйе по kpaft_

Hefi шере одноtry простQrry пути длицt{ t'' от центра.
Согласно рассуIдецияra, проведенЕцr. в докаэательстве Теореrш 3,

в случае 2 все бикоrrпонентш ./кроше центрмьноfi/ орграфа О(rъrkrtr)
где lt<П- k , превр9цаем в одновррчшанrшfi или лростой орцлtшl а
центрелЪrцдс - в роаетку. В этолt случае докаэательство теЬрешц сле_
дует из лемlrц 3 и следствия ,I.

Преlде чеш переfiти к докбаательству теоремц в случае ?, дока.rеrr
слеýrDцýlD лешФr.

Iýсть о(пr2,r') - TaKoft орграФ, 
" *oropou в.,центральtryш бикоrr_

поненту захоiит 9, | дrг, а O'(n,Z,t') _ такоft, в Ko1opoll н€-
ЦеВТральная бикоrrповеЕта одноверцинная и в нее эаходrпт одна дJГа.
l Л е ш rr а 4. !iинишальное количество HG) дуг орграфаGl(ru,Z,r),

lгде ГС rЪ- 2 , не болыпе чец шиЕDtцаJrьное количество Н(С) дуг
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орграФаG(П,Z,t). '
Д о к а з а т е л ь с т в о. BoarroшHш сле.ryDщ}tе сJrуча}t:

I. Вшкоцпонента 2 не содерЕит верцин, находяцтдхся на расстоянииr от центра орграфа.

2. Бикоrrпонента 2 содерrит верirцнц, ваходяЬеся на расстояниDt
Г от центра орграФа

. ДtалогичЕо докавательству теоремш 3 в обоих случаях бикоrrпонев-
ту а превращаеrr в одноверщиннуD, абикошповевту I,/центральнtrrо,/ - в

роаетку радиусош r . Нетрудно покаэать, что после перестроftки ко-
iичество дуг орграФа не увеличивается.

в дальвеttщеш булеш ишеть в виду то, qтo количество бикоllповевт,
которце содераат верциЕц, приналJIеtещlе HeкoтoPorry простоlry пути,
больше двух.

Возвращаеrrся к докаэательству' теорешЕ.
Сл_ччаfi 2. Iýlсть бикоrrпонента У5 удовлетворяет условиD а/. Не-

трудно покааать, что если перенести начало всех дуг, *роr," ff в

Ц /где Х - центр орграфа ч ЦВ J5 /, то приходиц к с;ryчал I.
týrсть бикошпонента Jб удовлетворяет усГовиэ б,/;_rrноrество

бикоrrпоненттипа Jб обоiначпш""реrз [7t} , где/-lj цN<k
В эависиrrости от достr4Iишости иэ центра орграФа шноrество верщин

чоано раэбить на 4 групш.
Теореlry докаацваеr. м" tJr}C [У. } таких, что в J, ааходит ду-

га как иэ центра орграr}а, так и l.tэ другцх бикошпонент,/докаэатель-
ство для других групп бикоllпонент проводится аналогично/. Калдое

[J"} делится ва два подtiно*еств", [Jr}= [J;} + IJJ} , гле [Jj}
состоит "" Jlr, которце не содер8ат верцп{н, находяlш,гхся на расстоя-
нии F отцентраорграфа,.IJrI} -n"r", $ ,которlесодер-
laт их.

через {.9(*, а'*'1| ,t"л" Х - центр орграфа, g',,gi,...,9J - вер-
ш,rнш б9tкошпбнентш Ji,e {Эi } , иа которlц вцходят ryгп/ обоэначиrr

шноIество длин кратчайцшх путеil. Среди этих rryтеfi вшбираеш lrакси-
чальнцfi по дJIине:

д=,tпl!х [у(^, цltJ .

Анgлогпчно среди кратчаfiшtх тгутеl 1 проходflц,tх черевЩr!2r,.,, Uр -
all

-верЕц,tнЕ Jvo , в которце эаходят л},ги ttэ ,;( , вшбираеш шаксишаль-
нцit по дrине:

. В- !у^{9и"{*, g)Т , где a-i3,P= tj.
Ясно, что-Ь > Д . Переносиrr нечала всех ýrг, ,"*ол",,и* " J| ,

*ро"" i]r" (t<P. <,Р) в верппrнtrr (/ро . Если после переноса начал

луг б_икошпЪ"""rа J{ содерlшт кратчаЛЬП гуть длинц 8- / , то лег-
ко покв8ать, что с пошоцlьD перецещения по атоцу путld верщ{нg:rУ2|r...rц!
r.oaвo сохранить радltус орграФа не увеличивая его дуг.

Г|усть Jjo не содерlит кратчаilшего пути дrинц 8- / . 3начит,

-
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РQ;) < B-t l гд€ F(li") - радиус бикошпоненпп JJ. . Перест-

рохв Ц в бикошпонеtrту радиусош 8- / , получиrr кратчаfiшrft путь
мпм В-'| , KoToprrf,, в сиJу вцrцеск8эанного, достаточен лля сохра-
неншя рад}rуса орграtDа. Леrко пока8ать, что, сохраняя рад}tус и не

увеличивея дуг орграФа, шоIно переitти к сJrучаD I и т.д.

Поступила в редакциD ?.3.1970 г.
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