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Д/tФФЕРЕIц?lдпыlАя игРА tцRЕдЕния гРи зДцздшшни}1 инФOРlIАiии
В. С . IIМщrrаков ./С ве рл.ltовс к,/

В дааноlt статье рассllагривается д}tqФеренциальная игра приведе-

нпя на эаданное rшо8ество при условии, что один игрок поJryчее,г ин-
tорчацшп о состоянии игрц с постояннцц эапаадцваниеr. Рассуrдения,
проведеннце в работе, баэируDтся не экстреriальвоп конструкчпп [ э ] .

В первоlt части р9ботц рассшатриваегся вспоr.огательная програшшная

эадача, которая булет испольэована во BTopofi части для построения
оптишаJtьного управлеЕi,rя первого l,tгрока. Статья приLlцкает к работац

[l - 4] .

I. týlсть двиIение rонФпиктно управляецоit сллстеrлд описцвается

дифФе ре нциальнцш уравнен}rеш

dXl
Ё= д(f )х + B[t)tt - C(ily,

/аf l. ..-

Lz zо- | , x[tg-цJ =ло.
3десь ,Z -полоаительная постоянная вел?iчriна; Л - |L -I..epn-.il
.l,аэовцlr вектор crtcтeli-эi; Ц а Y -вектораЕе уп.jits.lя_оц;.лt зоэдеft-
сгвия p""u"p"o"r" l " t соответственно; A(l) , 8(t) ,C(t) -
-не,прерцвнце I;о l шатриц, соответству}Oцих разlrерасстэlt. Реали-
аации управлениfi ц[t1 " VГt] в каrп.it шошевт врешени ъztо-Z
стесненц ограниченияliи :

ц[tlе IJs , v[tl e V1 , /i.z/
"." U' , V1 - огрtrниченнше, эаькнутi{е и в:iпуклце l:iioшecтBa, ив-
шеняDцI,tеся непрершвно при иsшенении t

týrсть эадано вцпуклое, аамкнутое шнохество МС Е. . Pacc.lraT_

ривается слgдуDцiая игров8я ситуация. Первшit игрок / Ц / стреrит-
ся привести двиtение /I.I/ на MBoIecT"o l"| . При aTorr в ка-.т*fi
шошент вреriени t >to он lioleт строить свое управление на основ&-
нии инфорlrации о полоIении сшстецш /1.1/ _в !.or.eнT вре!.еви t - 2
Управление Ц[t1 прч tC[t.- Z, toJ буяеш считать иавест-
ншш. BTopolt игрок ,/ У ./ стреrrится поriеiцать приведениD сист€шц
/1.1/ на tноIество М . В данноfi раОоте ситуация рассlrатривеет-
ся с Fозиции первого ltгрока. Поэтому не 0удеý оговаривать ин<}орrи-

ровавностъ второго игрока, полагая ее сколь угодно полноfi.
введеr следruцие определенIя и обозначения.
О п р е д е л е н и е I.t. Допустиrщr. програIIнцra упрамениеr.

tt)(vftl ) оуд", наацвать всякуD суllIи

itle U1 1ftle Yt )
pye\yD Функцпэ, удовrет_

воряDlýlD условип {l'

i

0 п р е д е л е н и е I. 2. Поа,rциеfr в шorteнT t >top(l)
0удеш наацвать совокупность {t, хtt-ц1

,!гэц

, i,| r ГД€ ut реали_



Iб В.С.IIh,rшцвков

|""uo" управления u = U[t7 прч t€ [1- Z , t ]

| О п редел е н ие I.3..Щ,опустимоfi стратегиеftU первого
игрока н8эовеli правило, которое каддо.ft поэиции |trХrU'| "n"""'в соответствие мношество U(t, Х , Цt ) , 

"оо"rЬтворяDщее 
следуD-

цlим условиям:
I. l|rro,KecT"o U(f ,ХrЦё)СlJt является вшпукдым и замкну-

тцм.
2. Мношества U(trx, цt | полунепрерцввш сверху отвосительно

включения по t, Х и 4д) - полувепрерцвнц сверху относительно BKJID-

|чен

если выполняются условия l!k- U * i tK- t* ; х** х+ ;u|.тu!'
и ltk€a ( t к, xk,:_!

ts,х*,ч!.),
где символом Г обоаначена слабая сходиDrость [ z] послелователь-

ности Функциf, Utk* ( Е) /эдесь д.ltя удобства сделана эамена ý =

=t+tZ -tt , t€ [t*-Zrt* ) /, рассматриваемых как эJIемен-
,ты пространства Lztоrцl

.Itопустилrую стратегию первого игрока обоэначим символоьi U +
U (l, Х , Цt) . Относительно второго игрок8 булем считать, что

егО стРатегия в кашдыГt момент времени tr.t;/ характеризуется
мношествоt{ Щ - Такое определенtiе стратегии поэволяет охватить
лпбоl't способ qlорrrирования уFравле;iия второго игрока, пороrсдаючиfi

сумt ируецую реализацию v(t)
Оп ределе н и е i.4. Дишениелпсистемы /l.|/ наотрез-

ке времени [t;??, 0J будеш назшвать всякук) ебсолlстно-непрерыв-
аую с,ункци" x[/-J (te[tr-z , 0 J) , ,оо"петворяDцryD при почти

"""* t следующе}ry включению

ry.д(/)хtl 1+ вft)Uft)- с(OVt , /l.з/
dt

где

I u"[tj nри t€Uо-tz,t,),
L)0'1= {v\- l 

I tlft,xtt-zl,u') np" te[t o,0'l .

);
U(

то имеет место включение

Вшэаше;lие в правоlt части /l.З/ следует понlttать как алгебрсическую
cyt\t:.ry [:ношеств.€праведливо следующее утверIдение.

Т е о р е ма I. i. tlусть заданы допустиrJая стратегля первого
rrгрока U+ U(trXrЦtl(t,,tJ i стратегия второго 

""po*u У1

|tztr-Z)_; ""urльная 
поэицrlя ltо,Хo,lt'| и _отреэок вре!,lеrtи

Lt;2,-0] . Тогда нs отрезке времени [t; Z r 0] с}ществует

|хотя бы .одно двишен;iе системц /I.1/, удовлетворяющее tlачальноt{tу

|tr," оо""о X[t; 27 = х о

iокаэательство это!"r теореь:ц приведено в п.3.

l

,



ДисФеренциа.rtьная игDа ндвеления 1i

Прпведеш теперь форrryлировку аqJ(ачи, рассшвтриваемоft в рабс,i,е.
3едача I. I. Требуетсs построить допустиlryDстратегиD первого иг-j

ро*" Uo+ IJo(t , Х, Цё)G > t о) TaKyD, что лDбое двиIевие системы

/I.3/ дпСференциельвцх урввнениlt в контингевцttях
rноrеетво М не поэtе конечного riешента врешени

нуто и ограничено.
0раау иа определения 2. I следует Своfiство

О п редел е н и е 2.I. MrrorecTBo W(Цrrtr?) - r.ноцестю
всех точек h/ , обладаD|Orх следуDЕg,tм своltствош: дJtя лDбого до-
пустишого управления v(t) (tе[t-r .0J ) шоIно подобрать допус-
тиr.ое управлrcнце Ц(t) (tc[fr0I) такое, что пара управлэниfi
y(d п цr(t) rгд€

tf/r|=| чr(il l ccH-z,t ),*Lc/- 
[ и(аl , tсtt,0l ,

пер€водит систеlry i.rt "" точкч Х({,2) -W в некоторое полоrение
хГ0] е l,,l

В соответствии с определениеш 8.I шяоrест"о W(Ц\tr 0) шоано

d'lt -ц,е)с Gцl(t,0)+X(O,t-2)w+9t- l,|. /2.i/
Здесь 6"'(tr0) u Gа(trр) -.ооласти достишшости соответствен-
но первого и второго игроков иа состояния X[t7 = 0 к r.orreнTy

0-. t ; z{(0, f ) -фундамечт9льная tатрица систешц /1.I/i вектор

?* 8адается вцратениеr,

?r- lХ{Оrt)В(dцt(t)аr. /2.?/

t-D
иввестно /"r.r""r!"""г, [ э]z, uro G"'(l, 0) , еаrG , О)

- Вцп}клц€1 заraкпутце, ограниченнце шноаества. TaKre, беа ограни-
чения оОщности, raotнo полагать u"or""r"o ff ограниченнцlt' по-
скольку двиtения систешц /1.1/ рассuатриваDтся на конечноrr отреэ-
ке врешени. Тогда иg /z,l/ вчтекает следуDщее cвoitcтBo мноIеств

W(ч*, t, о) :- 

/I/ fulоtLсп"о W(Цёrt,0) /."n" оно неr\устоl - вшпукло, a.i;K-

на

?. Рассrrотриц вспошогатеJtьнJrD програtiшнlrD 8алачу, которая бу-
дет испольвована дJtя построения оптиt.альноlt стратегии первого иг-
ро*" Uo

В пространстве фа9овцх *оорд"r", lX} длh вцбранttо"о 
"ou""r"0_*оооЙ 

"о.""rу 
l<'0 n oon "rnuo* ,no."n"" uэ u!G) (te[t,2, t))

поетавиt в соответствие цноrество W(Цtrt,0) l опред€Jtя€tое
следуDцO/tr. обрааош.

a

аадать как совокупность точек W , дJrя которцх справедrиво вмю-
rlение

/IV Еслп точкв W€ W(Ц},0,0 ) , то лDбое двиIение системш

/1.1/| исходяцее 
"з 

Х[0- Ql=Yl non"ou", в ,.о,.""т В на MHotecT-



I8 в_Cл:llи:шяgп-r

во r,'

О п р е д е л е н и е 2.2. I,tolteHToM поглоtцения 0'(Ё. Х, Ut),
отвеч9юlциl.: позиции i,lгра lt, Хrtlt| , пазове[! наr,r!,]iеньшее значение
n"p"on".o" 0 , при котором rlмeeт место включение ХеW(Шtrtr0),

Э п р е д е л е ii и е 3.3. Поглоцение стабильно,/уноrсества

W(Цr, *, 
'О) 

стаблlльнш/, есл'1 для ,тюбоft точки wС|{(Ц*, tr 0)
и любого у:ri)аЕле ния v(T), Gе [t-7,t "z f d ) мошно подобрать управ-
лр.чl!€ ц[t), lte L f .l + Д)) такое, что паргr управ,тениfi У(?)
(ге[t-ц,l- rL *д)) переводит clrcTe !,iy /I.I,/ иэ точки Х

в licrtoTopoo полошение Х [t - 2*Лfе fl(цt*Д,t* ь, OО)

! ut?),
[t-2]=w

l ГД€

t+д цt(?) прп r€[t-ц*л,t ),
ч ц|'^(t)= uЕ) при Те [t , t*b)

jY.e l,,l пF}едгслагать, чтс для исходноft поаицйи игры существует мо-
Llellт погло,ле""" В0 il иtu:еет место стабrrльность поглоце:{ия. Рас-
смотрим ряд cBoftcTB мноrеств Wfutrt, 0О)

/Ш/ При люболt t е [to,QoJ "у*".rвует 
такое 44' , что t{ношест-

,о W(ut,t, 0') непусто.

Деirствигельно, м" t =tо это справедIиво в силу вклDчения

хое W(.Цt:L,On) , ддя лDбо"о *€[tr,OО] своfiство ,/IiИ вцтекает
лtэ стабл:лы{ости поглощеаия.

/Iy/ Еслtt W(U!,t, ОО) t{епусто, то непусто " W(ц!t,Ф
прlI любоlr Л 

f ') , причем мешду h:ноаествам" W (ut, t, 0 " )

гДе

i-2
Пl:едстевим векто1, W
чим вклDчеliие

t
г

9: = JX(o 
о, т )ЬЬ), ut* lc)clr .

(с

")

}l

V,t(u'*,l r 0 !rошнс следDщиll обр9эом посr,ави,l,ь вааимно одно_
эначнсе cooTBeTcTвlle :

W(ч',t,OО)=W(чt*, fr0')*ý*. l2.з/
где l

*Ё г
5 = |X(l- е,t)в(t)[ujal- цtр)\dt.

J
|-2

Д о к а э а т е л ь с т в о. Ло определениr 8.I точка W при-
Itадлехит MHolecTBy Wfuirt, ОО) , если имеет мес.го вклDчение

oo(t-Z,0o)cco'(t,0?-x(Oll-21w+g|-H, /2.4/

как W+ Е'- Е' и подстsвич в /2,4/, полу-

G"'tt- 2,0) с, O('lt, 0)- Х@! t-ф, (w* 5t)+ 9t - l"l,
иэ которого следует, что вектог, W* 9*е Wfu|trb). Дналогично

мсано покааать, что если w *е W(ц| l, 0о) , ТО W'- s*е W(ut*, tr0)



.Цифdвренциальная игра нgведения iv

0тсюда вштекает справедливость cBoitcTBa /|У/ .

/У,/ MHoiTecTBa W(Ц'rt, 0О) иаменяDтся непрершвно с иэмене-

нием t u. gt tz.zt.
Д о к а э а,l, е л ь с т в о. týl-ш,но покаэать, что дJIя любого

d?0 
"ущ""r"у", бz.0 такое, что как только

А* |?:'o- 2t ll 
.6 (л,0) , /2.5/

име!cт место вклюqения:.

Wfu'*'o, ! +д l|")c W"lur, tr 0o),

W (чt, t, 0о)с wО(ч:-О, / +д,OО),
l+L

?'r'^ =J'rш фВ@ц: o(r)dt 
,

7- g+ъ

зr = 
Jxro:rlo 

очlddt.
t,rZ

z.

/z.6/

/z.7 /

/2.8/
l") ,

Покаrем снача.[а справедJIивость вклDченuя /2.6/. Мя проиэвольного
олемента }V из Drножест"а W(Ul*'|{+Ь, 0О) шошно эаписать вшD-
чение:

где

торц

ров

G"U - 2* Д, 0О)с G"'(t *д, 0)+Д1 Р | t- 2 r д1, * q f,* 
L Н .

Добсвим в правуD i,t левур часть /Z.B/ мноf,ество iG"' точек
удовлетворяDщих условиD{,D+A

х")= 
Jx{o it)Otdч(t)аr np" vk)eVr.

1-D
чбсти /2,8/ добавlrм и вшчтем шrнcxec

, l где MHo*,ecTBo ЛOtq
it правоft

!,|i' :,;

х0=

до&ле
t+д

Jлrо
t

о,с)O(t)цЕ)dt 
при ц(С)еUt,

X(0',l- tz)w
."оДб") и век_
состоит и9 векто_

творяющrlх усJlовиD

Тогда пЕ /2,7/ получиli вклD,lение

СОU - tz,9o) с Gk|(t, 0 ? + х (0 : t- d, Ф *

где мноаесr"о y состоит иэ вскторов fl
венству:

U.хG- Z,у')xBL Х({-е,0')х(.) +

+[Xtt-Q,{-z *д)- EJw*X(t,z,,e),[9'- 9i" J.
в силу непрерцвtlос,ги шатриц XGrd, (X(d,t).E), b(t),0(t) ,
ограниченности шноtе",о" U7 , Y7 дя лэбого бz0 наfiдется та_

*о" 610 , что как только A*l!J*'o-1tl1.0 , вшполняется нера-

венство llg ll . е для lсех g eY

Y)чr- l,t , /2,s/
, удовлетворяDщих ра-
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Рассrrотриш sцпукJtое ш,lо*ес,rsоIУ1 всех 1,очек w. , удовлетво-
ряDщrrх условиD

Gnt/- rZ,O)c G'O(t,0'1*Y@i,{ ф.(w*S)tgI- /,|, /2.1o/
где череа 9ё обоsначена crDepa радцусв Е и разцерЕостп1 совп8-

даDщеп с ра9шераосr", }y'r . Очевидпв справедrивость вtсJtDчения

W(u'|o, !+ a,lo)CWt , /2.1I/
Построим u*or""r"o И центров Wз сФер Se , целикоrr содер-
rщtихся в Wr . В силу вцпукдости brHorecTBa Wr для лрбогооt>0
иоrао уквзать}z 0 , что квк только €+ , то будет вшполвяться
вклDчение

W, cW: /z.l2/
С другоlt сторонц, иs /2.IO/ легко покаэать, что дtя каrдого

Wl€Wl СПРаВеД,rtИВО УСЛОВИе

О@Ш,2,0')с Gnlt.0')r X(0',l- 2)wrt 9'- Н ,
откуда след/ет, что Wzc W(u|t , О') . д тогдi us /z.ll/п/2.12/
вцтекбет вклDчение /Z.B/.

llolHo покааоть, rцr9 вшDчение /Z.Z7 ^n"*eт и8 стаби-Iьности
погаспЕаия и cвofrctbs /lY/.

Обоаначltrr uepee go(t, Х, Ц') расстояние от точки Х до riнo-

аества Wt|U-|tr 0') . обоэначлtш такде череs

HyD (hrнкциD шноrества W(utrt,0')

€'(l,х,чt)=

g(9,чt, t, 0')=m41 g'ц прчt ! ё W (ц| t,0').
иэвестно, что для р.""r,о"""" €'(trХrЦt) от ТОчкш Х ДО ВЦ-

фк;rого шноIества W(U'rtr0') ..оIно ааписать следуDIцее вцраIе-
цlnе

t#|[s'x -9cs, чt, t, o,)J

п рп ttlg х fg' xl{s, u', t,{)f , 0,
llýlr{'

g(s,чt, trф onop-

/2.|s/
0

В силу вшпуклости ltlнolecтB
щее cBoftcTBo.

псч nay[S't-9(ý.//t, f , В) J. 0

W(Utrt,О) справедливо следуD-

/Yl/ В оОласги €'(trХrU')rQ riаксишуr. вшраtеЁия [SX-
-ýSrUltr9)] лост""ается на единственном векторе gr=9(trlrU{).

lt.э cBollcTB /У/ u /Yl/ вцтекает следrDщее утверrдение.
/УП/ В обл8сти еО(!,хrцё)r0 фlчкции S'(trХrЦ*)п €'(t,l,U*)

непрерцвно э9висят от f,, Х " ?О /2.2/.
3. ilиrе приведено докаэателЬство теореlщ I.I.

Раэобьеrr отреэок [t;Z,0J на полуинтер".r" fа; rtr*r) ,
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" U'[t] е V+ . Докаrеu сначала первое включение.Рассшотриш
на отреэке вектор-Функции t

г_г
g{t] = lч,Гtl dt , ц'*'ГlJ - JчF'Iil dr.

ao,Z , lo'D
Последовательность { gl"[t] l p."iorr"p'o на отрезк. [to,0] "*о-
дится к Функци}t Ц'Гt] . Воiьшец точку t=tl'to , в Koтol,)'t су-
ществует проиаводная

ац!!*1 
= цо[t,] .

Тогда д;rя лпбого € 7 0 существует б Т 0

с

такое, что при lДl -Е
вцполняryгся неравеЕст !

ll ,ru_ 2
i"n"*o"rn {ЧП"[t'l|

ч'ГtJdt
Е

В силу peBHorrepHoit
А

сходшIос ти последова

Фиксировенного Д * 0 rrglнo укеsеть ношер il такой, что справед-

ttTЖ"!! оrr, orll . #, lъl, цаrG,,,- t, ),"|.
t+ l*

Отсэдg л.ля лпбого € zP llоано подобрат,, числа б ч N такич
обравош, что булут вltполняться условия

<с

п9Х(ti+l-4)' ') .lдl .8.
Дя докgэательствц вклшче нпя ц' [t rI € U (t *, хО [t, - LJ, ttt' ) доста-

теперь покаэать, что вцполняется вкдDчение

ц(|lьJdt
,U'(t*, x'[t *- 2 J, оО'!' ), /3.3/

Условше пол}rнепрерIвности теорехц I. I цorHo записать в слелупlrlera

виде. fuя лпбоI поэициtd [t*rф*-_аJru'{'lлDбого числе €z0 и ло-
боп Фуакци " t(t)e L.ro, oj (tеГо,2l) 

"чч""пвует 
число f 2 0 такое,

что если справедливо HePaEieHcTBo

lt- t*lt ilл - xoft*-?J ll- ilr'- z!'ll .l , rc.4/
то ичеет често нк.пDчение

U(/, х, cct) е |J' (t *, x?tt,-Q7, t!r.),
где { tcгп,

zc- ) !(с ,2- t).ut[t|dt , z:'-J lt * n, t)ц'ё'h]dt .

t-2 ё,,2

для

/3.z/

11,o,-

I



ДкDФеренцrrаJьнея игDа неведенrя 2з

Иа равношерноft сходиuости посдедоватедьности 
{ 
X"Ttli ш na ус-

ловия Липш{ца для rЩrнкчи" Xn[t ] npn .достаточно ОольЬц il
следуDт неравенства

ll *'"'[r*]i tдJ-х'[/._ 2 * 

^7|-, 
*,

/э.5/
ll хО[f , - Q * Л1- x'[f * , LI ll ,L,lbl .

Boэbrreм проиsвольнуп Функцип .|(r)е Lzh,21. Рассшотриш фlнк-
Чuп Z|хц ^ Zt , определяе!ще Форlryлаши

zo,,,= 
! ! G + z - t 1 u' ""Гt1 сlt, z : = t { Ь е- t)цОt[tLdс .

{-2 t,z
llolHo, как и вцше, покааать, что внполняDтся неравенства

ltzj"^- zto'il.L,!ъl,ilt;,'^-z|'"ll . +. /s.6/

Воаьшеш теперь в *eu"crBe J uа /3.2/ следуDlryD велйчину

u - /* 2(L* Ll)
Тогда иа неравенста /З.5/ п /3.6/ следует, что д.л]я всех 7 l удов-
летворяD[!их условиD

[ti rti,al Л [t*,tr+дI * Ф,
воsиция t"i , 

''"'[-ti 
-21riф?'} чоо"п"rворяет неравенству /.З.4/ . От-

сDда вшполняется вклDчение

u[t/ € LJe(tr, x'[tr- е],uО{*).
Тогда в силу вцпушости r.ноаеетвв U(t*rX'[t"-Zlr'l') }tц€€т ll€c-
то требуешое вшDченuе /3.З/. Легко пока8ать, что в_ силу непрерцв-
ности Vt no t при почти в""* f (te ;1r-n, В/) опр"""дJtиво

вклDчение V'IIJ е Vt
Теореша I. I. доказвна.
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