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о liини!lдлы{оп связности грАФов с трд{3итивttой группоЙ двrrшrороиз-
lioB
В.Г. Виаинг. Дернrrгов,/

В зецетке дбется ншtняя оценка свяэносги граФа с транаитивноfi
Группоfi автошорфиэrrов. Теш саliц}i рещается одна иа поставленншх в

/[а] rст,р. I?3l эадач. Приведеш необходиrд{е определеЕия.
Вспду под граФош понишается обцкво,венншfi граф [ r l . ГреФl с

uнolecтBorr верiшв Х и Dдtоаествош реберU обоанЬчаЪтсяl=(х,U).
Автоrrорфtrашош граrDа наацвается Baaиliнo одноаначное отобраrевие

MHotecTBe вердин на себя, сохраняDщее стноrцение сtrе&ности. tЭаФ с

TpgHatJtTиBHofi группоft автоморФиэriов наэшвается правильнц!r. Ивцrm чло-
ваш, в правильноri граФе/ =(X,lJ) для любцх двух верцинх€Х цч€Х
существует автошорФиэш 9 TaKoit1 что!Р(Х)=g . Легко видеть, что
ст€пени всех верщин правильного граФа одинаковц. Если они равнц ве-
туральноrry чuсrrу пL ., то будеш говорt{ть, что l - правильншfi
граф степенu m.

Да ребра Л7 u Цz превильного графа наацваDтся поfiобншшиrес-

ли cyulecтByeт авто},tорфизм граФаl переводящtft 47 в Цz . 0тношенше

подобия ребер является отношениеш эквивалентности, которое раабива-
ет мнохество всех ребер графа на KJtaccц подобных ребер. При этош,
очевидно, суграф, пороfrденншfi каким-либо одниш lr"rlacco}i подобнцх ре-
бер, является правильныш графом.

Пусть t=(XrtJ) - проиавольншfi связншlt п -вер:линншit граф.
ПодшноrествоYсХ навцвается liHoIeeTBoM сочленения грвФа / l€c-
ли либо lYl= П- / Х/, либо подгр9Ф1 пороrдевншit верш.rнамиХl Y ,

несвя8ен. !Дпоrество сочленения с наишеньtlиш воамоанцм чйслош вер-
lmlн r:аэшвается шинимэльнш!д. граФ / назшвается lъ -связiiцш, если
минимальное мноrество сочлеЕения его содерrит не меньще, чемЁ вер-
цин.

Введем вЕЕное дJIя дальнеltщего понятие агрессивного tlноIэства
сочленения. týсть ! - некоторое шини!rалЬное MHoIecTBo сочлене-
ния граФа l = (XrtJ) . Индексоlil мноrес,rва Y Haвoвeli наименьцее
чt{сло верJIин в колitпоневте свяэности подгРаФа, поро8деаного верши-
наши Х\ Y . Шлtнимвльно€ мhодество сочленения графа / с }iиниriаль_
нцм индексоra назцвается агрессивнцr,r.

Щель настояцеfi эаUетки - доказать следуюцryD теорешv;.

Т е о р е rr а. Iýrсть hOtЪ) - наибольлее lrатуральНое число та_
кое, что лпбоfi свяэнцfi правильвшlt граФ степени /z является lt(пъ)
- связвцrJr. тогда

t Еслrr Д конечное шноtество, то IДl _ число его элеllентов.
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h(rtъ)=
ltL

,l+1
прu tlz 43,

при ПL 2.q .

где сКОбКИ [ ]
обовначают целуD часть числа. Докааательство теоре-

r.ш проводится с поllоцьр нескольких леriц.
Л е ц rr а I. Пусть /=(XrU) - """эншlt 

граф, отличкrit от пол-
ного, и пусть f7 - qгрессивное MHoIecTBo сочлеЕения графа /
Обовначиr,r череа fi7 иItoIecTBo верilrин ваишеньшеfi кошпонеЕтц свяв-
ности граба.(7 =(XrY,, lJr) ,'пэлученного из граФаl удаление!,
вершан Y1 . Если суцрствует шинишальное uноIество сочленения Yа
граОа{ такое, что }2 ПХr*Ф , т.о lXrl " ryДо к а а 9 т е л ь с т в о. IýlcTbtn=(X\Ya, l!z) - гра6, по-

лученншfi цв l, удgJrениеш верrщн ya . Поскольку / не является
полняt' графо!t, то ,как /r. , ТаК п !,z , сОдер8ат больЦе одноrt ком-
понентш свя8ности. Введеш следуDщу!е обоэначения: Xr=fir(иUxr) ,
lYll=lYzl=ý; lYz ПY, |=So i lYz ПХt l=sll lYzOX"|=9z.

Очевидно, lXLl> lXrl>rSl>l i s=so+s|+s2.
СФорrryлируец несколько простцх утверIдениl , касапшц,rхся граба .J2

Если некоторая коrrпонеЕта свяаности граФа .{з :

а./ содерлит верцинУ иэ liнодества Xr , то она СоД€рrит Н€ ш€НЬ-
JIе, чеш 9r+ f . верщин uа Yl ;

б,/ содершит верщину иа }rнofecтBa Х2 , то она содерIит не.шенее
9l ВеРUП,rН ИЗ Y7 ;

в/ не содердит ни одноft верцинц uэ Х1 , то она содерtит н€ ц€-
вее Sl верщин uв Y1

Докаrеш последовательно утверцдения а/, 6/, в/.
Пусть lJl ,Uzr... , Uc - вершинц иэ Y, , принадлеIащ,tе рассшат-

Риваемоll компоненте;
а/ еслч бш вшполяялось неравенство ls 32 , то верци*Y"ЛИi,

YaП Xl п !1,Uаr..., Ч6, обраэовцвали бц rrнoxecTBo сочленения
граФа l=(X,Ll) , содерrацDе ве более ý вершин и ишеDtЕе шрнь-
цrиfi индекс, че}t MHorecTBo Yr , что противоречит агрессивности И ;

6/ l>.9t , так как в противнош случае верщивы Y.ПY, ,t/rПXt
u Ulrцzr...rUg обра9уDт rrнolecтBo сочленения графа l l содерrоЩее
шеньце, чеш 9 верлин, чего не r.oreт бшть в силу riиви!.альносrи
uношеств9 сочленения Y; ;

в/ еслu бш вцполнядось веравенство С . St , то в силу 6/ рас-
сligтриваемая коцпонеЕта не содераша e:l BepuBrK па Х1 и состояла
бц только ив верщин цlr!э....r 9е , что вследствие9, {lX{|
противоречило бц агрессивности мноаесr"" Yl

ПoKarerr теперь, что {16 |. . Предполоаиш про,гивное..IlустьО
- коr.понента свявности граРа /2 , содераадаЯ хотя бrr одну верцину
па Х l , Cz - каtGоя-либо другая /проиавольtrаЯ,/ ц9цп9нента граФа
1э В силу а,/ коrrпонента f7 _ содерJGит по ].еньщеlt шере ý, + /

верцин l,tэ Yl . Так как граФу /а прЙнад;lеrит Ровно SriSэ'верцин
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иа t , то С2 содерtит не более s/- / верщlн иэ И ; в силу О/
п в/ Cz не содерЕит вершlн па lotoaecтBa Х2 и содарtит по край_
неf, rrepe одну верд!lну па Х 1 . Проводя то re ,сашое рЕсJrrденre l от-
правrяясЬ от коlfпоненпI С2 , ваIG'DчаЗЧ, ЧТО Сr, не содер8ит Е9р-
д|в иэ Xg. Такиш обраэош, нп одЕа коrпонента граМ12 Ее содер_
tит в€рдин ng Хе 1 т.€. X2cY, ,lX2l = S, . Поскольцу lX.l=
>lXll>S7 , то Sz> ýt . Но по утверадениD а/ каrдея иа кошпонент

Q n Се содераит не l.енее чвrýr+/ верщrн иs Y/ . Так reK
2(sr+l1' S| + 9а , а граФдl /2 прlнадJ!еlат ревно ýr+ Sз верцЕ{н
Иэ Y , то воIпоне"тш Q п Сс IIaDT оОщrD верщ{щr шэ [ , r,
сдедоветель,|lо, не чоrут бцть раэrиtlнццп rоцтоll€нтаци свяаностх гра-
фа l, . lfil пришлп к противор€tltD, которо€ вовцlllcдо ЕсrедЕтвпе

,

Предполо8енпя Х1 ФY, . 3начшт, XtCYz , lX.lB 9l .
Так как граФ /а ицеет не IеЕьше лвух KolEloKeHT сваэвQстr

t(а8лая пв KolJoHeHT, согtасно утЕэр8леаю э/, солораrт ве IoBcэ
s,= |Xrl в€рщ{в пв Y, , то 2lx.l < |Y,l, , отryлеt!|{

ш

lYl
т

, Лошrа I докввала

l С' олс т. t.. Впр.ц[DвоI графэ стQпsцIlПr2 tадоЕс ег_
| росопrпого Еlоаэстll corrraraвr, ша прэDосIодrт п}rоDrвц loщocтr
|атого lцo8ecтBa.

Деttстэитально, еслЕ правильншl граф явrяэrся поrшш, то iоц-
ность Dоого l.sofвcтEa сочлон€нll равЕа йс>2 , а Iядевс pa"oBi
Если re правrrькrlt граф не яэtяется поrкцll, то утвЁрцдоЕПе ЕЦазfа-
ет tiэ,,ешд. I. Требуэrоо D лоrпэ шоrество [2 яlдяэтоl обреsа|
ltBorecTBa Уr' пр[ автоIОрфпэшЭ грrфа' пере!Одrц9r rаr5rЭ-Лrбо всрg_
.ну иэ Yt в вакtrrр-.lдхбо верщсЕу аэ Х l
! л е I ш а 2l ПpllftT? h(ю), tОпrt)

Д о r а б а т е Л ь с Т в о. Boвbuou hlп| - сtt.цl правrдь_
шf, граФ /,(Х, U) стJепонч ttъ ; !ryсть Yl - егIвссrэное Ео-
tестэо соqленения его, lYr l = h(п) l Xl - EOleGTlo в€рцrв цаI-
ченьшеl коllпонентц свяаностш подграфа, пороlлlЕвого вgFaвtral
Х\ Yl . По слелстЕпD rэ.r9lro. I, lXrl( ry . rar rar Dбаr.
верцllна uв Х t чоlэт бцть сIэ8Еоl тольrО с

'!

'lэ 
шоlесЕв l

Xt n Yl l !о €€ стэпснь ,or lXrl-t +lYll с
h(пъ) > t(*.l) ,

l Д э ll I а З.ft,(l).fl lb(2).ei h\).g,
Д о к в э а т _е л ь о а l о. Пэрэоэ_рafовет!о otзollдro. ДIооr

по дсIIо z,h(z)ztq+а)эQ , h(g)T 

', 
, отýлl1 . оýiфrп

слолует h(e).2, h(r= 3 . 
.

l ' . I.u l {. ,Прr m"q h(п) r2[ry1.
Д о в а в е т g l D с б . оо,8olr 

'ъ 
oolD ,ltc.ro rrл9l +l

h -,l.+h(mhтryла
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Илц3k+l l гд€ k _Haтypmbloe>zl , тотребуе.шое нёравенство
непосредственно следует иа лемцш 2.

Слоtнее обстоит деJtо в слуtlде lп=3k (k..27. i!э лемь.ц i B,L,:-

кает лиiдь.неравенство hBЮ>r2k+t = Z[ffl-t , которое tlц ед::-

Hиtly ху)ее требуемого, и нушно гrокааать, 
""о 

h(3k) +2k+f
Предполо*лiм пpoтelвitoe. Лус,т,ь суцaствуёт правильншft свяаншit граФ

с гепени 3k , t = (Х ,U) , 
",o",oi;ltiii 

./r..i,l;il.:сльное/ мно]fество сочлене-
НИЯ, сОстоящее из 2k+l верд!iн. itcK :r в .да1;1 о I, обозначшш череа
Yt егрессивнос множесi,во сочлr_)нения гр;d,,г-./ ( lYr l= 2 k * t ) ,.rup".
Х t - Itiношесl,во верцriн Hariiletrbj.-,i ксьlпоllентol связяостt. грrtг,/7=
=(fitцrU) . По слелствllо i{э лемr..ь: i, !|r| < |а . Так как cтeiicilb

кяцдоil верцдiнц грвФа l равна 3t , то !уr| = |а и кыdдая вершин.,
и, Х1 с[|ех(на со всеriи осталыlцмg: 2k + / веццинами иэ rJrнotecтB.)

и
3oэbi.:e1,1 рсбрс У граФа / , oja t<сttц:l которого принадле.rат

h и обоэнэчtrь: череэ / класс подобtля:i ,:.rбер графв t=(XrU) ,

содерtащиГt ,p,,6i-;o v . OTMeTlai; следуюцие уi,Ёерадения.
I,/ Каrдое рt,бtjс, имеDщее оба конца в Х7 , принадJtеIит классу

ДеГtствигельно, еслrl Y1 - такое ребро, то t.з:iиtiно однозЕоtll.iоч)
Отобраценliе верцин грефа f , переводящее ребро V в ребро /r ,,.

yl в у и оставлярщее на месте все Bepiлr,iн" 
"роС," 

f эа исклD-
чениеr. концов ребер у и V1 , будет автоморфизмом грэФа / .

'7 
Цаtдое ребро класса [ , инцидентное верц}lне и" fl , i,rмeeт

оба конца в Yr
деftствительно, если а и Ь - конц1,1 некоторого ребра иа клас-

са У , то ка]iдsя отл"ч""" о, ,) верш}lна, смехнвя с 4 , лсrj(dс
быть ctaexHon с б и ваоборот. В этом нетрудно убедиться, вэглянув
не ребро V . Вершrнш ше *rorecnBa [ и только oHir облu,tlчltJт тем
своfiством, что ка8дая иэ них смешна кок с_верцинэми 

"a Xl , T.lK yl

с верцинамч иэ Х2 , "де 
Xz=/(\(X{UYr) . Поэтоьу если од!iн кс-

нец ребра иа У прrtна.щл€аиr *,о*"сr"у Y1 , то лругоГt конец не мо-
ает принадлеаать "" Xl , ни Хе

СуграФ граОа { , порохденнцlt всеми ребрвriи класса У , я!lля-
ется правильнцli граФошl одýа иа коlбпспеtrт свя9ности которого1 Ki:K

сJtедует иэ докааанншх только что утвершлс:l}i;t, представляет соrэоii
полнцtt t - ""р*"нцlr 

граФ /л:ь:еется в вrlду KotJiпcHeHTa с верцп{нtl!.iir

Xl /.
Следовательно, каIдая компонента свяаност,л суграФа есть псл!!-;ii

h - Веlшиннцlt граф; при это}t, в силу утверадени я 2/ , Bepлl;,ir,l У7

реабиваDтся на непересекаrolщпеся подLiноIества поk вер:пин. Но |Y.|=
+2k + l п прп kr. 2 2k +l не делится на ft

Получается протшворечие, опр9вергаDщее допущение h(lK)=Z** l .

V
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