
Yпвrвляэше о шо тещ*,ЩrЦt Д9.JЕ Q9Qf l97 l .г. _iltJlvorrfu 
, r r, *,,,r,

0 дfilллЕшtЕ рлавит}tя одloюдfdх тЕшI,|tlЕOких 0иOтЕш

Н.Ш.Глqбов, В.Т..[эrеЕтЬер,,д.g.есчев

l I. Стационарflrя sадача

ihогrо'и, оовдаЕаеlвх тgхничQекиI оиетеll явллDтся однороhшлrr,
TlOo oнll cocтorт иr подобнцх Oлеrентоs /uJlu коlIпоневтов/, rrчопчшх

одхнlвоэо. Фнкциональноа нааначsшис. Прuшервхи одвородtfllх тех8шчес-

tсшх сшстсш rcryт сJýлlпть: систаше груаоЕцх автошобилеf, реалшчноl
гпувоподъсl.ности, спстеша ал€ктрогенвраторов рааличноii Iоцшостtсl сх_
стсце контеfrкеров раэличноtt ечкоетиt систецg стенков, рвэлIчаDцчбхся
ллиноfi обребатtrваеrrоft детали и т.д.

При провктировеншr однороднцх тёхнических систешrвоэнllкоDт сл€-
лrDцш.tа основlI.€ вопросц: каковц оптиllаJlьнце аначения характерхстrк
шоIплевсов, кеково оптиUальное число типов кошплексов и KeKoHl их.
областп приr.евеЕкfi? Еlясненшэ отих вопросов посвящеrrш RаОотш[ r] { a]
D с.ýпес, когде ивделия характериэуDтся однпr. пероцетроr. и исходнце
лаrrЕsе ве ваэисят от вреr.ени /стачионарная аадача./. При отош рес-
сIетрш!еэтся след/Dщея основвая вадача: HafiTtt ilиниtryш ayr,r,afr"x a"r-
рат ва равработку, проивводство и оксплуетециD систеш{ при условии
шполнон}tя эD аадвtlвого объвче работ.

liатэшатшческая постановка aTolt вадечи в общец с.l1учае форlryлrру-
стся слвл/Dц[,tш обраэош: наttти raиниlryц по Хк , Qa и N в9личинц

S . ; {.c^.l ( 
J_o,-, 

x.)v(x)dx )

d

+ о(х() p(x,x.)9(x)dx+cO(xr)l
+

/ 1,1/

'|l
при усло!t{п U,Q.. Q, Q,П0, -Ф (i tt) . /l,g/
Фэсь Х. ( Х"', Xn]..., Х('' ) - ..*.ор .о.lrоаtцх эваченшtt п.рачотроt
lзоuпл.ltl.срl, lходrших ! оистаlryi
х.'(х(,|, хf'r... , Х*(')) , 

"o*nop 
пначониtt п.рrштроD коIпловGов

k -Fо тrпli
(? _ 9б.васть }l!lltв.Hи, пrprrrTpor Х i
3* - облlсть приlr.нсни, коrпл.llооl у, -ро Tllпll
с(х) - Фнrциr, хrрrrтсрш.уэшшl oтoltrooтb коIпловоa в сlЕхехrостr

от .пlч.пшl пrрrштроr Д (ýilф) 0) i
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9(Х) - функция, характериэуDщая потребность в комплексах с па_

рашетраr.и Х(9(Х)>0) ;

Р(Х, Х.) - число коuплексов с парашетраши Хд , способtшх аg-
шенить один комплекс с парашетрgми Х (Р(Х*rХ*)=/);

а(х) - стоицость эксплуатации коriплекса с парашетраши Х(Цф>ф
С'(х) - эатратш на реаработку и пуск в производство комплексов

с парахетречи ; (6О(х) > 0) ;

о\ - коэффициент, характериэlmчолlt эависиrtость сlDоиt{ости про-
иэводстве от объема партии (O.*<.t) .

Пошиrо указаннцх условпfi /I.2/, в зависиltости от специФики си-
сте!л rtогут бцiь добавленц и другие, обусловленЕце характером при-.
мёнения коlйплексов.

Такишt обраэоrr, rrш имееr, эадsчу tlелинеfiного FDограмi(rrроFания, ко-
ТОF,ая в некоторшх случаях Zc*. I l ] -[ u],/ моrет бшть pa:ue.te шето-
цом динаlоtческого Програмitlирования. 0двако рjцениё данноl-t аадачи не
дfэт ответа на ряд .весьша ваrншх вспросов, касшщихся динаriикll про-
изводства кошплексов и плана эашенý староfi систешш новоfi. Иrшши сло-
ввми, воаникает необходимость в рассDrотрении rrоделеft, описываJощих
раэвитие Tolr или иноft систеDGI во времени, и в рааработке шетодов,
по.эволяDщих отшскивать оптиtlшьнше rýrти их раэвития.

ý ?. постановк8 динаriическоfi задачи

Булем paccмaтpltвaтb систе[fу, в KoTopoit калдцп иа комплексов ха-
рактериаjlgтся одниш основнцм параметроlt Х€Q --[O.xl. Предполоrиrr
Ta*te, "тс Р(Х, Xr)= t ", следовател""о,9" =(Х;-,.-Х.]. в"одя со-
о,l,ветств}rющие зааисииости исходншх даннцх о.1 

"p"u""" f , сФорtryли-
г,}еш елеýrDрryD эадачу:

Нqiiти мr:ниь..ч1, no ti,. Хд.i r Ni , Н, lLy,i(t ), }r,i ""n".r"ro,

,т)= ttT[c(i,.,,t,_,) )
э (

tj

(J
t;

0 'пr,t (t)dt
d
+

tr
г*a(rr,rrtr-r)j,ъr,, tz)Сt. -^,. . ^,L 9t 1_1, }*. ; )ri /2. l/

при условиях

ti-t

0= Xo,i _< X/ri _< Xlri 
-<

O=to 4 tl <le <.,
.4 Хуr=Х,
tH =Т,

/z.2,,/

/2.з/
lLr,i(t) >.0 при t€ (tt-, ,tiJ,fur,iG) =О при tф (ttr,t17, п.пt

j



0 дrвrшrэ patDITn, 5з

+ Xr.ifг
J 

оr,, (t)dэ >| (ti-,,t).J .Ф,(х,{)dх, t,-, .l < t r ,
{-е Хд-r. i

t

J
{_0

Lt,ъ, (t)dt

/z.5/

/z.6/

" ti't,

пршХе(хr;длJ

где

Фl(х,|)=Фь,(х,*) t
lц.i,t

! 
(t i,. 

".Ф \й_, 
(r,,t) а х

X1-1ri-t

0,0,41l glх ,*) .

3десь ti - rrошент прекращения производства старцх коliплексов ч

начало прiоиаводстве новшх;

Хrrl - эначение характеристики Х _Kounn"*co" k -го типаrпро-
иаводиццх в интерва.ле врешенх (tc_,. {; ] ;

Nа _ - число типов кошпдексов, производимцх в [ -fi периол
(li-l, tiJi

П - число IоIеЕтоD пересшотра систеr.ц;
|trri (t) - число коцплексов k -го тltпаr проиэведенншх в шоцент

t;
9rri = ПаХ rLr,L (U ) - шаксIdllальная прои9водительность ,/илr про,ttэ-

водственная чоцЕость/, веобходиirая лля проиэводствi кошлек"о" l-"o
типав i -fiпериод;

g(X, t) - rфнкция, хврактериэJrDщдя потребность в кошпдексеr( с ха-
раrтерlrстикоfi Х в lrоЕент вреrени / i
. tGtr{)- Оувщия, характериаJrDцая эФфективность кошплексов "об_

равца f,; -го годв" в эависхIости от шoц€HTa их приIененияi
C(xrt;) - стоиr.ость проивволстве коr.плекса с харектеристиrоl Х

"обраэца tt -гсr года'';
О(Х, *;) - аатратц на оксплуатациD t(оr.пIекса с характерrстшкоl I

"обраэца t i -го голаfr /эетрапr опрвдЬляэтся лля всего BpeIeEr 'tIэг
€и" коlдtле*a." 0 /i
Co(X.ti,9) - эатретш

с характерпстикоП Д

на равработtý, п rryск в проIэводство коцплексов

"обрааца fi -го годв' прп r.акспцальвоfi цроIа-

}водштельности ,

[0 ,т] _ рассIатрпваеlцl планоцil псриод.

3пах g оэнеqеет вшчштчл]э до цудя, т.е.
l t- ц , сздt !- tL>.O,/gЦ =l[ 0 , ссдI Цчt,

.В рассrатрrваешоlt шодеrп продпоrагается, что в lоrcнт..вреI€вI
t;-, (С. /r.-., |l) прекрацдется проrэволство кочплеlзсов ста[rого обраэ-
ца I Еачпваетс, проивЕолстlо fошlдевсоЕ, раsработrа вотоFII аавовqе-
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на к lfошенту tr_l . 
При aToll старше комплексы продолIаDт эксп.rtуа-

тироваться до .их полного "отширания", которое шоtет .длиться до шо-
мента tb, +0 . Поэтоlry на интервале врqшени (*,_r, *;_, *0] шогут
одноврешенно приценяться как новше, т9к и старце комплексц.

В переходншft период (*,-r,f;-,+0] о."r" потребности в коlrплек-
сах рокрцвается эа счет еще имеrсlш,tхся в наличии старшх комплексов.
Такое прёдставлевие об этапе технического переоснащения представля-
ется целесообравввrr, потоrry что процесс перехода от cTaptlx обреэцов
к новцц не моцет бшть осtrществлен rrгновенно, так iaK проиаводствqJr-
нце моЕIности, как правило, ограниченш.
. фякцил Фt(хrf) характериаует ту часть потребности в коr.плек_
сж с характеристикоft | в шошент trtr,l, которая остqется:в9_
удовлетворенноfi в реэультате исполь8ования,{4rrеDщихся l(омплексоч( ста-
pffx обраацов, т.е. ,обравцов {;-g -го и более ранних годов. При этош
предполагается, что старше комплексц испольауDтся равЕоцерно каrлнfi
на своец интервале пришенения.

Условие /?,.5/ оэначает, что число комплексов k -го типа, ишеD-
щихся в riаличии в liоцент t , долlпно бцть не r.еньtде потребного. Эта
потребность определяется правоfi частьп неравенства.

Относительно последнего этапа (tn_r,T7 предполагается, что экс-
плуатацио!rrý.е sатратЕ, проиэводицце на иiтервале (Т, Т+ 0] , ,"о"
входят в cyr.Mapнцe аатр8тц /Z.V..Щля первого 8е этапа считается,
что ФуЕкция 9(|rl) ""л"ir" 

с учетош предшествупщей систешл, затратц
на KoTopyD отнесенц к предшд/щешу плановоlry перио.ry.

переftдеш теперь к рассмотрениD весьма вааного частного случая
систеIц, состоящеЛ иа одного типа кошплексов.

ý 3. Динаllика проиаводства комплексов одного типа

При решении динашической аадачи большое аначение пРиобретает
расс!uотрение частного случая: производство,и аашена компJJексов од}rо-
го типс. Это объясняется Tera, что алгоритм, разработанныft для этого
случая, входит в качестве одного иа основнцх "блоков'' в алгоритм ре-
щения общеfi аадачи. Кроrtе того, аадача о проиаводстве и аашене одно-
типнцх коliплексов представляет и сашостоятельнцft интерес.

3десЬ ш{ рассuоТриll эадачУ об оптиrrадьном плане производств9 од-
ного типа комплексов беs ограничения на прсиэводственные мощ{ости в
непреrлвнош варианте, а эатем - проиэводство и заrrену однотипнцх
коIплексов как при наличии огранr,tчениft яа проиаводственнце !aоцд{ости,
так и беэ них _ в дчскDетном Ёарианте.

I. Iie п ре рш в нцt-t вари ан т. IýlcTb аадананеотрица-
тельная ограниченная Функция Ф (t) , характериаУDЩая потребности в
комплексах одного типа в прQliеlутке временr, [0rTJ . Требуется опре-
Jелить пдан проиэводстве fi-(l) *о"плексов, которыlt доставляет taини-
lryM сумlrарны!,/l звтратам за весь перltсд их эксплуа.гации, т.е. требует-
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ся наfiти

lпt п
n(t)

т

l..( lrcrяat)

rъ(с)dt>(Р(il, 0 < t."T,

+а п(t)dt + Со
0

t.0,
t-.0.

ф
т

I
при условиях:

/з.v

/з.2/

/3.э/

t

I
t-0

п(t)- 0

п(il,,0

при

при

Введеrr обоэначения: 
+
f

x(f) = ) п.k) dr ,
0

F(хФ) = c.(x(O)d+q.x(*)+ СО.

Тогда эадачу /з.l/ - /э.з/ шоtно сфорlryлировать так: нвftти

tnin F (х (Т)) , /з.4/
х (*)

при ограни"""""*, 
'

х(t)-х({-0)?Ф(л, 0<t<T, /з.5/
x(t)=0 при t<0,

/э.6/
Х(+) - }rонотонно неубцваDщая

Функция

Так как ковстантч CrLrd, полоrительнц, то F(Х) 
""п"ется'lloнoтoнHo

возрастаDщеil Функциеlt от Х , и аадача /4/ - /6/ экэuвйентна сле-
дупщеlt:

tпirc х(т) rc.?/
х (*)

при условиях /3.5/, /3.6/.
Т е о р е м g I. Решение зад9чи /S.5/, /3.?/ определяется "ре-

куррэвтншu" cooTHoш.:HlteM

x(f)= sцр,Гхk- 01+ сlл(ФJ , t.Г0, r] , /э.в/
осtg t

где х(с-0)= 0 при ? -, 0
Д о к е з а т е л ь с т в о. В cat,oм деле, Функцп" X(t), наfiден-

ная иэ этого соотноцения, удэЕ.:,)тl,эрf,ет условиям /Э,5/, /З.6/, т.е.
является допустиlдll! рецениеш э8лачи. Покаtем, что o_t{a явля9тся опти-

шальнцl, решеншеш, т.е. минициаирует qrункционал Д(7)
týrсть S(f) есть проиэвольная функция, удовлетворяDqая условиям

lз.э/, /з,6/. тогда 17ч t r. 0, t r. t буд.ц иметь ц(t)r.ч(t)>Ц(t- 0)t
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+ q(?) пru ? ..|t- ' 
y(L)>sup [gk,O)*Ф @J.

0зС<t
отсэда сле.ryет, что неравевство x(t)<g(t) оудет ЕIполняться на от-
раке [fp, tn+OJ, если только оно ицело Iecтo при всех f<to. Деlt-
ствительно, если teftortr*ý] " х(G-Q).ц(с-O)пр" t-Qc't_g lTo

а(1)-. sцр Гgrc- 0)+ ф(t)J > sцр L*@-0)+ ф@)=Х&)0зссt octBt
Так Karc в нешеI сJччае Х(t)=ч(t) "p"_t<Q " а-0 , т9 при .
Bcexf z0 оудет иIеть r.ec'o Xrc) < Ч(+). В частностп, ХU)=Ч(Т) .

Teopere докаsаяа.
Такиш образоI, иэ докаванноit теореш{ следуетr.что sадаqа /g,4/-

- /З.6/ раэрепиlа для лDбоit неотрицательвоl огранпqенноl rforвкцши'.

Ф(t)" ее решение uоIет бtrть пол;rчепо ив соотвоtrенIя /3.8/.
Опираясь нА этот Факт, попцтееIся установить лополвптеrьнцеогре-

влчевчл,,: ltакладlвееше на фrнкчпэ ф(llt , при ioToprx булет раsре-
tlмIа и исходная аадача /3.I/ - /S.S/.. .Щдя атого ваI IювадобIтся

| Л е r. ц а I. Еслш (Шtнкцlrя ф(f)аОсолэтЕо непрер.швнg Еа [0,Т] "
|Р(0) = 0 , ТО (ШlЕкц"я Х (t) j опр"д"п"еllая соотнощ)ниеш /з.8/,тэх_
I re абсолэтно веFрещвЕа.
' До к е 8 ате л ьс т во. Преrде всегодокаtеI, чтоФýrпкцfя

Z({)=SЦРF(Z) аОсолэтно HeppepьlвHe на отреаке [to. tl] , еслr абсо_0ctct
лDтно Еепрерrвпа rWпкция F G) ;

IýcTb 4 и_ Ъ -прохввоrЬЕ.е точки отреэкg Ltrtr} п ос Ъ .Тог-
да. вl отревке. [a,bJ наIдется таIея точва ý ,-"rо 

'iz(Л|Zrn>l,
glF(C) - FrФ|.rВ сашош деrе, еслlr uавсиуальвtrе эrа*а""" F(f) ва
отре8кЕк LtоrаJп Lto, бJ совпадаDт, то

lzФl-z(o)l = m,ох F(t)- mах f (t) =о
и в каqеdтвэ С lot'o вэlть 3'oii'ro"* !;{!i, [O,bJ. Еслп re

то !!#!, rО';ff!пFft) ,

rъОl Fk) = ftъоХF(d = Р7"1
{o.ta Ь 4aiab. В атош оIучае будеI иIетьгде с c[arbJ )

lzb)- z(o)l = F ( d- уgхF(d, t F(с) - F bil
В силУ аосодDтноl непрерцвнО"r" FG) Дя всяrого€70 сJrцествJr-

ет 670 Tetcoe' qто длЯ лэбоl со_вовупноСтI попарЕО Ее пер€сеКаDщ{х-
ci инЬерваrоg (orrC*)c[lortr}, k-|Qr..rlL 1 lrвo!

lэl
lГkо- F(аr)l .е ,
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как только
rcY

Z- rcr- @") '6 .
r=t

týсть интервадш (arrbr)C[tor+,rJ , k=1,2,.,.,lъ , попарао не пере-
секаются,

Z (u"-a) .6
lal

и точки С.сГ.Qr,Ь.] 
"r,ор"rц 

так, uro!Z(br),z(O")l<lF(C)- F(О)| .

Поскольку интервалt! (QrrCr) такЕе поперво не пересекаDтся и
lLсL kr- а*) зб ,

то lL 

к=1 

lL

Z hц6-1- z(o_K)| , .Z l FG,,)- F(а )l ,е 
.

Уэl rэ1

Следовательно, Функцuя, Z(t) абсолrотно непрершвна.
Переходя к докааательству абсолртноft непрершвности функци" r(t) ,

9шетиu, uro X(t) = 0 Lp_n.f < 0 t Х(0) = 0 в си4у условия 9(О)-О t.
Следовательво, функц", F(t)=Х(+-0)+Ф(t), а вместе с неfi и

x(t)= 9uр F(ф , абсолртно непрерцвнш на отрезке [О, 0] . Ан9логич-
o<t<t . / r\

нцlш обраэоll докаэываеu, uro Х({) абсолэтно непрерцвна на отре9ка:{

[Ct-oo ,kOJ,k. ,| l2 ,.. .

Отсюда с'ледует, что Функция Х(/) абсолютно непрерцвна на отреэ-
*" ГOrIJ, поскольку он мошет бшть раабит на коаечное число отрез-
ков, на ка^rдо!r'иа которшх Х(*) абсолютно непрерцвна. Леrrма докаэана.

Поскольку x(f) "онотонно 
не убшвает, то для HeKoTopol't неотриц9-

тельноlt Функции rc(*) равенство fo(t)= Х'({) лlшеет место почти BcD-

Й ". IQ'TJ. ý другой сторонш, еслч ф(t) абсолртно непрерIвва и

Ф(О) - 0 , то Х(*) 1,акЕе абсоrпотно непрершвна и, следовательно,

х(f) =

всDду нв отреэке ГO,Т] .

Такич обраэом, нами докаэана

l Т е с р е ч а 2.'Если Функция'ф(l),,Ъа"олDтно непрершвва на

lorp".*" Гf..тJ " ф0)=0 , то ре!ленияъi эадачи /э.|/ - /з.3/ являет-

|ся в (il = x'(t) ; гДе х(*) опр"д"дяется иэ соотношения /3.8/.

J ЗаuЬ чан ие. Вэтошслуfае, когда Ф(*) пр"дставляетсобоtt

Lо"опо""О неубЕваIопryю Функциюr_ uр /3.8/ .непосредсТвеннО СЛ€.Щ}еТliНТО| *" .r"*tъ 
:Р '"

| х rc)= Z qG- r"O).
| п.о

)dt\"с"
о
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paccrroTpиrr вкратце случаtl, когда про.иаводственнце моцности огра-

Еичеве. . ,СоответствJrющая эадача шоrет бшть сфорrryлирована следIр-
tцлtш обрааом: требуется нsftти

т

,ftff|'( I",*
т

0

lat)^- О dt)+(tL - с.ff)\ /3.9/

/э. ю/

при ограничениях /З.Z/, /З.З/ u

lL(t) < .Р пр}t t r,0,

F, ,9 ,9r.
Злесь Pr " 9, - эаданнше чисJtа " C'(f) - эа.lанная rroнoтoнHo не-
убtrваэщая Фчнкчия от }

Предполоrим, чтоР фиксировано, т.е. |, =!z .Тогда справедли-
ва

l те о ре ша 3. Для сJцествованrrядопустиt{ого пл9напрсиэвод_.

| "т"9 
rL(+) при Фиксирован"оч Р необходишо и _достаточно, чтобц

|0rol=o 
ч- \ry при 0<t.0,lpl '?7 tф приO<t<т.

Н е о б х.о д lt ш о с тЪ. rryсть cJru{ecTBJreT rЪ(t), удовлетворяD-
чая 9греничевияц /З.Z/, /З.З/ u /Э.IО/. Тогда

t

t

t

J
0

\<

u

Ф(t п(т\dt ..P.t , 0 <t .0 
,

tъ(с)dt _."р.0, 0<l <r,

t'-0
чтс и доказцвеет необходиIость укаваннцх в теореме условиfi.

Д с с т а т о ч н с с т ь. Если вt{полненц СФорrryлиров_авнце в тео-
реше условия, то бункчия П(t) , р""""" Р np" te[O,TJ " 0 при

t.0 , удовлетворяет ограниченияш /э.Ь/, /з.з/, /3.IO/.
koltcTpykTttвHoe построение рещения сфорrryлированноit вrrце эедачи

и определение оптиriального плана aaxeшl однот}tпнцх кошлексоЁ кошп-
лексеми нового обраэца будет проведено для дискретного вариаята этоfi
задаси. Поскольку дшскретнrrit вариент особенно BaIeH с точки эрения
ltадинноl't реалиаации, то для атого с4уtlая будет таЕе рассмотрена аа-
даqе, аваJrогичная /З.l/ - /s.з/.

2.Дu с к ре т нц it в а ри а н т. Вэтоrrпункте расс!{а,грива-
ется аадеча проиаводства и заше$ц оборудования в дискретнше riоуеЕтц
вреr.еня. /3десЬ терrlиtt ''оdорудование'''употРебляется как crlнoнDtra тер-
ш'1яа "i(ошплекс"/. В каtлцfi, и9 момеЕтов вреraени k=Orlr..rlV MoreT бшть
начато пропЕводство оборудования с характеристикаши, cooтBeтcTB}rDпDt-
Еи этоrry шоменту. Такое оборудовавие будеч н9ашвать оборудовапшеI

)

Ф(l) <
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обраэца k -го годаr.или k -оборудованиеш. Оборудование обраэtr.а

k -го гсда Mo'teT проиэводиться и в послелующiiiе шошеlrтц вре!dени.
Кат,цая единица оборудовавия испольэуется в течение веего срска ее
Э,Ксплуатации. Срок эксплуатации считается одинаковшм для всех обраэ-
цов. Если оборудование иэготсвлено в момент 0 , то оно пригодно к

употреблениD в моriенты L, i+,l ,.,., t*.P , где Л - эаданное целое
неотрицетельное чшсло.

условшlе обозначения:

@r - стоиllость проиаводствs первоft единиtltl t -ооорудDвания.

Ьа. - стоишость эхспцуатации единицц k -оборудования эа весь
срок эксплуатации.

Сg - стоиliость первоначаJtьннх аатрат, необходиrшх дJtя органи-
э9ции производства k -оборудования.

'Lk G) - количесrво k -оборудования, }iзготовленного с l -го по

(a+{) -ii мсментц врешени (П*U)= 0 прп i <k)
. Рr - !!аксимальное количество k -оборудсвания, которое rro*,eт

ошть иаготовлено за один период Г.i, t*tJ 1 т.€. rcкG) r,F, .

/к - проиэводительность единищл k -оборудования.

Ч,ii1 - объем работ на период с l -го по (i+ ,t ) -i", мошентЁt.

Рассмотрим в первую очередь зsдачу о производстве оборудования
одtlого обреэца. Естественно,в,этоll случае могет проиэводиться лишь

оборудование обрааца 0 -го года, и речь rioreт идти лиць об опти-
lra.,lbнol, плане проиэводства.

Планош проиsводства оборудования одного образца наэовеш последо-
t

вательност ь lrLo = l Оr(О), rL.(f),.. .,R"(аl. Ллан'tLо ваэшвеется доrrус-
т}tl.цldr. если он удовлетворяет ограничениям

-''l, L tL.,(j)-.Ф(ё) (L=O,f,.--,N), rc.il/
j=i-f

где /to(;)= 0 прч j <0 . Это ограничение представляет собоrl усло-
вие вцполнишости ааданного объеfrа работ.

ЩrorecTBo всех доrтустиllцх планов обоэначим череа Ро . фrrкцио-
нал эатрат,при плане /ао 

"иIеет 

вид: 
х

S(ruo) -- o,(Zo оо(;) 
)*+ b,Z rcо (i) * со .

IýcTb ftо € Do с u |_ - целце числа, 0<е < L< N .ЕЬличину
ь

V 0tо, l, L) = / tt-, Сi)

t

0птиша.llьнцlи ватраташи неэовеш величину

ý" = r!В,sUъ) .

План Еое D о , м" которого 9G.) --ýо , наэовеш оптима'rьнцм плавом

прхаводства.

iBC
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н9зовем допустишшм объешом производства оборудования при плане rL о

эа период [С, t ] или, короче, - объемом последовательности rco(e)r.

,..rfLo([) . Очевидно, оптиraшьнце эатратн ýо соответствуDт цини-
шgльноtry допустиuоlry объеlry проиаводства обррудования за период

[0, N]
Рассмотриш план проиаводства

i," = | ft."1t1, ..,,ftо( М)},
построенншГt, следующим обраэом: 

i_lг
Yо.а,(;> = Ф(i) - lo, L П.ii). i = 0, l,.... N,- j.;,f

гд" Е,/ пои j .0 . Легко видеть, что плаЕЕо допустиrшflt.
2. Если 2о допустиrоtlt план, то
еz (по( t\ - i-,ti1)-.6 ({=0, l, /з. 12/

i=o

5

7)=0Лешма

N )

Доказательство.При
ведливо, так как |о, lLotl) " CYtТ) =У,
венство /З.12/ имеет r.e/cтo при всех

-L (n"(L)- ft"(

С = 0 утверЕдение леммы спра-
'2,(0) "'lo=0 . Пусть нера-
|= m-, 

" 
-r,""r"о"r",

L))>0
Lз0

Докапеш, что оно вцполняется тогда и при [= rТЪ . Очевидно, это бу-
дет так, если iоQЪ)=Q . týсть й..(rЪ)-0 . В этом случае, в силу
определени" nna"a Zо , имеем

Y, t looti) =ф(rtъ).
iэ m-9

С другоlt сторонц,
п

-Ф(*) = lo. L rlo(.) ,
iэ tп-|

так кек плвн /t9 допустиrшir. Таким обраэом,

t_ , rLo(i) -i.li,)\,.6
i э rz,f,

ц

'fL 
й-о-l\-ёп,

/- to"tO- й,tO) = Z Qъ,G)-fr,'r.))+f (n.ti)- i ( D) z6.i=0 i= О iз пt -!
Леддма докеэа:iа.

Иэ леrrлщ ?, в частностrI , слелует, что среди всех планОВ rЪo€ Do
пла" ftо еоответствует мrни},gльноrry допустимоriýl объеlry производства
ОбОрудования эв период f0, MJ . тем самцм н9ми докааsна
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| Т е о р е м а 4. tIлан Й оптимальндl'r.

Рассмотрим теперь задачу о производстве оборудования одного об-

раэца при наличии ограничевигt на проивводственнше мощности. ts этом
случае зя,цача состоит в нахо)Едении плана проиэводства lLo , миними-
зирующего величину

,v

V(rc,,Q,Д) = Z rc"(i) /з.iз/
iзо

при ограничениях /3.1l/ u

0srLo(a)<JDo (L=0,1,...,N). /з.l4/
Опиiцем алгоритм /наэовеr,i его "9лгоритм П"/, с помоцью ксторого

шо[ет бшть построено оптиlчrаJIьное рецение данвоir эадачи /оптималь-
выft план п"=|п.0),п,(|),,..,frо(N) l /.

Опис ан ие a.;. го ри T}ra П. Вначале процессасчита_
ем -до =Q , т.е. i,(i)=0 (L=0,|, ,/V). týсть y'e проделано k ща_

гов, O<k.. N , в реэультате которшх получен план Ео , удовлетворя-
юциf{ ограничениям /3.1l/ и /З.А/ для i = 0,|,..., k- |

(Д+/) _rп *"". Если/о.V(Пr,Д-Л,k)r-Ф(k), то, не иэi{еняя
плана Ео , пареходим к следующе}ry ,""у. Е".,r" se Уо.Y(Еrr1-9,Д).4$
то, не нарушая ограничениrl zо(j)< р" , увеличиваем значения вели-
чин -rco(Юrir(k, l)r. .,ftr(t!)raK, чтоб-ш их суммарное иэменение бшло

равно # V(Пr,k,g,k) . no" этоrr мц пцтае[tся достигнуть постав-

леннJп0 цель а первую очередь за счет увеличения эначения i.G) rз8-
теш - за счет fr"Lk- 1) и так далее. .{ругими словаt:и, есл!1 / ость
наиболь.:ее целое неотрицательное число иэ отреэка [k-P, цJ l для
которого вцполняется неравенство

k

-t",L(Q"- ftoG))-- Ф(k)- lо,V(iо,k-9. k),
i.C J

ТО в Качестве новцх эначениt-{ велrlчин -lLr\)(t+t < i < k) б"р", Ро ,

9 значение величины i"(е) увеличиваеri лишь настолько, чтобш сум!|ар-
ное иэuенение бцло равно

9Щ- v(E,,k-p. k).
Yo

3начения остальнцх велrtчин Пr(i) сохраняеrй беэ иэ;rtенениГt и перехо-

диll к очередно[ry , ( k*2) -^v ,шаЬу. Если на отрезке [k-YrkJ не Hal't-

дется числа ё 
" 

вцч!еукаэанншми своirствами, то это означает, что

при зацанно, }, эадача неразрелима.
.В рЬзультате при:.rенения данного алгоритiйа после Ф+l) -го. iцага

будет по4учен план iо , удовлетворяющиlt ограниченияl,, ,/3.1l/й/З.Т4/.
. Те о ре mia 5. ILTaHEo , построе:Iнцltс помоijlьюаrIгоF,итмаП,

,является оrтиr.:алыtшr"r реiление!, вадачи /Э.i4/, /З.ll/, /З.15/.
Д о к а э а т е л ь с т в о. Сначала установим следrDщее своrrст-
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во планв Ео :

Bcltи i-оOп)>O , то дJrя некоторого k,tn<k<tng ишеDт цесто ра-
венства ,Хr.Y(Е.,k-9,k)-Ф(k\ пй(i).Э, при j- п4r.-.,,t. ДеПст-
вrdтэльно, неравенство frr(m)ro о8нечает, что в процессе вшчисленшtt,

проиаводиццх согласно алгоритtry П, "текуцDtе" эначения величин Йti),
i <m хотя бш на одrrоri Jrаге иашенялись. rryсть k есть ноцер пс-

,следвего цtагаrн8 котороц производилось такое из!.енение. Тогде иа

описания sJtгоритr.а следует, 
"rо 

Дlr< п4k , |о,Y(i,,k-9, k).фk)п
Ппta) - !о при l,s *+!l... , k

[ýсть 2о ,_ проиэвольнцfi план1 }доЕ,lетворяпiчиit ограниченияrl
/З.П/ u /3.14/, и пусть неравенство

-е-L h,G)-fr,u))?0
Lэо

ишеет ttecтo при всех lзtа(m>0). Покаrец, qто /3.\i/ вцполняется
п лрч |= п, . В cartoM д,эле, если iо(П)=О , то утЕертдение оче-
видно. Если reho(mrr|, то, по доказаннсrФ- вш.,в, наilдется ноuер
k , TaKolt, что l-;Р слп.<l , Р.V(п,.k-Р, k)= фk)ч Ъ"(i) -JP.

при j. m+!,..., k . с другоп cтopoнu , fo.Y(an,k-P,k>l*h п6(i)с}о,
т.е. V(по,t-9. д)- Y(Е.,k-Р,Ц)rQ ч Y(Ео,!+t.k)-Y(по,С+l,k)"О .

Тогда
л l,r,r l а

[ 1", t t> -п,ftD =Т h, (.)-Е. t а ))+ Z _( 
о, t t) - z, r; )* Я (Е 

" 
t i) -а. i ;) z 0,

:=О LзО i. I-f, ..Fl'l

ПОскольку все три cylibiш в правоli частr,r рэа€;!стэа i{еотрitцэт/-,лЕ:iь.
Такиrr обраэом, неравенство /З.16/ имеет rlecтo гр:i BCrrx / , что ::

докаэцвает оптиi:аJrьность плана Z,
Теперь вкратце остеновичся на эялаче производства и однократноfi

эашенц оборудования. 3аь:еноft 0 -оборудэванzя на k -сОоруловвни9,
или эal;eнoii(O*k) , наэовец случd, когда 0 -оеорудование проиэ-
водится в шоrdевтц враце,ди0,1r..,rk-| , а в последrэщае цошентш
про"а"одпr"" Д -оборулование, при это,r 0 -обэрудование испольэует-
ся в течение всего срокаего эксплуатации, т.е. .(о шоL;€НТ8 k.9-/
fiопустишrМ плано!i проиаводстВа и аэi.енЦ(O_k) вааовеш последова- \
теаьность по,2=|пr(О)r... ,no(k-l),пr(k),.,,аrЩ, удовлеiЭоряDцуD ограни-
ченияir|:

}о

iYZ- п,(j),. q(i) (0.1 1 I-|),

/з.16/

a
i. i,,l

Y'Frr"-()>tрli) (k*p< i з N),
|-l

y.Z rc.(il + Уt
t. i-|

i
Z о"(|rср6) (*=izk+1),

/з.I?/
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0<tt.(i)c|o
0<tc,|t)<}u /э.rc/

/э. 19/

/з.zl/

/з.zч

ýi:itиliиаиру_

llяorecTBo всех доrryстиlдlх пленовД6,з обоаначиr )q2 . 3атра-
пr при пл8;нё llo,| эадаDгся фrнкционалош

|,l

S(по,*)= .,(Е о,trl)"* r,,Z п.G)+Со*
aзо

ll

V (ц,0, N) = Z,* ц(i) ,

r-1

tt .d. ll

ltц(i)) * 6. Z о,11) + Сr .*0r (Z
a. k

Рессшетриваеllая эадеча состоит в нечкоrдении плане frg,x€Dg,y ,

лля которого
9(|r.r,r) э fnLtъ S(по,з) .

n,.rGDc,r

IIлан Eo,r булеш везцвать оптшrrальнtlш планош проивводства и эешенra
(0- k) . эаше,о, /О-t) неаовеш вцгодноlt, если S(Ео.в). 3G.),
,д. Йo,-oпT}tllaJtbнoe решение,sадачи /э.ll/ r/э.|z/ r/s.16/.

Введеш в рессцотрение посдедовательно стъ /план/ ц= lцЬ),Цоr-цФ,
полегая

ц(d)-Уr.пr(ф при 0 с is k-l,
Ц(i)=уr.дr(d) при k с L < N .

Тогда sgлече /з.lв/ - /S.lв/ булет аквивалентна следrэlцеft:
raинишивировать

S(n'l = а', Ё ц ( t ): Ъ', t 
" 

t о + а + а', Ё ц t ф ъ' _ ** u + с lJ s. zo /

.Il-ii ограl|tit!.9;!иях 
a

Z uLl ,Ф{t7, (0<ic1/)j.;-P

0<u(il.F'о. (0<i<k-/)
0suO)r}; , (k<i <л/)

гле Q; =#, ъj = # , 
"ВЪ 

= уrД (S=O,k).
IIлан Е , iдометворяlсчиlt ограничениям /3-2l/ r/J

}

.Z2/ ,л

пшоtlt величину

шоЕет бrrть построен с поftlоiцьхс алгорr,iт:gа П пссле вчесечия в нсго оч9-

виднцХ иамеаениlt' вцзв9н;iшХ специ'ritкоi'i сграничеuиf1,1З.227. iогда

лля лDбого допустимогс плана (! эадачи /3.2с/ - /i\.?z/ булут иш,еть

rrecтo неревенства:
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Y(u,O,N)> VG,o, N)., I tз.2з./

V (u, 0, k-t),. V (i,0, k- l ). ]

С другоil сторонц, 
""л" 

Оо есть план, построеннцl't с помощью аJго-
p"nu" П , при ограничениях /3.2I/ и

0<ц,(t) <!!: (i= 0,f,-..,N),
np" F* . Pj Оулет справедливо неравенство' J'- \'- V(Е,о,М)..V(Zо,O,N).
Л е rr м а З. Пусть а,=l,До=QJ*Ёо и Дц=О'"*Ьr. Тогда

то

|/ если Ао < А* 
" !', <$ , то эамен.(0*k) "" вшгодна;

?/ еслп до'rд" то оптимальнцtyi планом проиэводства и эаменц (0'k)
п€ляется пла" Е . /Пр' этоI;. з8t4ён,(0*k) мо.Еет оказаться и невц-
годноfi,/.

Д о к а з 9 т е л ь с т в о. l/ Пусть До<Д* "f'K {f".Тогда

SkD = До,V(u,O,k- t)+ Д.,Y(ц, k, N )*со+ сr,
> До,V(ц,O,N)* ео> До,Y(ао,0, N)+co=s@").

2/ Пусть До'. Дl< . Тогда, в силу /З.ZЗ/, будем иметь

Ski = дr,V(ч,0, k-t)+ д*,Vfu, k,l,/)+(,+41* =

= !;V(i.0, k-t )+ дr.V(а, k, N )+ go + 1. +

* А;. U G,b, k- t) - V (а,' 0, k- | D+ Д х. (V fu , k, l!)- V G, k, N)),
>,S(L)+ду.Ufu, 0, l,|)- у(а,0, N D > s(D .

Лемма доtiаэана.
Вернемся к эадаче /3.9/, /з.2/, /З.3/,/З.Iо/приняв

!,--tпохlЖ,Ъ Ч, ж, fl ,, Э,= rt:rО, где rc(l)_

- реiление эадачи /З.V - /3.З/: 0чевидно, суммарное производетво

комплексов \rc(а d+ в рассматриваемоlt эадаче не возраст"", оr} .

СледовательнЪ, леребирая различнше .Р иэ HeKoTopol't е -сети задан-
Hoit на Llr, frj , "о""о наl'tти 

""*о"о" _Ро.,

ý 4. 0 рецении общеft д!4намическоГt эадачи

для любого плана U , удовлетворяDщего ограничениям /3.2|/, /3.?2/,
вшполняются соотношения :

Вернемся теперь к общеГr динамическоlt задаче, сФорьryлированноfi в
ý 2.3амети!J, что иэлокеннше в ý 3 методш позволяют эqфективно вш-
числять миниrfальнце су:,.м9рнце ватраты для кягдого типа коlJtплексов
на фi,:ксированно.., интервале ВРеllrеНи при эаданноit потребност;,i .

Обознэчим череэ 5(tz-r,tliXц-l,r, Х*.;) минимальнце эатратц на
k -fi тип комплексов в инт9рвале вреllени (tr,r,tr] np" условии,

что бшла проведена последоват€jrьн8я миниtltизация эатрат для всех ти-
пов изделиlt на предлествуюцlих интервалах времени. Тогда cyiJмapнtle
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эатратш аа весь рассшатриваеrоlit период [0, r] аапицryтся в следrDще},
Виде

Hfi
S(0,7) =' r ý(t i_r,l; i X.-t.t, x,.,t ) .

i=! Lэt

Теперь JпЕе шиаимиаацt{D S(0,7) i*ot'o проиаводить по переиенш{м
Xr,irti, Ni " М при условиях /Z.Z/ и /2.3/, Решение TaKolt эа-

дачи легко провести методоru динашического программиRования [Z ] .

Таким образош, при предполо[ениях, сформулированншх в ý 2, и

при условии, что в каrдцiл иэ IloMeHToB времени f; происходит полная
эамена cTapofi систешц на HoBJrD, рассматриваешая на!lи эадача чошет
бшть решена, т.е. могут бшть наItденш оптимшьнце MoMeHrlыti(i=lr..,,M)
пересмотре систеriц, опти!!шьное число типов комплексов /V; в кЬчт.fi
иэ периодов (tb,,tiJ 

" их оптиrlальнде характе_ристики Xr,i(k=fr,.. /V) .

Кроше того, для ка'дого иэ периодо, (t;-rr!;J определяется о,пти-
trлальнцlt план проиэводства Kor,"n"*co" Д _го типа tLr,i (t)(k=t,.,l!i)
и необходимше проиаводственнше ц9щности Pr,i

Однако на практике встречаются случаи, когда в момент пересмот-
ре t; не происходит полноl'r эаменш староft системц на новую, т.е.
когда один или несколько т;4пов комплексов староft систешш проиаводят-
ся и на новом интерваJrе вре}iени (ttrl;rJ. При решечии общеft эадачи в

TeKoit постаЕовке потребуется рассматривать рааличншеzвариантц сохра_
неflия старцх комплексов в HoBolt системе. Если через Д/ обоаначить
среднее число типов комплексов, определяемое в рааличншх интервалах
(ti-trtiJ , то слgJiность решения общеr{ эад9чи в этоп- случае увеJrи-

чится np"rep"o Bf" раэ. Этот Факт моrет суцественно повлиять на

вовмохность численного прогноэа диналiики Toil или иноiI систеш. Поэ_

To}v воаникает необход!rмость в дэлЁнеfiшем аналиэе различнцх ь:оделеfi

раэвития однороднцх технических cltcтeri.
Отметиrr случаt't, когда в интервале времени IL.TJ прелусматривает-

iя лиtлъ модерниаация вшбранншх " *о""", t,

дIDщего llэriенения характеристик Хд ( k= |r-.
qи сводится к lrиниltиэации величинш

ll

о=0 комплексов беэ после-
., /V) . Решение этоlt аада-

9(0,Т) =Zý(хr_,,х*)
llel

при условии
Q= Xo<Xr <Xc(...1lp=/,

где.Э(хt-r, Хд) - минимшьнше су}dмарные а9тратш для комплексов k -"о
типа на Bcer., инт9р"*" [Рr7] . Для определения ý(X.-ltXr)" ,о-
ментов модервизац"" t rrl MorEHo испольэовать }lетод, лtалоlкенrшfi в

ý3.
В ааключение нааовем некоторце из Факторов, которце rrогут бrrть

учтенц при дальнеItлеш исследовании предлоtенноft, модели раэвития cll_
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стеl.ш.
Во-первшх, отшетиш, что в лрбоit эконошико-шатематическоfi шодели

динаtики систеш, предполагаDщеfi последоватедьное осJrulествление э9-
трат, дол[ен учитшваться коэdФициент приведения эатрат к пача,IьноDry

,l
цоrrенту ffi (E*Or.t), . Этот коэфФициент oтpalaeт "уделевление"
аатрет со временеш. Введение его в функционал /2. I,/ не иаменяет.су-
ществеяно рассl|отренного в ý 3 метода.

Далее, иэвестно /см., напр"ч"р, [В] /rчто стоимость эксплуа-
тации иэделия эависит от срока его слуrбш 0 и моrет бцть предстsв-
в виде:

О(Ф = a1,0 +оr08 ,

iде а.0 - пропорциональнше эатратц ,/хрвнение, топливо, рабсчая
сuлg/ i
ОrеСr6>/ - прогрессирурщr|е эатр9тц, которые сЕяэаt{ц с услоrнениеи
технологического содер]Еания, технического обслуrивания, сокрsцениеш
сроков слуrбш сменяеr/шх конструктивнцх элементов }l так далее. Введе-
ние данноft эависимости в функционал сумlrарнцх. эатрат пьаволяет ста-
вить эадачу об определечии оптималь:iшх сроков эi(сплуатации комплек-
сов.

3атеш следует )тметить, что ввод дополнительнilх проиаводствев-
ншх MotlпlocTeft, а тsкIе эксплуатация иэделигt после их иаготовления
происходят с некоторш!l аgпаадЕваниэli. Эти аапаэдrRаDLцие аргументц
такIе моано ввести в !rодель бээ существенш!х иаменениtt ее структу-
рц.

и, наконец, в пDедлагаемоfi модели utоцно снять уеловие о позlноft
экеплуатациr,l кошплексов cTapcft сиэтеraц в перgхсдншft период. Это поэ-
BoJlllT ELi;|cH:tTb целесообраэность более интенсивного ввода в cтporl
ко}lплэксов HoBoit с},rсте!дi.

Поступила в редакциD 8.2.]97I г.
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