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о БАзисЕ вЕктOр_кАркАсOв 0вшкнOвш{ного связною грАоА

li.В.liпибанов, B.A.AtcceHoB

3адача н9J(оrления бааисе вектор-керкасов воаЕикла при пришене_

нии теории граФов к эадачаr. хиrrическоfi кинетики [ '] 
, где число не-

аависllмцх вектор-керкасов необходицо для верхнеf, оценки числа пар8-

шетров, входяцих,в описание линеltнцх шногостадиfiнцх шеханивriов слоt,,

нцх хи}rических реакциli в етационарнцх условиях[ a] .

3адачеlt дgнноft работц является введение понятиlt вектор-каркасов,
бааиса вектор-каркасов и вraявление свяаш че]f,цу числоli элеr,tентов в

адоrr бааисе и строениеш граФа.

Пусть @ - обшкновенrпrfi свяэшrй грвФ ,/авторш пользJrDтся терt и-
нологией, введенноlt " [З] /. Кяrдоlry каркасу в G поставиDr в соот-
ветствие вектор 

"" 
,t-- , 

-"д" lru - число реОер в G , "п"д.ово,
обрааом: все ребрв перенушеровЕ{ваDтся числаr.и от I до /rL . Если К
каркас в б , то в векторе, соответствуrсщеr, К на l' -м rrecTe

ставиш I, если ребро с ноriерош i принадл"""т К r, 0 - в про-
тивном случае.

Определен ие. EteKTop, сооiветствtrmчшfi каркасу_К , бу-.
деri неацвать BeкTop-Kapкaco}l и обоаначать К . týrсть lП(G) - число

реберl а П(О) - число верilин в граФе 4
О п р е д е л е н и е. lrlаксиша.ttьнур линеltно независи!ФrD систеrry

вектор-керкасов будеш наэцвать базисош вектор-каркgсов. Число эле-
меЕтов в базисе булем наацвать рангош вектор-каркасов граФа G ч

обоаначать ПG)
Очевидно 1 что

РG) < п(С) ,

Bcn"R=(ot,,,. ,On) , то

е
ho,=n(G)-t

,J.
Ко,
,s)

по cBoltcTBy каркасов
Л е м м а I. Если

вJrDт числа oi ( i= L.. .

/l/

Rr r. ..,rý - вектор-каркасш G и сJпцест-
такие t что 

J

/z/

t а.

То=аrТ1*. .,. +о.rГзr rо Ia;=t.
Д о к а а а те л ь ё т в о. IЩrсть

f;,o -(ооrс. .'., Oo^'l-,..
К, --(оц r..,, о;л) ,

iэl



0 баэиёе вектор_каркасов ??

К5=(Qз7,...rQg6).
Oos= alQrr* . . .iasQs, n

l

Oon=dl |rn* . . .+ ol. s СLsп. .

Суммируя правше и левше части последних равенств, получаеrr
mmп|

ггг
Lao, =а1 /- о.,, * . . . * o(s kоц :
ata lel

ý

t=Z

тогда

так как

ВОспольэовавцмсь /2/ , лолучпм rc(е)- l = оцflLG)- d+. . .+d,srп(а-llпли

4L
icl

лемма докаэава.
I е о,р е м а I. Пусть BG

G = Gl U ё" , np"ue, бl
ну; тогда

,Q (G) 
= р(а,) + L(G")-| .

Д о к а а а т е л ь с т в о. Пусть P.(Gt)=Rl,P(0.)=R-z
L(G) = R. . Очевидно, что если К1 -каркас " 

Gr, К2 - в G2
,о К= ЦUК2 - каркас в @ и наоборот, JrрбоП *"р*"с " G ио)х-
но предст9вить в виде объедин_ен}lя каркасолв граФов @o, , Ge .Вве-
дек о5означение: если Е€ РР , "!е R.9 ,,rо noo ,"n".Jo 6,9)
будеl. понимать векторZ=(l 1у..rХр, *r,..r99) l где Xd -ко}iпонен_
тшвектораF ,а
-каркасовКrr...,
lФi векторов:

2е

Е
iэt

-Кrr. . . rТ2, линеitно неэависишш, то

d; = dl2r*/ =. . . = o(2..L,-t =0 ,

существует рааделяDщая вершина, т. е.
ц Gz имеют только одну обч5m верши-

u

li - компо_ненrLГ . Пусть в @7 баэис вектор-
k|r, а В Gg - П, . .,, Гр, . Рассмотрим систе-

(7,
(Т,

(

", )R, * ф2"*tТе* , , .*o(пz+\-, К 2, =0 ,

t /3/
(\",-t),
(Кэ,П),

п)
Ll.

7, ,Ть) (Rq ,Е).
Все эти векторш являются вектор-кар*а"аr" " @ . ýокахем, что сис-
Тема_ векгор-каркасов /3/ линеltно неаависима. Пусть это не так, т.е.
оуществуIOт ai (i=lr.. - rP,+lr-,l), не все равнце о, такие, что

*, (Ir,fi 
) 

+ а, (R r,Е ) 
* . . .+ol., с(Т hП r) + * 2,*, (Е r,Е) * . . .+ 

^ 
lg + 2, ч R",,,ЕЬ0

Расписцвая это равенство по компонентаri, получаем:

(

22

г

, получееш

/4/



7в

РфQ',1

"Оr+Е бi =фz= .: . = о|,р, =0,
ic lj+l

Сравнпвая /а/ п, /5/ , получgеу 4l = ё(2=, ..- .ф2,+е"-tЭ0. Но шI пред-

полагапи, qто Jo(j *0 . Т.е. систеца. /i/ лцнеftно *Ъ.""п""ша.Покd;еш

теперь, что все другие векторш *ар*""r О линеltно вцраtаDтся че-

рев векторн uв /3/. Во-первtrх

l[.В.Клибанов, В.А.Аксевов

равенствв /6/ , /?/'; /8/. докаэшвsDт теоЁr{у I .

следствие.всли Bg,... r 8t - все блоки граФа G lTO

: д-Е:

Ёлi(Е,Г)=(S 1})T,f rlг)=(р,г) ,,

,

/в/
l ГД€

!

|о
д(с) -Z

i=t
R-(B t)- t +t .

-Д о к а э в т е л-ь с т в о. По cBoltcTBy блоков[a].* в лDбоll
граФе rioreш вцделить TaKolt Олок' 8i , что,граФG'=О\0; свяэвн и ише-

ет только одr(у оО!чD 
""рqдr"у " f,; , тогда по теореl.е I

R(G) =k(Oi)+R_(G,)-l.
Ддпее, пришевяя принцип шатешатическоtt индrкции, получаеш требуешrlt
реsультат.3еrrетиш, что ренг ребра ревен I. В[3] локаэrrвается,,что
всякиtt блок есть либо ребро, либо шаксишвльншfi ?-свяэшrrt подгреФ.
Псследуеrr теперь ренг вектор-каркасов 2_свяэrшх графов.

Л е rr ц а 2. Вслu G - ?-свяаlплft граФ, не явдяDщиПся простшu
цикrоц, то сущестВует такаЯ ц"п" С , что при ее Удiлении /под уда.
лениеlr цепи С пониrrается удаление вершн С , кроше нечальноJt ч
конечноIt, ш всех ребер, сшеIнцх с ниraи; в случве, когда С -едхнст-
венное реброt удоляется реаро/ uвG получается 2-свявншП гРаф.

Д9каsательство.Вlбе ре, "О 
простоП циш liиницаль-

ноП дjrшrш Н . Так кек О не простоfi цикл, то существуDт fuCGп\сFl и сr.еtная с вёкотороft У.е Н Так как G, ?_свявен, то
Ir] существует чепь С1 шедду вершинаrrи |t u уо , не совпадеDцЕя

с реброg (х ,r9l) /рuс, I/. Вlбереш первуD вершину пересечения С7

\



Cj баэисе 79

Н- g, . Ребро 1gr,Хl),ш часть ц"пп С, шеrду Х1 и (/, обоэначиш
Сr* . всл"6С(н U сr,) , -то rско,. а" Clr ,. еслп(НllС')со, то. Р99;

сшатриваеll вершину Xt_. , сlrеIIryD с fieKoTopott*R r"on Zo ug Н UC'r
и повторяеI прелцдЕиlt _ррочесс. Находrrц чепь Ci' /рuс. 2/.0пять,

"сл, Gc , 1.ЦtlСrltJСr'), no Q+ искошая. в протшвнош случее про_-

цесс повторяется. Так как @ конечен, то наJtдетсl такая Цепьfg-,
что,ее удаленЙе ве нарушает а-свяэноети. Этот процесе еще нельвя

считать веконченЕllt, ,так как в НUС|UOL'U.,.UСrr r.огли не вqпти
все реОре G , но тогде любое иа H}rx удовлетворяет лешше.

нн
t

Рис. I. . Рис. 2.

Если таких ребер нет, то нас удовлетворит " С:
l '" о р е ri а а. Еслш G '- 

2_свяавцП гЙ,'тоР(C})=;z(О)
I

Д о к а э е т е л ь Q т в о. Рассшотриш ? сдуtlея, воспольэовав-
;вrсы лечrrоlt 2:

V В е cJrecTByeT ребро, удаJенrе которого не HapJEeeT 8_свяэ_
ности.

2/ Удвленuе иа @ лDбого ребра наруiцеет 2-свяавостъ, но тогда
по лешше 2 сучеству"п ц"п" Со l удаrени€ KoTopoft ив G не варуце-
ет 2 свяэности. 3аrетиlr, что в aтor. сJryчае по cBoftcTBy последнеlt цl-
вещ,rваешоfi ч"п" С** в лешце 2 степенrr всех вершин aTott цепш, кроllе
концевшх, будут ревнц д"J, " 6

Докааательство будеш вести индlкчиеlt по числу простшх цишов в

G . Всли б -простоlt цикл, то бааис векто'р-каркасов булет Taкort;

Е, = (0,1r...
E=(0,0,..

Кrо,(/, |,... , 0
Iýсть наде утверIдение верно лля графов, у которцх число пЕ)остt{х цик-
лов не превосходит € . д'окаrеш для случая граФов с t+l простtlш

циклоц.Цо леriiIе 2 суФствует цепь Со r уд9ленп€ KoTopott не варушает

t
.l
),
),

)

a



80 rЦ. В. Клибанов. В.А. Аксенов

2-связности, при этолi число простцх циклов в граФ€G'=G\С. булет
rieнbлe 8 + I, и дJrя него верно индукционное предполоrение1 т.€.
2(G')= пL(G'I .

Рассrrотриш I случаlt, когда С, -ребро. Так как R(Gl<П161, ,о
р_(Фс tъ(с)= tп(с')+|= P.(G')+l

Но, с другоfi сторонцr""п"Гrr. . .,Тrь)6вэис BeKTop-KapKacoBG' )

то они являDтся каркасайи " для G PacclloTpeв теперь проиэволь-
нsfi каркас Ка в G , содерtшрrit С , получим систе\Фl лияеt'!но не-
эависишцх вектор-карк."о" 7о, V_rr, . , ,Vпlф, ,.". L(G)> R(G') + t ,

энач!tт, L(G)= R(G')+|=m(G)+l = m(ё).
. Случаi' 2.ПустьвG ""n"* ребер({rt) ,G'=Q\C.

По инд,кчионноrФl rредполо]rениD

Р(6') = m(G') , ttLt= ru(e')= m(G)-t = лtъ- t,
о, в G BeкTop-Kap*."n (r. ,. r-К. линеfiно ttезавиеишц. fрон:r,lеруеш
в Q ребра числаши oтrz'+,l до ttL и paccrioтp"u n ,tt :лед,t0:"ие

ВеК ToIJЦ:

Q = (o,t
0.= (t, О

.", r {),
,..,r{),

Da= (l,t
ZЁ= ({, {

0),,.. .,
," , , 4

\

Очевл;дно , 4 ,.. . , d* Jtинеt'(но неэависимц и

F=*ý+. ..+*т* /9/

Очевидно, что BeKTo$"i ". R^ (Т i,?; ) (t=lr..., 
!'rj= l...rt)coo'Beт-

ствуDт к"р*асо " 6 , т.е. это вектор-каркасц G' . Аналогично тео-
реме I докаэоIЁается линеltная неэависиtiость вектор_каркасов

,:
(кr,ё*),
(Е.,,.е),

всего цх tтL- t 
(Т''ё ) '

Рассмотрим каркас К, 
" G'. Так как К1 свяаен, то судЕствует

чеrь Q в G' , состоящая только иа реоер (7 ме&цу конечашми верIи-
нами)( и у ч"п"Q /рuс.З/. Удалив иа К ребро4l , инцидевтное9
и принадлеt9щее чепи Q , и присоединив цепьQ к.оставцеltся чести
/обоэначиrr "" К|,/, получим каркас в @ . Соответствующиlt вектор-_.
-каркас,булет (Еr*r|]. покапеш, что.вектор-кар""" 1Е|, It ) не
ЕцрашаетсЯ линеfiнО череЭ систеlФ/ /IO/. Г\сть ато не так. Тогда су-
цествуOт,di (i=lr...rlr1-1), не все равнше нулD, Taк}te, что:

lfl:5;];

l



0 бавиiеr бёктор-каркасов BI

fii а*)= а, (Е''.еr) + ;,. .* dt (Кr,Е)+ф,, (Fо7,,| +. - *ац-,(R r,е ) t п t
или по коriпонентам:

(Ё" i*4t)ёr*оrс-.*.. .+atrc=с, i

по равенству /9/ имеем
й-'

и еще

i=l
Пусть

прито!l

(fr,.",+o(/)= d2= . . .= dl =fr ,
iэ{+1

tZ ,., )Rп * o(++lR"*,..*dп_,T,-, =yrl.

R,t=(a|rr. . ., Qа^) ( i= f,.!.,tfl'),

К| =(Ьr,..., бл,) ,

(.

t)

/ lz/

/ lз/

/ 14/

/ 15/

/ 16/

}

Рис. 3

llL

Z 6;!=tъ(G')-l
J,l

и по cBoilcT.rF|
ltt'

Е о, = п(с)- 2.

Иа /I3/ и /l4/ получаем

t
ь| (f лr)о,,* . . .* dп-, Qп,l

{

Ь-,= (E^r)o,n,*. . .+ 0|M-l ornrm,

Складдвая левше и правше части в /16/ u учитЕвая /I5,/, получаем

a

(
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l0l-|

л (с) - z -|_fuG)- ,JZл, ,
a.0

или, учитшвея /|2/,

,ъ(G,|-2 =|n/r)-'I*
Получено протDrворечхеr так KeKijT l , aначпт, вектор-каркасш:

( к,,а).

iEi:*i:
('йа;,
(7r,ё*) . ,.t

ли},еfifl о ile эависиr.ш. q*^"""r"п""о, P(G)> R(е){,t, 
"о Це) - ftъ (с''

п fu(С')=m@)-t. стспда R(Ф>п(d,"оД(6) < п (О),поатоцу
L(e) =п(G).

Теореrа 2 докааана.
Т е о р е I а 3. Ec"r;i в4 lt -."*"""а",tьнцх 2-свявнцх подгра-

сов ш ý раадеrяDщrх рабер, то

Р(ý). m(е)- k- s+t.
i о к а а а т е л ь с т в о. [ýlcTb Вrr...rВс - все блоки О

týcTb81, ,. , rВl - блокп, которце явrяDтся uаксиr.альнцtiи 2-свяанвIш
ПОДГРаO,аrи, aбr.l ,... r82 - бrокrl которце являDтся ребрgми.т.е.
k+ý. С

Тогда по следствиD l.tз теорешц I шrееш:
ctC

Е(с)= Т pCo,1- !+l = U RФ)+| pФ1-1t+ l,
Jrl iч jJ+t

но

R(0;)= l=п(0;) (j= k*!,..., С),
по теореuе z Л.G;) = m(В;| -[i= 

lr.. ., k)
'.с

пG)= r п(В;)+' ru(8;) ,
t з' lt Еоо

тогда

R.(d=Z п(8)+
с

Б, * 0, ) - h ь rп(е)- k- s+ t .

I

a.'
Теореrа докаэава.
3эшетlrr, что в доlсэ!r8тедьетвах Teopel i х а фактическх паrоrен

аrгорIтш нахоrд"ния oвsrcа.вектор-каркасов. Причем он, вообшр гово-



о бааисе векtор-rаркасов вз

ря, tle совпадает с вllпtснванисh всех вектор-карIасов и обшчншr. по-

iicкoм их бааиса. Но шr адесь не остена&[ива9r.ся на описани}t аrгорит_
Ie.

ДвтоРш благодарttш Л.С.l(ельникову, С.И.Спиваку tt В.И.Тичо:rЕrtко
эа активное-ýrчаегхе в постановке аадвчи и обсуrдении результsтов.

Поступше в релакцltD I?.4.I9?I г
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