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в области Х = E2r V(O,П), ,д" Е2 _ евклидова плоскость,
V(O,R) - открштшit,круг радr,rуса 2 сцентро!iвточке О ,p"""ir.r-
ривается следrDщая дифференциальная игра на бцстродеlt9твие.Динаrrи-
ка 

"гро*ов Р ч Е , участвуDltих в игре, эадается следrDцulr{и

уравнецияш", дr" Р
*r=Ori
ka=ar, |at =)L;

дJIя Е
Ut=Ьr,
iz = Ьr, lbl =/, (}rt) .

здесь / оэначает врешя , x(t)= (х,(il,хzft)),g(t)=(уrft),ц2ftl)
суть фаэовые состояния, 

""ро*о" 
Р и соответсвенно Д. в шошент

tCh,a) /на Е2 предполагается фиксировавноlt прямоугольная с}lст€-
ша координат с центроDl в точке 0 , ось абсцисс Koтopolt rol будеш
обоаначатЬ индексоШ I , а ось ординат - индекiош 2 ,/. Квхдоrry иг-
року в моuент врешени'l€[О,-1 игрц t4эвестна поаици яZ(t)=(х(i),g(tD
игрш, ддваrrика обоих игроков и тершr4нальное мноаество

М, = {(х ,ц)еХ,Х lf (х,g) , С } .

здесь f - фиксированное подошительное число, на9ываемое радиусом
поишки, .Р - функция расстоянля ,Х /см. 5 У , определяемая
дJIя всякldх точек lrT € Х следrDIIиtl обрааом:

9В,У) =.rq Z(У)
3десь S -rшоtеств"Уf"{-кусочно-глядкихпутеfi У" Х с непод_
вишншл!и концами Х, fl

Стратегшеfi игрока Р ( Е) ,в и_гре явдяется пара .4 (d*, Кбп)
( v = (dу, Кс, )) , "о" du ( d") - проиавольное раабиение

интервша Г0,; ) l ве кr.еDцее предельнцх точек, Кв* { К а" )
- отобраIение, стцвящес в соответстВие состоянип инфgршаЦии игро-
ка Р(Е) в шошент tr €dч ( t; € dv) _тра"*п.,рию игрока
Р(Е) ."" ""r.p""n" Iti,tt+tI (ttr,t|*,/), 

""*од"цýrD 
иа точ_

кч x(li)(y(,ti))
фнкция вшигрщIв |] с в каrдоfi сптуfiйи ( ц,v) определяет-

ся следmщиrr обрааоrr.

Нg (ч,v,zo) = чо{t l/-fu,v,z.)(t)c мс l .

3десь F(U, V, Zo) - траектория игрц в ситуации (U,v) прrd началь_
ноft поаициц Z2 = (Хо,Uо) . Игрок Р , Ешбирая стратегпD Z , стре_

ь

о
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мится rrиниllизировgть вшигршцr, цель игрока f при вшборе страте-
гии У противополоlна. OпредрлевнJrD такиtl обраэоrr игру обозначиrr
через Г(Хо,Чо) .

.Щля решения игрш Г(Хо, цr) удобно разбить ее на несколько
подыгр, в аависиliост}r от располоrения начмьЕых повиций Хо, Uо от-
носительно круга Y(0, R.). Опшпец эти подЕгрш. týсть Л - точка
пересечения прямой, проходящеlt череа начвльнце позиции игроков с

окруIностьпАполлqния/см.|+| t/"o"rpoeHHofi для точек lr, Чо со
значенйяrrи cKopocTeft, равншх c,ooTBeTcBeHHo,i.,/ /, такая что

!(х,,r) , 9( уо, r) . по.щгру uгр /'(хо, у.) с такими Еачшь,
ншми поэицияши игроков, что отреэок Х9,У ицеет с кРугом YQrР"е
более одноit обцей точки, обоэначиш череэ h (Х", Чо) .3десь V(O,Р)

- эаriцкание круга Y(O,Р)
Есл_и Хо , Uо таковц, что отреаок |о Uо не перес,екает круг

V(OrD , а отреаок Хб Г его пересекает, то по.Фlгру из таких на-
чальtO{х поаиций обоэначиrr череа Гz ( Хо, Уо) . _

Пусть теперь отревок хdуо пересекает *ру" Y(O,R) /то есть
иrrеет с ниш более одноft общеft точки,/. Обовначиrд череэ t2 каса-
тельнJrD пря!4rD к круry Y(0, R) , с.овпадаDщrD на пряшоливейноrr

участке с rrутеr. /о , на. котороч достиГается !(Хо, !о) , и про-

ходяпýrD череа точку Уо . týсть начальЕ[е поэиции игроков такош{,

что при двиiении Р вдоль пу,ти l" от Хо к ао и далее вдоль.

rЕ и при двtме"uп Е' вдоль СЕ в Tot rе направлёнии иэ

точки {о с постоянш!rд}t скоростяrrи ] и соответственно I

Е не пересекает врgщдIýrDся пряrým Н (t) ,/ проходяпцrю череэ

точки х ( t) " 0 /. Игру ив таких начальнt{х поаицшfi обоэначим

череа Гз ( Хо, g,)
Допустиш теперь, что !о €7t(0) и сJпцествует такое 6>0 ,

что при укаааншIх двиrеЕиях игроков. в секоторшlt достаточно блиэкий
* * J 0- 

"orr"i, вреuенп |'>0 ЦG') совпадает с точкой ,а17')+€.€т,
3десь W(t' ) - ,о.,*. пер9сечения пря[6tх XG|) ч Cg, еg. -
_ вектор единичноfi длинц, направленнцй вдолъ Тg от !о с нечалош
в точке W(tl) . Игру из такшк нача.пьнцх поэиций, обоаначишl череа

Ц (хо, !о)
tIусть теперь ЦёХ(0) и при укеааннцх двиIениях uгроков g(t)

в некоторцй rrошент врешени t >0 совпадает с точкоfi Wft)+ L€t,
при некоторой € 7 0 . Игtrу иа таких начшьншх поаициlt обоэначиrд
через Г5 (Xo,|Jo) .

Если начальнше поаиции игроков - точtsи ХоrUо таковш, что
для них реалиауется по.щгра Гi (Хо, !r) , то будем обоэначать это
следmцшri обравош 7о э (Хо, !.)€Z ( Гi hl)

3аrrечание I. Iýсть8 '-наиболееудаленная отХо ч
д - блиrаltцая к lo точки пересечения пряrсоft х0) с pkpyr-

HocTbD 0Y(0, R) /" сriцсле шетрикш f , конечно,/ , Z ,о , Z'rо

.'

л



шгйа простогб следова!rия на плоскости с препятствием зэ

основания касательнцх То ,tlo * Y(O,Д) , про""денншх через
lочку Хо . Тогда шноаество РOо,0, t) достlrаишосrи "гро*а Д
Ia точки Хо аа врешя l выг.rrяд", 

"rrелдопrrrr 
обрааоrr.

I. Если !(Хо, Д) 'r)t , ,о Р (хо, 0, t ) есть круг радиуса
Xf с центром в точке Хо

2. Если 9(rо,Д) < )t <!(Хr,^Хо1,.т9 Р(Хо,0,/) есть аамк_
,rутая'область, ограниченная ЙоП 8С а' о*руrяости радиусаJt
: центроl, в точке Хо и дугоfi окру8ности ОV(OrР)OАО'
/сш. рис . I/,

Рис. I.

с

3. Если 9(Хо, Xxr\<}t' .8,Ц:.,В), ,о P(X,,O.t) есть аеuкt\утая
область, ограниченная дугоft NСN ' окруrностr радиуса.ll с цент_
poll в точке Хо l двуш .ryгач Nа'.NQ эвольвентц круга 1rРrР)
эечерчиваеrrоfi ,нитью дп"* J f _, 

,вакрепленноlt в точке Х9 l ,и ду_
гоИ Q Д 0' о*руrности alr0,1) . Зд""" il, N' - точки, пересечепия
касательЕш*Тр , t\p соответсвенно с 7P(Xr,Ort)/cr. рпс. 2/.

ý

Ршс.
4. Если |(Х о, B)<tt , то

ласть, ограниченrrая лугоR lV4lV
(Хоr0, t ) есть ааliкцутая об-

o*pyE'oc'}r радиусg ll . 
" цент-

' ,Nа'эводьвентц круга

2.
р,

ром в точке Хо и двуllя дугач" Д0
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Y(O, P ) , ."ч"рчиваеrлоfi _ttитьD дr"* lf , закреriленноfi в точ-
ке Хо , и окрухностьD aY(O,P) /см. рис. 3,/.

?

1

Рис. З.

При условиld, что
3

z (t) = (х (t), g (D) с .UZ( Гi i.zl)
к данной игре прицениша теория инвариантного центра преследования

/cu. I zf /. эессlrотриш, наприцер, с;rучаfi,,когда (Хr,Ц,);СZ(БGl) .

Пусть

f *= miп {t tEfu,,0,t)c P(xo,0,t)| .,tl

.Щопустиrr для определенности, что r.EoIecTBa Р/Х о, 0rТ* ) ,
Е(9оrorТ*) такие, как в rtункте 4 эахечания I /утверrдениеrана-
логичное зашечаниD I, очевидно, справедJIиво такае u Nп liнoIecтBa
Е(уr,0,t) /. Шошно покааеть, что ll'oxecr"o H(Tr) ,ou"*

EUo,0,T')c Р(Хо,0, Tr) состоит ив одноfi точки - точкr,r касаншя

граничноit окруlности шноrестве, Е (gоrO,Т')и граЕичноft эвольвевтш

riношества Р( хо, O,т*). Тогда no ,,"r,р"рпвности }rвorecтB P0o,0,t),
Е(gо, 0, t) no * в шетрике ХаусдорФа и в си4у шrбора числа

7# наftдется такое чIdсло б > 0 , что чgсть molecтBs Е(у",0.Ёбl
"" лgдяпlgя внутри цноIества Р(хо.O,т*,6), есть двуугоп""п'* Kk' -',

сторонеt и которого являDтся дуга граничвоit oKpyrHocти цноаества
Е(Уо,O,Т'-D) и дуга ветви граничноfi авольвеЕтш цноlества Р(Хо,

0 r'Т *,6). Эд""" под двJryгольникоr. поди,.ается связная неsIпуклая
плоская Фиryрg, ограниченная двуtдя глqлкшlди вцпуклшши криЕIrrиrпе_

ресекаDпчdшися в двJD< точкох /cu. рпс. З/.
Наfiдеш теперь точкш, iа которшх достигеется

ftlax
g€Ец,о,т*-аl х!Б't,о.т|-0) Р(''у) /I/

,,



Игра просп9го преследования нв плоскости с препятствиеш, Э5

Иэ рассrrотрения сечеltства эвольвент круга Y(OrС) " 
,"*репленвоl't

точкоft Ха и д.пrrноft "нити" - параl(етрош эвольвентr{ след/ет, что ве-
личина /!/ достпгается на тоqках .(ý п Уб пересечевия касатель-
ноfi пряшой к. кругу V(0, R) , проведенноft череэ точку !о r со
сторонаrrи двJryгольника КК' . Причеш точка Ха такове, что

|BqD <!(l8, Ч") . Пршrrеняя элешевтарно - геоцетрические рас-
су)Едения, шоЕtIо покаэать, что при перешещениях ,/одноврешеннцх,/ иг-
ро*" Д' вдоль отреэка !о!Е п Р вдоль кр.атчаftшего пути от Ха

до х'
m.ах rпirъ P(x,g) =р(х8, uо) , /2/

ч€ Е fuft),t,7|-E) хе P(x({),t,T|-8l.u 
- -'

а точки Х ' , У8 , на которшх достигается величи на /Z/, ocTaDT-
ся инварпантнц!,и /сч. рuс. З/.

Определиш теперь игру с предписанноl'( продолIительность Г(Хr,У.i0,
вспоtrогательЕуD к игре f(Xor9o). Эта шгра отлиq""r"" от игры

Г&,gr1 лишь функциеlt выигрнша, Нт , которея в кацдоf, ситуации
(иrv) опредедяется следrшIрlrr обраэоrr:

Н, (u,y,zo) 
= 9(r(ш, Y,z,)(T)) .

}iошно покааать /с".rвапрrшер, I l] /, что t игре Гз(Х",g.,Т|-.6)
дJtя всякого €>0 ,0>0 сJrществует ситуация t -равновесия. Иа.
приведевш!х вшtrе рассJпцдениft п цэ реgультатов статьи [al "rr"лу"r,что в ,uгре Гg (Xo rUo,TLS) при всякоt{ d ,О 

"уч""rЪу", 
инвари-

антнцй центр преследования - точка ,У' , t - оптишальнея стра-
тегия Ее игрока Р предписшвает erry, в цо.шентц врешени t;ed,r"
вшбирать отреэки кратчайшего rгути, соедикяDщего точку Х(tа) с
точкоfi УЕ (t i ) *"* } (t i*r= ti), л !. _оптишельная стратgгия,
7е ,"ро*а Е предписцвает etry в ,шошентш врешени t; е dv, вц-

бпратьло.треаки кратчайшего пути, соединяDщего Totlкy уft;) с точ_
коП Y'(t1) длинц /i*;t; . Вернешся теперь к игре Й(Лr,9).
3ададиrtся число!i € > 0 l п пуетьЦ67о -€/2 -оптиl!альная

"np"n""n" 
/ в игре Г(Хо,Уо,7r-/r). Опоелелим стратёгwю cLg

в игре Г(Хоrg.) следшш,rш обраэоri.

Е е/а при l €[,0,Т1- €/z ),
Цр npn l € Г TL ф,Т*J .

3десь (4с - стратегия, предгtисцваDщgя игr.6ку Д наход/rться в

шоlrевт 7f в ,оч*" Х(ТУ- €/2). Нетрудно видеть, tlтo ддя всякоfi

стратегии V n"po*, Е *попr""r"я неравенство,

p(/(ue,v\Tl) < е .'

Следовgтельно, стратегuя Цб гарент}tруеп ""ро*уР ý - пошшку

эе врешя ГЁ. Гlу"r" стратегшя У6, предписшва", n"po*y Д дви-
гаться вдоль отреака у.Н (Т*) .о cкopocтbD I неаависицо от деft-

Це=

ý

t
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ствиit игрока Р . Иа преддествуюIщ4х рассriотреЕиft следуетrчто /g
гарантирует игроку f в лrобоlt мошент вфчени t.Ё е отсутствие

6 -поимки для всякого 6.b/O-r). Такиll обрааоrr, справедлива
следmщая .теореша.

l Т е о р е ш а I. Дя всякого t 7d пера(.Uе,Vе) обраэует си-
| туачию е -равновесilя в игре Гэ(Хо,96). При эФош
l

|Yае(Гrа,,цо1)= !(No,и/(l- D, р(!о, п!т_4) =!В",%) l( )- t) . /Э/

З а м е ч а н и е 2. Подlгрц Гl(Хо, Ч.) ч Б(Х",у") рассцат-
риваDтся аналогично под{гре Гс(Х", %) . В игре П(Хr,Ц) точка ПOr)
леаит на пряшrоfi, соединяDщеfi начальнше позиции игроков - точкш Хq

u ао . При этош :

Yae( П ( х,, у))= 9k,, Н (Т*)) = 90,, g.)f?- D.
t{усть теперь " подо"р" Ге(l_о,U,) Ххо. n Хуо суть ос"о"аВЙh i{a:,
сательншх прякых к'кругу Y(OrР) , провеленншх череа точки Хо ч

соответсвенно !о -,/при атош предполагается, что, рассшатриваDтся
такие касательнше,. что {>(Хх"rХсlо) шиншшально,/. Тогда точка M(Tr)
есть либо точка пересечения постоенноlt вrшде окрзrrнёсти Аполлония

" OY( 0, Д, ) - "ранцЩруга r(0, 2) , наиболее уда.,Iенная от Хо ,
либо леrит на дуге XnXx, окру8ности аlr(OrР) , лпао лешит на.
лýrче касgтельноlt * *jy"y Y(0, В) , прoведенноft череа точку Хо

в сторону от осяованu, /точк" Ххо /, противопоJIоанJrп.от точки
Хо . Впоследнешслучае

Vае6, 6,, у,)) = ! [( t - I 8 (хо,Ххо) -у (и,Хr,\J,

! (Х х,, М (Т*)) = tY fto, Ху,1 - ! Uо_, Хх,) .

Переltдеш теперь к рассшотрениD по.ФIгр Гц(lо, % ) , Гg(Хп,У,)
3амечение 3. Иа /З/ слеryет, чтофункцияlИе(6(хr,%)).

является строго rroHoToHHofi Функцией от f(Xo, У,) . Следовательно,
игрш ГЦ (Хо, !,) " Гг(Хо ,.И) шо8но рассцатривать как игрш на вц_
хивание с функцшей вшигрrпчв lrаt(Б(Хr,!r)) , определенной на rrно-
аестве Z (G hl) , так что в игрЕк Гц (lo, И ) ч Гг(Хо, Cl. )

и"рок Р сrрем"Ьс" к ldошенту вреrrени {fu,v)!rctntt/Ylu,i|t|ez(6L)
шиниrrизировать величuну 9(Х(Т), УЕ)) , " ""ро*'Д стреrrится ее
riаксишиаировать.

.[огtустиrr, не ушеляя обtsrости, что точка Хо ле)itит на.полохи-
тельноft полуоси первоfi координатной пряшоit, а точка /о -. в 88-
riыкении внутренности угле 0 ХоХХо ,/все врешя предполагается, ко-
нечно, что точкч Хо, lj леIат'в сбласти Х /. В аависишости от
шбора точки /, " t шогут представиться слелуDщ,tе два слу.чаа.

I. Точка К пересечения касетельной dr к круry |r(0, Р) ,
проведеЕноft череэ точку /, , и к кривой aE(Y.,Zrt) , наиболее
УДаЛеННаЯ ОТ Точки Хр /лехuт в тоfi 8е полуплоскости относительно

,.
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Игра простого на плоскости с препятствием з7

i

пряrrой Н(0), что и точка /, ,/. Напошниrr еще раа, что 8десь всD-

дl, Kporre особо оговариваеrдцх случаев, расстояния пони!!аDтся в

смцсле шетрики;Р /
2. Точка К п точка l1o лешит в раэнцх полуплоскостях относи-

тельно пряшоfi ЖР)
Иа рассuотрения сеrrеftств эBoJtbBeHT.Kpyla r(O,П) " 

."*p"nn""-
нцrjrи точкаrци Хо и соответственно /, вцтекаrст утвер8дения приво-

диilых нише ле!!м I и соответсвенно 2.
Ле.мrrа I. Вслучае I

,#t:о1)Р('о, у ) = з(,l<о, К ),
в случае е.

ftъах ' Q(Хо, !) = Q( Хо ,.К t ) .

tJcE(%,O,t)J J

3десь Kr - ,ou*e пересечения пряrrой Х(0) " aE(%rat) наиболее

удаленная от точки Хо
Лемма 2.

l

l

,rfrt,O,t)P (%, Х ) = !(v", О )

3десь @ -точка п"р"""ч"""я пряшой Хо Ххо " 8 D(Xor7 , t ) ,

блиrаftшая к /9
те о ре ша ?а. týстьzо=(хо,ц)сZ(П(z\)UZ(Гr(z)).

тогда существует е -оптишальная стратегuя lbe игрока р в игре
Гц Е,)(Гг(Z,\) , которая на интервап" Г0, ? (ue ,V)J при
всякоft стретеiии У игрока Е предписшвает игроку Р в rdошенты

ВРеШеНИ ti € еltа вшбирать отреsки ,rгути ft , на котором реши_
зуется 9(Х(ti) , у (t;) ) , }tсходяпryrе ша точек x(t;) длиlш
1,.,(tiJ - l ;)

б. Пусть Zo €Z(Гцk)) . Тогда для всякого €> 0. существует
€ _оптишшьная стратегuя Yg игроке Д , которая предписыва_

|", ""ро*у 
Д на интервалr"ГOrТ(u, Ye)] в шоrrентш Bperie'и

|t; С dу, эыбирать отреаки пряrrоft,_соединяDщеft точку ц( ta) с

|точкои 
K,(t;) пересечения пряrrой Ж (ti)' 

" 
ОЕ(ч(t;),Ц, i;t, )

|нашОолее удаленноfi от Х(f7).
Д о * а з а т е л ь с т в о. Первая часть утверlдения теореriш

вштекает ив аашечания,3 и леммш 2, вторая часть лемЬ следует иа
аашечания 3 и лемrщ I.

Фнкция значения цгw Гц (хо,у"). находится rrутем вцполнения ря-
да нетрудншх вцчислениft .

Yа е (Гц 0о,, u)) = lgp {Т Рr,у.) + [х, rФ+ )Т(.) + Glф - R^ +

+p@-аzсt?Г(l,(ол-]|'(l\lр)- аrcсоsfр.| кВ'()]] l tl- /)} .
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3десь

K(t) =

7де ! является

!(ic,l- oG0l)

ев л.А.

JU,' (D + gr2 (0) !'(с) dt,+ /-
0

+

уравнения

)+ц: .al?O).
о

3десль -(t) - угловая скорость Еращения пряшоft Xt(t) вокруг.точ_
*п 0 при двиIении игро*а Р вдоль rryти, на Ko'olpoli реализуется

!(Хь, У,) от точки ,(о до точки Xxn .

l Л е ш ш в З. Прш фиксированнош Хо функция Таt(Гс(Хr,Ц.))
|rrонотонно аависt4т от ý( Xot У)

Дока аат ел ьс т во. ОбоаначишчереаF,(Х,У) евклидо-
во расстояние riеIдl точкаши Х, f nno"*o"r" Д4 '. Доrry"r"rr, uro
точка Хо леIит на полоаительЕоl'{ полупряшоft оси ебсцисс, и обоэ-
Rачшш череа lV точку пересеченшя полоrительноlt полупряшой оси ор_

. Так как точка Хо Фиксировенаrто
л[я креткости следrnщее обовначе-
что точка / леrит ва пряшой

соотношеЕие

/ . тогда получаеш, что

динат и окруаносr" aY(0, R)
полоrиri Qftr,l/ )=Q и введеш

""", Р/d, У) =Т. При условии,
Х (б.) , справедливо следуDщее

!(Х",V.) =С + аzеýспf +

Не умаляя обпцtости, nonor"u',0 =

}

?

ct1U, ,лfcln=(!o-/)l/!'-/ >о, /4/

Следовательно, при воэрастаничýРrЧ) 9G", У) тоце возрастает.
Справедливо такsе,п обратное утвераденше. Рессrrотриrr ва пряшой
Ж(0) две такие начальнце позиции ""ро*"Е Ч', Ч" в игре Е(Хо,%),
что ! ( 0 ,g')rt (0 ,9,") . Пg /4/ следует, чтоf (Х, ,U')>!(х,,уО).
Покахеш, что в атом случае Vae (П (/о,у'))rYiе(Гц(хо,irl).

l J

Рис. 4.



Игра простого преследовавия на плоскости с препятствиеш э9

a

Польэуясь иэвестноft форlryлой эависишости .rrешду угло_воi1 ш линеftноft

скоростяши, Еаходиli, что r^l(t)= ]R-lIPz+ (3(Xo,Xo)-r* F]. так как
dcoft)lat >О при 0*l .17 (Хо,Хх"7[1 , то на_этой интерва-
ле Ф (t) r.oHoToHHo воэрастеет. Условишся обовначать TpaeKTopI,tD

""ро*е 
Д в игре Гц (Хо,У") , ситуаци}r (Ц",Vе) Г L* 0J череэ

_ЧП (|) , а ,р""*rор"r Д в игре П(lо, fl') в сштуацпп (ц, , у"7
Ге * 07 через y'(t) . Полошшrr по определе""D '

i (у')= mлп [t \GG),ц'(0)€Z(G k||. /6/t
Т_огда при всяком / Z0, r.*оrr что f -. ?(y'), t < ?g''),,
ýto, ч,,rt)) ,9 {о, g'(0)
Деl'tствительно, допустиtirнапротив, что при некоторош l = Уrа,

a'(t*1= g"(t*)
Тогда при всякош t: .r 

* bt'(Y"(il) 
= bt (y'(t )) ,Ьо{ч"(ilS= Ьп(g'(}D -С tY \-"'

и, следовательно,
t* tf
t,," U,{rDor =Iu"ly,(il)at,

00
откуде получаеш, что У "= Ц' . А ато противоречит сделанно* Ь_
п}rщенип о тоll,что Г( 0, Ц') . ý { rl, |') . Ив /5/, /6/ слец-
ет, что в мошент врешени t (У')

(х(2 (у,)) , gп ({(у,))ёZ(GG)) . /7/

a

}

Е

t бо

tl. l

J

Рис.5.
В то пе врешя по опредеJr 

"""о 
? 0')

(x(i(y')), у!(?(у'D)сz(Гj(z)), /в/
Иначе говоря. вреr.я достиrениа 

""po*ou 
f шноаестш Z(Гэа)

вдоль траектор}lи ЧО(t) rieabiпe вреriени доетшIения игро*ош Е 
"*о_го lrнorecтBa вдоль траектории Y"(t) . Вспоlшиrr mIраIеЕие дJIя

Функции аначения 
"гры 

Гq (хо, уо1

Yоt (Гq(lо,у,)7 =k {{fue,vr)+y(x(i), ц(Л)/0- il. /g/.
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Пэ /?/, /8/ ч иа lroнoтoвHoft эависишосhи фувкцилt 9(Хо,g) от функ-
UИи!(Хо.9) по 9 при фиксированноrr Хо следует, что

.лд
9(x(iryll,ч'(i(g')l),9\rc(y,)), g'(i (у,))). /|о/

В силу монотонности,функции o(t) ug /9/ u /tO/ вытекает неравенст-
во

Yа t (Гч 1хь,у" )) .Ya t ( Г,, (хо, y')l,
Пусть 7, е Z(Г5(Z)) " Cn(%) - пряr.ая, проходящая через

точку flo и составляDщвя угоJI а>0 с касательноfttв к круry
\t (о; Е) . Гу"оп ae[1,17, отсtIитшвается от прямоfi f,б в направ-

левци против часовой стрелки,/. Пусть далее Т", (gr) - ток8я пря+

шая, чфо для всех &>&r при двиtении игрока Р вдоль касатель-
ной к ч)угу Y(ОrR.) , указанноfi в определении,по.Фtгрц Гr(Х,rЧ.) ,

""ро* 
Е , двигаясь вдоль прячоil t (gо) , Ее догоняет врFпlаппýmся

пряшm Х({) , а при двиаении вдоль ta*(Yr), догоняет ее.
./Это овначает, что ваfiдется текое + > 0 , чпоуG)е Х(t) при

укааанншх дви8ениях игроков,/.

Т е о р е ш а 3.Для всякогоý>0 сучествует ý-оптиrrальная
стратегия Vб игрокаЁ в игре lf(Xo, f.), которая на интервале

[0,Т ( Ц, Ус )] в мошентн врешени l.,,edy, предписывает игроку

Е вшбирать отре,эки пряrG[х t*r(UЁ/) дл}tЕ! tl,r- | . 3лэсь

.i @, yg) 
= п:iп {t lt-p, чеYt)ё Z (С а)|t

Д о к а g а т е л ь с т в о. Утверхдение теорецц следует и8

лешшд 3.
3 а ш е ч а н и е 4. Рассшотриш Функциэ !(a,t)={^(t),

8нgчение котороfi в точке (*, t ) р""*о расстояниD шеаду точкой

a(r) /при Фиксированноц двиаении, и"рока Д вдоль пряуоПtа(У":) /
и точкой Wл(|) п"j"."чения пряrrоft X(t) с пряrrой r^( %) ,

еслч !(ЧоlУ(t|) < 9(Y,rW"({)) , и величине, равной aTolry расстояних)
с противополоIпцr. энакош, ёслrr!(9о, у(t))>У(Ц,Wп( t)) .

предполагается, что игрок Р двиIется вдоль кратчеfiшего пyтtil,
соединяDщего Хо ц Чо . Моrно убедиться в том, что ата Функция
непрерывне по ot и по l ,и при фихсированноrr о( иriеет единст-
веннцfi шинпrryrr по / . Введеш в ресс!lотрение функцип

фнкчия J 1

в KoTopolt

{,lnl = trciru !(a,t) ,

nL{l t6o, l) = 0,
Понятно, что о(а совпадаст с точкоfi &t .

3афr,rксируеш теперь прлrryD ta ( tr) и опрелелим функцип
полоаив

?

1

непрершвна, и сýпцбствует одинственная точка d.o

з(9 ,t ь
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l ... . /rý

l grоrr),wф (tl, еслп f (%, yltl) < |(и,tl^(t))
fO't)= 

[-r'о'*', 
w^ (0)r €сли у(у,,ц_(t)), y(y,,we(t)).

Здесь 9 
- - начальнея по8иция игрока f на этоft пряrrоit. Ис-

польауя рассJпsдения, 
'подобrше приведевнцш вшше при , расс!iотреЕии

функции {(а,, t.) , Еетрудно проверить, что сJrществует единствев-
ная точка 0+ , в которой справедливо равенство,

3"метишr ,,r" 
""#il" 

{!2i'r;irrl означает, что игро* Д догоцает
двичrпryDся 

"доль 
Гд, TotIEy пересечеЕця врацаDщеЙся пряrоfi п(t )

и касательноft tд при ,укаsанншк в,определении подшЕрш Гs(Хоr!")
двIлЕениях игроков в такоft шошент врешени t'| > 0 , что вшполняется
следrDцее HepaвerrcтBo :

sй9(t*), o(t') g,2( 0) + Ur'(,

3десь 9 (/) - острrй угол ше8дl прячоfi X(t) и касательноfi к
кругу " Т(Or2) , про"еденноft через точку g (t)' .

Такич обравош иа приведеrrнцх в этоra аешечании ресс)пlдениf, сле_

лует, что при фиксшрованнrrх /, п ф на пряrrоft tл(!.) сJпцеству-
ет единственная точка N l при двиrеЕии иа KoTopofi по пряrrой
ta ( у" ) шгрок Д попадает на пряrФrp н о в такоfi шоrrdнт вре_
шени fo , что

5lп!(t') = D(/,) u| ft") *,J,'(t")
/ lI/

Нетрудно видеть такЕе. что двигаться даJtее по касательноfi к кругу
Y ( O, P,) , Ее пересекая пряr4уD }C ( t) , ""ро* 

Д шоЕет лшIь в
том случае, если он и ранее переriещался по этоlt carrofi касgтельноft.

Действительно, эафикслруеш прялiуD t^( U.) . Ь" того чтобш,

двигаясь по неft, ""ро*Е сrrог бц гопасть на вряпIвппýц)ся пряцrI)
Н(+\ , а(. до.Еано бшть вшбрано такиш, чтобш в шоцеят вреrrенп
t' попадания точкч Y(t) на пряrýrD X(t) вцполнядоЬь нера-

венство

lbl ,, lL (t') .

3десь lL (t) - скорость переrrещения точки пересечения пряшоfi

Н(t) "tа(Ч.) вдоль пряrrой ta (!..) . .В тоц случае, если каса_
тельная пряriая к кругу Y( 0,В) _, проведенная череа точку !ft') ,

не совпадает с пряriоП tа(9.) , игрок Е , не rrе_вя.я направле-
ния своего двихения, обязательно обгонит пряцm 7{(t)

3 а rr е ч а Е,и е. В работе [З]Опп" приведек{ беа докааатедь_
ства опт}tllальнше с,тратегии игроков в данноfi игре, однако случаfi,
соответсвупчиfi подлгре Гу( X",t1"1 , когда равенство /Il/ не вц-
полвяется, бшл упущев иа рассцотрения.

a

a
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