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шЕюд IIЕрАФншх ФшкId и нЕоы(оддrшЕ уiиовшrя оIтI}рлмыtости

D.!Д. Водиц, Г.lfi.Oстровскиfi

Общеиввестно прпшенение цетода штрефrпrх функцшfi лля, построеЕшя
алгоритrr9в числеЕного решенrdя экстрешмьншх эалач. В даяной работе
покавцвается, что отот шетод повволяет сфорцулировать новцft пол(од
к ПОЛУчеНИЭ нёобходиlдIх условиft оптlдrальнdсти беа rrсподьэовавllя
TeOPeI ОТДеЛИШОСТИ ДЛЯ Е{rryКЛЦХ lt{ПOreCTB.

J. 3адача .нединейного програшriирования

Требуется наfiти

9,(Х|= mах /I.т/
при ограничециях:

9с(х)=0, (= /....,,р, /I.2/

!r{х)>.0 , k= l,,-.,9 , /Lg/
ХТ= ({tr, . ,rХо). фнкции 9е, !" непрерЁвво диферевцируецц,
ограничеЕц свер]ry. С<.lотноiценця /1.2/, /Т.з/ опреде.пяцг sа!.кЕутое
швоrесtво G доr\устиццх энеченшft Х . Щусть Xt - решецпе зQда-
чп /I.1/ - /1.3,/. Очевидно, что Xf есть твкае решеЕие вадачи
/I.z/ - /I.4/z

9о'(х')= Qo(x) -Е(rt- х,* )u = *о" /I.ц1

týсть далее

/ 1.5/

rде Пt|4g9"а) овначает, что цаксиrryц И а) определяется прtс

0rсловиш sIполвеншя /I.2/, /|.S/. дналогичrцrй сrдлсл иIеDт остельнце
обовнаrrения Dтого типа. Составиш фувкц!rонал штрафов:

F!=%'-rЁъru **r:),п,.0, /I.6/

%-=rЖftlrr9,(х) , 
'!* 

=,В1,'r, 9о'/Х) ,

J ?,= 
lor"d;o',o,

F!* = пд.х Fn(x) ,

Iýrсть XI доставляет ,r"*""rry" F*'

/I.?/

, /I.8/
сJrществует при всех(х"{
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ф>.0 в силу ограЕшчеЕности 9о свер)ry, и, легк9 видетьrхj €Рl ,,

где М - ограяиtrевЕое rlнotecтBo .

Л е rr rr g I.

F^*,7|J,|,= 9! (а*со). _l:,. /I.g/
В сацоц деле, Fo, l.Гo\2, d1 1о|а . очевидrо такае: FJ", 9о'*.

-r*Следовgтельно, Fj'- Д'9:*, d-ф. В силу ограничевностп М ,

с)пцествует,dг*аО такая, что Х!"- d . i е G, тек как

в противнош Слtrвае, как легко вшдеть, Е': - - - , что невоа-

шоtно, так как F_'(Х*) = 9.* on" """* 
о. . Иrreerr F;J- Д

"Ё * п'(*J.). сr,"ло"ательно, ДrЯi(l)r9"*. Итак,

Д = 9о" . равенство и'*= 9r очевпдНО.

3 а ш е ч а Е и е. I. Совершенно аналог}tчЕо, как легко видеть,

шоает бшть докавано

Fi * 9,*
где

06овцачиrr

(а*-),

F*= 9о- ff(Zu,ri *t 3: )

р

/ I.ю/

/ I.TI/

/ I. 14/

l=l

Лечша2.
xI * х* (ф*е) . /1.1z/

IýcTb /I.rc/ не вцполЕЯется. ТогДа сtrществ;rпт.Р цdп* ю :

|lx*- ^I, lln 27 € дIя всех r . Прш этош Fп'| = ф- е ,

в силу чего одноврешенЕое ЕlполЕеЕие /I.9/, /Т.Ю/ ЕевовцоIноrчто

докааЕвает справедл}tвость лешмц.

}1а'оптиrrальности Х; с учетоri /I.?/ СЛе.ryеТ:

лi = 
| l ь, f,| = - а,у, (х! 

) f Р, * ,Р7-

Р*=

,&n' {r: ) = (t Ёпу,#- *"pn#l l,{ 0, /Т.tЗ/

i,= lr.. ., /"

i=-ortlx!, | Р*,
/,..,,Р; k=/,...,?,

/+ ос2Ё r:r^:r-* ?! r,!l) >,| ,

/I.|5/

(
а Э9о'
о ах

Иrrееr

,[ + *t* " t*пr#) fr; = о, /I-rc/

i;з/r...rП

a
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* pQ

ЕtЛ;r * Г (ri )' -t, /I.1?/е| 
\

)| -.0 , pf,, ,.0, k= /," ,,Q . /l.B/
(Ёr,.. J;r,r;r" ,r;)Ior'o расс,.аtр}lвать так точку в простравст-

ве EP*i*' , приЕп'1леrащrp едивисноfi сФеЁе. В сш;ry коrlпаrт-
вости единичноft сферш в Е пв rdзвестЕой Teoperшr аналш8е

следует сJпцествованrrе сходяцеfiся последовательност" ( );'rF;") ;

t"- J, ,l? * .Р* . с учетош /|,Iz/, /1.16/ - /I.18/z

(Т,^,# *tr.#ltлr= 0, i=f,..., tL , /I.р/
р9

ЕrЭ + Е*1 --l, /l.zo/

lо,rO rft>,О, /I.2I/
Хроше того,

rt'!-(i, )= anV* 0:, vr (rI, )lp*".
Учитшвая /I.?/ , /I.I2/ , /I.$/ , шчеец

, |xt*(x*)=0, k=/,...,q /I.2z/
Усповия /t,TS/' - /1.22/ являDгся шввеЬтвоft Teoperrof, KyHa_TaKKep{I].

f

.{

2. Задача оптшшадьвого управдевия

Требуется наftти

lful = 9о 0, ) = ,оах гле (х7 = х(Т ))
прп усл9впях

#= |r^,ч), о< t < Ti

Х(О)= xn,

/2.I/

/2;2/

/z.z/
/2.з/

u(t)сU, U ограцrrtlецошsаrfiЕутоi /2.ц/

9r(rr)=0, t,=l,...,pi /2.5/

X'=(Xl x;.),uт=(ut,..,ll-). фвкчшr {, ,9, непрершвво дшф-,

феревчируецц, упревдеЕrя Ц(t) иsr.ерцrл{. Kpore того, потребуеr

лл" J вцполЕqЕия уqловиfi Лхшшrца

llf(x', ч)- t\',ш)ll <С/х'- x"ll. /2.6/

,

a



При шrполненпu /2.З/, /Z.4/, /2.6/
X(t\CX , Х ограншчеЕо /Z.?/

Решевие вадачи /2.Т/ - /2,.5/ булеш искать в клесее так назшваеrЕ[х

обобценtшх рещевиf,,{u"' } , {Л"'| обобцевно..удовлетворяlп сrл-

стеше условпft /Z.Z/'- /2.Ь/, b.nn для всех k u'"] х(Ц) удовлет-

воряrуг /2.2/ - /2.4/ п

9r{"(|'t*0 ( **а ), t= /,,.,,р.
Дя обобщенш{х решенrfi по определеЕиD

l(lu"'J)= &r,. I(u(*)), k**.
0боавачиц

7--ёtf,r.5)I(Iu'r'I ), /z.,8/

{шrt*'}, [ **'"'} 
, 
есть обобценвое решевше sадач}t /2.I/ - /z.5/,

если при атош обобщЕво Е{полЕяDтся /2.Z/ - /2.5/ " 10 u*(k)|)=f .

В отличие от обобщенЕцх peпeнrdit обшчtше репенця будеш на8нвать
к4ассическuуп, пдп просто реfoенияrш. .Щдя последЕих вводится велйчи_
на

I'- =atr|r,rrl (Ш) , /z.g/

Еtеличшна Ir(I**). оуо""твует и коЕеqЕа в сrду /z.э/, /z.4/,/2.6/,
если систеша условшfi /Z.2/ - /Z,5/ доrцускает хотя.бц одно обобщен-

ВОе,/шассическое,/ решеЕие
OTrreTиrr опродедеЕЕуD обосцовавность обобценвой оптиrrальноfi ва_

дачи с фиэипескоf, точки эреЕия. При оптиr.}tвацши rакого-либо конк-.
ретвого процессs Фувкяuп У, всегда и8вестЕl с_ Еекотороft конеч_
Bofi ошбкоfi. Поатоlry прбдставдяется естественпцI переход от треб6_
ваяrrя точного ш{полнеЁия условufr, /?.5/ к трбовавпD roк вшполЕения

лцшь с .шбоfi веперед валанцоfi точЕостьD. Волее точншft сrшслjбоО_
цеввоfi оптIцаrьной вадачr ваклпчается в сдедrDщеш. Щусть J 7

т.**есть J , еслti в ограяшчgвuях /2.5/ JпIacTByDT функцпu f2
тогда, каrс легко вrлеть,

r*, I;=И{.ff|,,,rli-=#,iyi,rIi*, /2.Io/

"д"ilF- ?tl.e овнача€т,. qто для всехх ll l0)-р7l) ll <е . такиц об_

46

рааоц обобцеЕшft супреlryш

классшческrх супреlry.о, J'

D.l[.Волин г.м.

есть предел валбольшitх внасений
прк велхчин€ вовшоtrrоft ощбкш в оп-

*
I
*

ределевии 9 ., не превооходяцеfi е , когдд Е* 0
l ' " r I а 3. Обобцевное реtпеви9 8адачи /Z,T/ - /2.5/ сJпцест-

lByeT, еслх сtrстбша у,еловиfi /2.2/ - / Z.5/ доrтускает хотя бц одно
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в

t

а

|оОоОцевное решенпе.

Iýсть en*0 (tЪа\€r>o. для всякого л , оqевидво, сJпцеству-

п{ч('\rПr},|''r""J , обобщевво ЕлполняDщпе /2.2/ - /2.5/ ч

т8кие, что
'J*- /rI({|rtt)эгl)rТ*. /z.п/

В силу, /Z.Il/ для всякого f наftдется kл :

/z.п/

/2.I.5/

/z.LB/

/z.Tz/

. I*-€, "I(ц(kп)lr)rI++€п,
lvr{^!r" )'') l 1 €r , t=/,. ; ,., р

Очевидно' что,длЯ посJедовеТ"rr""о"п" { u{k,), , 
7

няDтся /2.z/ _ /z.5/ " I( lц(kп), 
|, 

J.)=l* . 
l

fuделиrr средш обобценшrх решевий класс стацt{оЕерЕцх обобщенншх.

решениfi { 
U"'= u l, _! 

х'"= 
^ J 

. Условицся cтatlиoнaptпre обобценнше

решевия обоаначать черев (, Х , гдеЦ, Х есть общлй члеЕ ста-
ционарнцх обобщевшrх последовате4ьностеfi. очевшдяо, что при атош

!(U) не аевисит от того, как поЕишать Ц _ как классическое ил}t

как обобщенное рёшение. 3десь ,цш оградичицся получеrtldеш с поцоцlDD

riетода штрефнrrх функциft необходиlдлх условиfi ОптшlrальЕостId в форше
принципа 

""K""rryu.[2] м, обобщевЕlх стациоЕарЕцх решений. Иrптши

словаши,, будут по.ýrчеЕI необходшдrе условпя оптиllальЕости дJIя.ре_
щения вадачп /Z.l/ - /Z.5/, являDщегося Taкre реIIеЕиец ш в обобщен_
Holi сlБIсле.

Пуgть щ*, Х* -, обобценное .,/естествевво, .одЕовреraенно и влес_
сическое,/ реIцеЕие sадачI /Z,.J/ - /Z.5/. Очсвшдно, ,чтоU| Х* есть
таюrе обобщеЕное репtенпе sадачш /2.2/ - /Z.5/, /z,I4/,|

f,,*
Ъ}(u) =I@),9)Еr",- ui Gtf * . /2.t4/

есть при 9тоц реtпепхе так HaшrBaerrol расцеплеЕЕоl аадасш

/z.lB/

/2.19/

t

)р rч) 7 Фо Ur) - 9 U, (Т) = mах i

{о(ц, t) = ll ч- u*(t)ll2 ;
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0боввачшц

Фrtч) = 9g (Ur,. . . о 9о ), f=.0...,p;

# =i, п'!,(g,ч')= Ft(g,ч), 0з t <т,

yrh) 
= to,|i1, '=0'..-'П+!;

,
/z.zo/

/z.2I/

/z.zz/
/z,za/

/z.24/

/z.25/

/2.26/

/z,zB/

/z.z9/

/z.Ф/

, прIqец, в cl4lr
удометворяDт

f

v(t)eV, V огрsЕичево и за}tкlтуто;

V = |u', 
ný , s= 0,. . . , fl*/: цý€L),О<аg< l,

Фr(!r)=Q, !=l,.,.,p.
Составиш ф5rнкчиона.ir штрафов ;

Jg*(ч) = )j(v) ;Е Ф!{ч,l ,6>,0 .

3адеча. /z.zl/ - /2.26/ шtеет влассическос фшенпе при Bcexf>Ora>.O
. в силу реsультетов реОотш[3lг rr"по, /2.6/, /2.ZZ/, /Z.ZЭ7 и лег-
ко проверяецого утвер8девпя о Tor, что в расцеплеЕноfi вадаче рес-

'иреЕное 
rrвotecтBo достrлш.ос rп Q( t, !) = l 

r rJ у е Ц Z*= F(g,v,l )}пrпукло

при всех try, F|(Fo,...rFn) . ОбовнечшI qереэ Плi, yn\ реше-

Епе sадачш ti,zlt - /z.z'/. в сшлу /2.26/, /2.2Z/, /z.2g/

U€Y, Y ограЕпчево /2.2?/
ив /2.2З/, /2.z?/.следует, что rlвolecrro М вёех функпиft %!
(9,,0,d,,0)

,|,
п+J

-,3Ld=
ýl0

}

является равЕостепенЕо ЕепрерЕrвццra ш ограЕшченнцI.

JЁ =,r21?,r.rJ,n* tu) ,

JX = SbbP JpN) .
.J' e2l)-(?,z5) -Лецца 4.

,;'- Jj*= J**= 7 
*

докааательство лецIц 4 авалогrчво доrаsательству лешл I. На-
до тольrо прш этоr. у.qесть, что в IsяIloI сJучае ограЕшIевЕость rr

ревностепеЕцая вепрер,вrость Н влечет сJЕрствовад"" {Uj_*rl ,
раввоrерЕо сходяцеftся к прелрдьЕоl фувхппr
результатов. работц [a J, сlще"r"уе, fr п

/2.2I/ - /2.2э/.
Щусть

l
1,1

}

|чllt€ = |,te Го,тl, |";i 1tlttф (il.- u+(illl\ ,l , /z.ы/

f
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е |1*е - riepa Млп,
Лемrrа 5.Дяэсехf>0
J"!*r*O, oL + ф для всех е>0 . /Z.З2/
фсть. /Z.SZ/ не цIполвяется. Тогда сJпдествJrI}тt:q6>0и dг+6l ,

п+lлl

E*i2.rt)llu1'*"(t)-ц*(t)ll2" 
е l /z.эз/

.РР*,е " б ллявсехrJ
При этоrr, о.,"""д*о, Jr!_, $|-Уеа , "Ъ"r" чего одноврешеЕное

вцполнение /2,Ю/ ппiР'= 0 " } 20 """о""оr"о.
Д"' Y;d , У!: "пi"""-"" nprronn цаксиlryr.е, KoToptft для ваде-

чи со свободнцrr правшш коЕцоri докаsцвается весьша просто ,/сш. rна-
приriер, |+| tz.

П (фФ,Ф;*(t),й (t),t)* rпarfrtuj/tl,Ф}(0,v,t ), /z.sа/

"д" = оаначает, что равеЕство вцполвяется для поqтш 
"""*te[OrTJ,

Н(Ц,ч,v, / )= [ ч,Г, k, v) * 9" D'tlu'-u*(t)l',
Sэо

/2.з5/

/z.s6/

/z.sz/

,Ф /2.s8/

/z.s9/

/2.4о/

п+f

a

Фir"tt) =- j i

Р-='-iаilrф,пj.)
Фiп"tп=(# + Ф,#) 

l u}-171, i= /,

)ofn = t f р.у, JrI*=- Фс(ф(Т У l Пп., (= /,..., р,

Rрл = t* а! Фi tч;^ crl)

0бовначиrд

>rt
зl

и переtцеrr к ЕоршированЕII сопряtеЕнцrr функцrяш

/z.4T/

9i* (t) , очевидно, удовлетворп)т ураввевшяц /Z.З?/ ш Kpaeпrr.,

условияц

q;=а; fPp*,

.l

причеra

р

9fi*0 =Е )'*# rr;^[)), i=/, ..., fl , /2.42/
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р

t

Ll =/.
(э0

2

4!n

Условие шексиlryr.а /Z.Э4/ при aтor. будет ишеть riecтo дJIя

/2.4з/

/z.44/

/2.45/

/2.45/

/z,4?/

/z.4B/

/z.49/

/z.5o/

/d,.sт/

/2.52/

/2.5з/

/2.54/

Hyn (ч, ч, v, t ) = Ё 9i Fi (у, D-Ёrfu'ш' u't)ln .

Учитцвая /z.g2/, /z.!з/ пrберешý,",+ 0(€"rgl,n -* У"*О(Р'0)
такие, что

Julr*n- ll,
,Рр. *n €г *

ф

L€"<ф.

Й*,Z Ц*,

уf,,п"з ty*,

fr _ал
ixi

t=Or...,P,
0,

иэ /2.46/, /2.4?/ ш{текает , uroF;Иujn.O,t ) nFiy(Y,uj*"r+It)
Pэf

сходятся почти всюдI соответсвеняо к

п

откуда легко сдедует:
Fi O,v*(t), t ) = lt 0, ч| ft ) ) Fiy (!, у'(il, t )=!i, 1х, ч * ( t ) ),

}

*причеш дJIя Е , как легко видеть, вцполЕено

dE,r

-=-
dt j.I

* (r'rur),i=/,.,,,fu,
р

qi(il=*)r#(xr(T)),
€=0 -[i=r,

|! (х* (t), ц)r (t), чl(t)) + kt, Н (x*/t), ?r(ts, ч1 ,
п

НO,с!,u)=ZQ;ti6,ч);
i=l

Ooplryд /Z.5O/ -'/Z.5з/ ц{раtаDт прцнцrrп r.дKcldrryrra для аадачи оп-
тиllшьного управлеЕия /Z.Z/ - /2.5/, докаэанЕцf, для решениil u*(t),
х* (t) , являDцry!хся оптишальЕlIи в обобщенноц сlшсле. t

о

Поступила в релакциD 28.4.I97I г.
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