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ý I. 0сновная акоЕоцическая шодель

Рассrrотриш шногоотраслевJrD шодель эконошики с непрерывЕIш вре_

шенеr,
п t

xlft) =Ё о,, xl G) +rlзr Pti *, 1U+ Z?п Y*(t)ьt*ч"(il -Ё
Jэf l.I

lrL

,j"t
xi(t) = Оij Xj(t) *

tt

т3rt

. 
/1.1/

х(0) =хО = (xi,.. ., х",- )r0,
у(0) = Ч'= (чi,.. . , ц: ) ,0 .

Рассчатривgется rtL отраслеfi I-го подреаделевля, проиsводя!ц,tх

средства проиаводстваrи rL отРаслей П-ГО подрааделения, продук-.
ция которцх идет.в потребленпе;.Средп fпt- отраслеfi I-го подрааде-
ления S (Slrrz)отраслеft являптся фОНЛООбрваJЕщtr.}tl их продукцлtя

ИДеТ Не ТОЛЬКО Ва ПРОСТО€ ВОСПРОИЗВОДСТВО, НО Ш На РеСПМРеНИе ИЕ-

тенсивностеfi отреслеfi аконоrrики.
3десь xj (t) - иЕтенсивность пРОиаводства пролукта 7 I-го под-

рааделения;

у, (|) - интенсивностъ проиаводст"а про.ryкта k П-го под_

ра8деленшя;

Qi; _ коэффицшеЕп[ пряriцх эатрат;

bi - коаффиuиентш пряшцll эатрат продукциt{ отрасли f
на Ероиsводство едиЕ}tцш пролукции отрасли k I

Prjr9i к _ кооффичиентц Фондоgrrкоётеfi .

предполегается, ,что Oail b;K,Pt; ,Qit>O " ,,аrр"ц.Д -lOy}T
продуктивна, т.е. наfiдется пОлошительrшft вектор С , TaKof, что
с>дс

фсть так8е ssденц некоторце состояЕия отраслеf, П-го подравде-
ления У:r.. . , g: , прцчеr. Уr*> Ц. (k=/r..., П) . Зашетиш, что
число неиавестнцк Фупкциf, в /I.1/ H,a Е прешIпает чIсло ураввениfi.
Поатоrry шоIно ввести, согласно акоЕоцическоrry сшлслу, /? ,уравне-
ниft, аависяDO{х oT, .l1 функпиfi /управлениfi/. Предполоrиц, что aтt..
уравнения Jпrе введенц. Тогда EJrrHo наfiти такие упревлевия ./Kycorr-
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о

t-

,Ео-непрерцвнше Функции от вреrrени./, при которшх отрsсли П-го под-

раэделения достигали бц, аа шшнишальное врешя состояния (Yir.,,, g:).
Рассrrатриваешая шодель предло8еЕа И.А.Ицковичем и рассмотрена

шш в случаеflL=S-rL-Z ,[аl ,. В этой aarreTкe исследуется случай

5- t , lfu, /,L проиэвольнц.

ý 2. 0дна эадача оптиllального бшстродеl'tствия

Рассrrотриш в ýý аrЗ одrу аадачу оптиrrального бшСТРОДеЙСТВИя,

К КОтОрой сводиiся случай ý=/, lrL'. /, fu> / . Имеем п+ / экоflо-
rrическ}m отрасль. Интенсивности проиаводства в этих отраслях харак-
териаJrDтся переt{еннýlди (Uо , Ur r. . . ,U^)=ч. Раавитие эконоriики эал,ает-
ся системой уравнений

ir(t) =uiftl.(f,b,y,,6tl ) r1 = о, .|,..., fu). /2.I/

3десь ц(t)= (ц.(t), iL;G),...,lLn(0) - *у"очrо-непрерывная вектор-
-функция, принимающая аЕачения в

g = {/а", Ut,...,Щпlе Ро"lшi rО,(i=0./,...,о; tЦi=f
Будеr,r лредполагать, что Ьо.Ьr<..'.< бо. t\усть ц0)'=lZЦ",
и пусть эадаtщ некоторые интенсивrrости проиэводства (Ur*r,.. ,
причеш

tL/га/ - L. biUi = ФrrО ,.r=о l 
"

О/ girцi , (i=/,2,...,п)
тогда нушно подобрать такое управление

]
, у:)
g:),

t

реводило эконо!{ику иа состояния УО на пря}ryD

f|= f {и;, ч,*,. .., ц: )е Po*'ly", Р' | .

ПредпОЛОшИli, чТО эта эадача оптиtдального бшстродействия с подвид-
НЫ!i РаВНЫll концо!i! оптиliальное решенrле им€€т.л

Т е о р е rд а I. Если Ц(t) - оптиrrшьное управление, то су-
ществJrют числа бо, d, l.,. , dп , бп., , такие что
ос) 0=6о 161 <,,.1dп <6o*.t t ГД€ dо*, - врешя опти-
шального процесса;

tL(t) , которое бш пе-

l, если tсГб;,d;.,)i
О, если tФ Ге; , dr*., ).

теорецц будет использоваться принцип. шакси-

l 0) ц;(t) =
|"
При доказательстве эт

t
оfi

lryша Понтрягина. , Построиrr докаэательство в вшде цепочки леш!r.

Л е rд rr а I. Для проиавольных Ц(i), U(t) , удовлетворяDlIих
ограниченияш аадачи, Функция

Ф,trl = - r" bi a;(t)

a
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полоаительна на Г0, о), а< ф
Деftствительно, умнохая. j -е уравненце /Z.I/ на bt и скла_

.ФIвая левые и правше части, получаеш

:о
Ф,g=-Еu;k)Ь; Йtа ,

откуда fL

Фrtl, Фо €)* r0, где )= tъirъ(-ЕuiЪ;D- ф,

Л е ш r/a 2. Гаrrильтониан
Е

нfu
при lеГО,6о*l
процесэу, а С - некоторая констлtта.

tъ

,U,&) = Е qt,(t)цift),Ф,(t)=с,0
J . Зд""J'ЦG),g(*) cooTBeTcTBJrDT опт}trrальноrýI

Д о к а а а т е л ь с т в о. ПредполоЕldш, чтоН=О r. fО. d**rJ.
Условие приЕципа шаксиrryша в этом случае'ишеет в!tд

rL

Z q, (t)vi ),Ф"G) .
iэ0н =Г Qi(Oц;О,Ф.Н= tr:y(j,o

Систеша уравпений мя q) мо8ет быть записана Taкиrr обрааош
r. Ц

фtЮ--ffi=о,
Стало быть, q - постояне* ttа [ 0, бi*,,]. Зачетиш 1 чтосро= Q
по услоЁиD трансверсальности. Ьясниrr внак Q); ( i = /r2r- -. ,lъ)_
t[усть дJrя некоторого l Q; < 0 . Иа /У, следует, что. цi (t)=0 ,

это противоречит условиD чr* , Ц,О С другоfi сторонц,

0=Н=m<QхЕi.Ф"ft), /дl/
откуда Qi =О ( L = 0,1',...,fu).
ллеrду тем а не могет тоrдественно обращаться в О ""[Or6*J.Итак, Н z 0

3аметии, что Ц(t) пр}tнt{tает анечения нв верIдшЕаJ( U'. Д"П-
ствительно, в силу условия о сТРОГОй rloнoтoнHocт}t последователь_
ности /Ь, l,.I функшия q, (t)- q*(t)(t+k) является такЕе строго
монотонной, и, следов9телDно, на Отревке LO r6n*r.,/ , исклэчая ко_
Еечное число точек, достигеется стРОГИЙ rrаксиrryш по З функцпи
чi (t) . обозначи" А; = {t'luift):lI

| Л е ш м а 3. týсть t>krt"€L" ,tr €l^у . тогда t"> t*
В самоц деле, допустиI, что t">t2. Тогда prG)>Qr(t") ,

Ф(t-) < Qr ({. ), Ео так уeKr*tK >te 
:,r"гн

1alrftd- Q2(t")=Ql"(te)- tРеftе)+ J(b.- фtrаdt <0 -

Леrrма докаэане. le
Иэ леrrrШ непос_редсТвеннО слелует, чтО L1 .свявЕО (jrQlr...rф.

Полоrиrr й= iy{,t .

Теорепа докаЬева.

/у
а

t
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Iýсть 0= (i", Ur*,,..,у:)еlЧ "Т,оЧi. 
Построиш вспоцогательное

упрашение следrDщ{ш.обраэоrr. Свачша полагаеш цr(t) * / ,до тех пор,
пока Y"(t) Ее достигнет уровня i"- . Еслш ч. ве шоrет ва ко_
Еечвое вреш достлtгнуть этого уровня, полагаеш Цо(t)=l , t> 0 ,

т.е. управление в атоц сJryчае построено.-Если re b,dl ?o(dr\=!o,
то полагеел Ul ft) = 1 ярп 61 . t З de , где 62 -такоfi llошеЕт
врешени, что Уr(е) = !r* . Если TeKofi точки @ ве наfiдется, пола-
гееч !11(t) =| , t'dа

Пptt сучествованши бg переходиrд ,к Це и т.д. lloreT проивоfiти
два сJryчая, лшбо наfiдется dаа;< Ф , текое что !|п (dпrr)= !/i,
!r поJryченное управлеЕие 8а коЕечное вреIя переводит эконошrrку в / .

лgбо получевноrry управлеЕшD соответствует бесконечшлf, процесс. В
первоr. случае, ou"и:o , 

n

а, (dп*,) = l ФGlat =Z лi= д,
е во B'ppor. сJryчае'О Qn 1d) "'rТо"о 

воsрестеет n Ц*Qп(t)=
= d ( А е+а
3десь [о=Oо- а: , Д i = Ur*- g.О (i=/,!,.,.22} НааовеI так сконстфуп_

рованцое упревIепие d -упрайениеtr, cooTBeTcBJrmIEtl| точке / .

ý Э. 0дин спецшеrьнfiй слtrrчgj1 эадечш.

Предполоrиш,,что в рассшотренной в ý 2.вадаче Ь. .О., 9О> 0,
Ь;>0, (i=l,...,П). Обозцачлtв - Ьо=а > О , ЕерепшIеч /2.1/ в вrrде

t

a

i, (t) = ut ft)Ьу. (il -
ц(t)€ U , g0)= Uоr0 .

Лецrrа 4. Мя тогочтобц 0е И* , необходrrшоцдоста-
точро, чтобш

|l

а/ аiо- k ЬrgirО

6/ Т, r. ц!
Здесg условше б./ очевшдцо, ввидl веубшванliя %(t) . Провериl

У, предполагая, что !-о >. !.О . НеобходшIость с.леДrет ша лешш I.
Достаточвость. [ýrсть

а

Ё',r(/)), /s.v

ай-ЕЬj!,'r0,
но соответствlrэщае.р'=' б - упр"*""пе.UG) не, переволtrт аа ковеч-
Еое вреrrя акоЕоцхку в состоянше / _ . Это оавачает, чтО Q"H)*

:rо, t* q , TeK*"*Ojft)>0 *"rr;r{:ift)-rаilЧ,Нr
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п\-
- Lb;al(t))= 0 .

|=t

Однако пока С4о G,l -- / 2irft)у""личивается. Отсюда следует, что
dr<ф п Lrъ{ а'.G)-Ф"r0. Прч t >dt , очевидно,

te Го,q7

!H,*IQL G),0 ,

так как ai , gj rc) . 0тсюда

Lrъ! Q.!, (D, о
t с Го,в)

Достаточность докаэаяа.
Иа полошительности Ф"(t) "п"лу"т, 

что в качестве парашетре,

характеризупщего d -управление, соответствJrющее точке У- ,}ioш-
во брать не Т, а врешя d| . Полошиrr

z= lтLохrgi, *turцi ),
'l Jзf

u rryсть 6r' - время, необходиrrое для перевода /о uв Ц' в состо-
янuе Z при упрамеЕии Uo(t)=f . тогда ф задает d - управ_
ление, переводящее эконоrrику за коЕечное врешя на Н, если

}

tа/ dr' 6r'

6/ Ф.-Фп

при z=*
при Z+t

t
lLzj,t

,1DiЧi; /э.?/

bi а,| .

Вtчшслиш врешя процесса, соответствJrDщего d - управлениD при

ваданноDr dt
/з.|/ Ф rtl

, удовлетворяDщем /Э.2/. .Введеrt в ,систеrry уравнений
вместо Ц, (t) . В качестве первого уравнения

преобраэованноfi систеrrц получиri

a

Ф,сч = (оцо rcr, Е ь;u; (D\Ф,G)
Очевидно, что

Ф* (б,) = Фоеаа' ; Ф,(а,) = Ф*рt )-
Фп(di*,i = ф-lоi).d''(6r,- atl

i-l
уZ- ЬiД;;

Иа этих соотношениlt наfiдеш ФуЕкциD Со., ( й ) и ее проиаводIrуD

, tL - алt Ф"еаС'

d,i,r(а)=r"Ё /З,Э/

Ili[огно непосредственсо доiааать , что Qi|r, bi'\ , О , еслu б, й*. .

Отсрда следует тот факт, что еслц для векоторогоQr076rа, d,!,, (Ф9>а ,

t

!
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i

-l'С;rществоваrrе йп следует иэ того, что ti{*rd'orr?) - t .Иа по-
следних зашечаниlt п пэ/З.?J нетрудно напiit.'-dt , аадаDцее оптишеiль

ное управление. l[oвeт предстевиться три случая

l. z= ц!> t Т_ ь.iцi " оi*,(D >О .

!зf о d

Тогда, очевидно , бt = 0
ln

П. Z = у,", iГ U, а,* п oj,.,10) . 0
В этоц с^учае'i'*"u""i"" U, следует полоIить корень уравнеЕия

бirr, (dt) = 0 ,б1> о
ш.z=ttЬiчi

i,t
ТОгда в качестЁе dt Hylgo вшбреть кореЕь уравнения di',(й)=Q ,
бt > Оr', так как Cbl G|+ 0)=-в

PaccrroTpnrr уравнеяие_Оi,rrlа) =0 . Проиаведя аашену Фое"С!-Х ,

поJцуч}tll уравнение впда F(Х)= 0 .,Шогно провер}tть, что F(Х)
_ вогt{утая функчия, и ее корень шоrет.бt{ть беq труда наfiден.

3аше чан ие I. До этого шошентевсеiдапредполагелось,
qТО РеССШатРИВаеr(eЯ аялача ишеЪт оптимальное решенI{е. легко.пока_
аатЬ, чтО ааДаЧа /S.V всегде иaaеет допустицое решенше. Полоrиц

! =Tq ,' "д" Т - полодiштельклil парацетр, s t € [О, tJ .Тогда.
поJryчиш следушýп) 9адачу оптишиаации:/'

2; 1cl = Т(dч; (tl(az.a- Z bizlftD ( i. 0,1,...,п)ч
trc\-0 ,zQ)=UО, ziH) =U.* ( i=f,...., tъ),

vk)сU
наfiти ПiпТ(t) .3десьz(с)= у(Тс) , y[с)=ц(Тс)
.Щля т.акого рода sадач./при наличии хотя бш одного доrгустишого ре-,
,"*"ri теореша сJпцествованця доеааане, напришеп "[Э] . Стало бrrть,

рассr.атривеешая в ý З вадача всегда ицеет.оптишальное решение.
3ашечание 2. l[озво показать, что втеореше Iусловие

bo.brz...< Ь* шоIно 8ашенить более общ{ш условиеш ЬпlЬrз...1Ьв .

ý 4. Частвgfi случай общеf, эконошическоft шодели, когда

trL--ý=/. п2/t.
Систеrrg /l.V в этоri слlrчае пршнrшеет вид:

t

a

.5

xt({ = ott |t Н + Ё,Ьr, U"(0 + р,, i (0+
Xr(O) = Х| z0, ч(О)= !О>О .

п

Z q,. у" (t)tc| /4.I/

3десь наиболее логично с эконошическоft точки 8рения Ьвести слеýrD-
щrе добавочЕIе уравнения: f.

Q,; i;F) = цi ft)(x,(t)- Qц xt(0- Г,ь,"g,(il) /4.z)
цi(t)r.0, (i= |,...,о), Ецi(t)с/ ,"
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Не ограничивея общостиl пр€дполоlхш, что

Q," Цр,, ? Qlyrl Ьп ( k= /,",, П- /) ,

Потребуеrr, чтобн для исходнцх данншх шпошялось условие

xi- алi-tь,.у;70, п.зt
Пусть ааданц велrdчшЕш (у,*.,'.-.,ч: ), И,: r Vl (i=/,2,..-,Л). Требует-
ся найти допустишое упрЙле*п e(u, (t) r. - rЦ а (ll), переводяцее эковошшку

аа rrивиrrальное Bperш в такое соетояцие, tдеуt.у|l (i,/rzr...,П),
полагая i,(t). pt,X, (t) ,i*6)=qrrUrF),LсrНl=/фft) и пааге-

пая /4.I/, /4.2/ отвосательЕо прошаводнцх, lсл с точностьD до обо-
аначениfi получиш рассшотренцуD в ý 3 веласу. Рассшотриш систе!ry

/I.I/, когде S=/; fп., п) проиэвольtпл. Предполо8иll, что
.fu*

,l- Е"il х; - T,u,, у!-r 0 .^ /х/
Тогда этот слуЙаfi сводится * 

"pl"T_'*r='ý=l 
,h2l Псключ9ни€rr ко-

rrечЕIх свяэей. Действптельно, A=tatjlz пРодУrтивна как подцатри-

ца продуктивной шатр'пцд, и, следовательво, (Е- А )-' иIеет липь ?

с

неотршцательк[е кошпонентЕ.
Тогда

1H=t Q.lgе(il(Е- Ю''Б,+ xt( Е-Д I ,lз1
где

7 rc) = 0, ft),.-. ,х,ъ(d)), Б. --(brr,r,.,b..),dr.(Q",,..,ъr)
Подставляя Elpafeниe мя7 (t) в crcтelry /l.T/ ч /tl/, по4учшш

вцрапения тппа /4.1/, /4.S/.

Поступпла в редакцl[D ЗО.4.I97I г.
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