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В работе шсслелуетсi четод дифферещиадьного спуске' которшй
явJяется непрещвшц вариавтош шгоритцов, опубликовацнrцк aвTopoll

" [ ' ] 
. ДfiDференцишьнце уравневия rдетода ввутреЕнпх, точек предла-

гаDтся Taкte для реЕеЕшя Еекоторцх IиЕицексЕш:к аадач.

ý I. Репенхе вадач оптпriального програшмироваЕия

Рассшотриrr аадеЕу квадратичного прогрвrarоrрованшя ; rrиЕиtlиэttро-
вать

аа(х)
axjЁ

dц
d+

a;i U;,.(Х) -4 ),i, J,;

dд-
dt

Вектор U 0) = 
(u lх), lt 2 (l),,,. r l/,r/ф пришеш такиш, чтобц ЕIполня-

ioqu,Ю- 
ЭLJg , j€Jr;

сЭ{

х(0) = Х, ,

* ^. drl
h*ч dt

/5/

=0, t= 1,2,

/4/

/6/

лись усдовия

tfoсть
Полоrиrr

,fu

х (t) - реIпеЕпе систеr.ш /4/ - /7/.

/7/
l
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Используя /4/, получаеу

х;(|)= xj е

t

J
х; h>6i (t)dt

.^r
l J€Jl ,

ПoKalerr, что

/в/

/lo/

dЕГхOJ 
= 

_ 

'dt FJ,
Ишееrr

s. ёЕft) dx;

h r-J Т-

r'i rtl aj *, - 
Г, ,,Bj 

rO . /9/

зл

E^j {а 6', rtl * [ бj kл-Г:*u #,
j eJ,

В сr,rлу /7/ слраэедлttвость рввенства /9/ уставо&rена.
Итак, еслп ве*rор х' Ее является решевиеш в /|/-/3/ п

Х;(0)>0 прч j€J,,
то в _силу /S/-/9/ Фvвкчия 9/х) строго убшвает вдол
х (t)

týсть х' -такея вЕутренЕяя точка *o"""n"" Х

ь траектории

Предполагается Taкre, что Х'
/з/.

, чтоg(Х)zф7,
не совпадает с решениеш эадачп /I,/-

Т е о р е ш а I. Если вшполнено условше /IO/, то
I/ существует такое t' 1 что

g|xrt')J, g$') i
2/ еслu tHoIecTB9 решениfi sадачи /I/-/S/ ве пусто ti бго раз=

мерность HejaBHa нудD, то Х(0* Х* , где Х* - внутровняя точка
riнorecтBa Х

Д о.к а а а т е л ь с т в о. В сиJry опрвделецпя BBKTopaX'Hafi_



0 непрерцвнцх аналогах rrетоде внутренних точек бI

о

'Неравенстsо /|2/ противоречит Tolry, что функцияlравноя

Z,htli+ x|i lx; ) + tE,Or- rjlo,

ограяичева 
"л 

Ео и приниraеет свое наишеныцее 9наченпе в точке Х'.
В силу утверццеЕия, докааанного вшпеrполучич, что

!(xit),X)*0. _ /т4/
Пусть i -_внутренцяяJоqка ,,"о"""r"" Х . Будеч говорить,

что иЕдекс l'J, , если 1rе J l yl 7;r 0 . ив /l4/ следует,
чiго

Х1 (t)*0 при je Jr\rr. /$/
Полоrиц

Z(t)= En,-nJ)/xlft)- ДxiftX{-T; ) , /rc/

тде у€
Ичееrr

х
t

1

tL
:-Г а ЕГх HJ

(Ti - ji) .
jFt axJ

В си.lу того, что нrrryruшй квадратичЕIft функчионел 9(Х) в Kat-,
доft точке отре,ака, соединяDщего BeKTopr Х u а равен 9(Х ) ,

то, испольеуя /I?/, полУчаеш: qункчпя 7({) тоtдествеЕно ревца
ну.ш. Тогда

rj

Z(t) = Z,(xi - li /^j * Б:, (?j -ij ).

Покаlеч, что траекторr.rя Х /*) ограяшчена и каlдея ее предель_
НаЯ ТОчКа np" t- "О является внутревнеft в Х . Еслш предподо_
Iить противпое, то cJдecTByeT такая последовательность,Iоrrентов
te * tэ , что шolнo вцделить три следIDщ.tх rrвotecтBa вначенЙf,
шнлекса 7 , ив которшх по краfiней шере одЕо Ее rryсто:

lCJi 1€слп 1е3, ч xift)*O i
' , нd|jeJ,* 1ослr.r j€а ч X;(t)-B i

' 
rJr* ,, если je t" ц |хj(t)|)ф^ о

.Щ,окаrеrr сначаJrа, оrо,.rorec,эо lr'U.Jr- rLусто. .Щвftствштельно,
если предполоtt{ть противное, то в сплу /I4/ цаfiдется BeKTopfrc. Х
TaKofi, что при jal" Тr.7;. , а прrl jrJr* g-j > ii, когда.
Х({)*а " ii .-Xj , ко"да Xft)*-- -nr. То"д" z(t)-oa ,

что противоречит /lS/., Теперь убедшшсяr.что JI- rrycTo. Если
ато не.так, то в силу /I4/ ч определения uнotecтBs Хr- rrоrЕо
построить посдедовательность векторов l У'J тgQrD, что

/ 17/

/ 18/



c|z И.И.!uкпн

I.ч €^ ;

Z,Uj'*- прц j€Z-;
.3, Ur| = g. прп je|l Хrф .l где Ч.t, ямяется предельноfi

точкой пЪследоЪательности l х; (tzI l
Подставляя в /16/ !' BrrecTo 7 , получаеш

z(i,) =E/ii- gi)/хi Gc)+ El;p ч;)/хi G)+[.xift)fu;1).

Так как функция Z (t) постоянна, """"" 
l

z(tf =Е !' - ч,\ /ч, - Е fu, -т,) ц; .
jeJ1|1,- jстz

С другоfi стороЕы, uв /I8/ видно, что при достаточно болывrх
L

!;
( j € 1r- ) uo*ro полlrчц,1,5 величину a(t) , riеньщrD лпбого
наперед эяланного1 числа.

Докаrеrr, нак.онёцl. чiо рещени" X(t) сходится при * * ф
Гf,усть Х* ч х** - две предельнце точки траектории Х (*) . Поло-

шиш

z(t)=E,,6i- xj')lx;k) -Ец ЮOiL xrf ).

ts силу того, что Z(l)=COrcSt , получltш

E,'rr - r,r')/ xj* * Е ri (rl-- r; ) =

a

Илп

=r
l с7,

Z
j ri,

rjeJ"
(ri*- л; ) i-.*) 

l ,.|* *xf|а(|j -

rj )'=0 ,
ll

)'-
({T iE Гr\j еlа

Теореша докавена.

ý 2. Нахоцдение седлоЕшх точек

Определиrr *o"""n""Xc Ео n Uc Ддz соответствеЕно веравеЕ-
стваши Х;>,0,jс.Иiцi>,0, ieJ .Ilаpy векторов lT,aJ oro"u
наашвать седловой тоqкоl фнкцllи Q(Х,ц) ""Л xU , если sIпол-
няDтся неравенства

9F,,*) < vF,Е) < 9(,П) /ý/
для Х €Х ,ц cU

Рессrrотриr систеrry диdФеренцшsльнцх уревнениfi :



[ н9пРрцвнш:к аналогех цетода вцутреmrих точек бз

a

Т,е о ре ша 2. Щустьдвяr,тJ непрершвнодиФФеренцируешая

функция 9(Х, Ц) вшrryкла по Х ,для каIдого LL 9 вогrryта отно-
сительно Ц для каадого Х . Есди ХО u ЦО gвляэтся Bt{yTpeH-

ни!ш точкаllи соответ"r""""о "Х " 
U l то

9В,ц(О)-9В(O,а)-0, /2I/.

"ле [х() , ц (t) } - п"**е сlrстешI /2О/, ll.,a} - седJIовая точ-
ка ф}вкцчи 9(Х', 'l) ,. Х ^U

Д о к а э а т е л ь с т в о. Привадлеаность функчиlt 9, клессу
С2 гарант}rрует едицствеццость решеЕия,спстеш! дифференцш9Jtьнцх

#=-ryr?-:il , jeJ,, #= W,jrJ,i
#' = u, #., ёеJ, ;.# = #,.iё J, ;

д(о)=хО, x'cXi Ц(О)=ЦО, ц"еU.

!0,*1=Еrry - ii€zxj )+ i Е,

-Efu,- Е, hu,) - tEfu,-i,)'.

с

/2о/

/22/

(хj-F;)2+

Ишееrr

.п
{=LП;-х;)

пiп mаххч

ё9(х, u
0rj

iEf ,:: l
ZZ Ui a;i Х1

В силу того, что фувrция 9(Х, n) ЕIпукло-вогнута, еправедJIиво
неравеЕство

itr(]. цфJ, фВ,ц(il)- 9во,а). /2э/
Так как бувкЙия {{XrU.1 ограничеве, то, испольэуя неравенства
/I9/ п /2Э/, поJryчаец:

tirc Гу6. utt D- 96ft), n )J = 0,
iэа

что и требовалось.
Рассrrотршш вадачу: наfiти

EL tl

/z4/L

при условIЕа:
m

Z ц; =l, цi >,О, i = f,2... . , п i
iз l

/25/

I
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е
Lri.|, Xj r.0, j = 1,2,..., lL
).l

Приведеrr следпOцýrD сшстеlry дифференцшальнцх уравнениfi :

/26/
}

d,|'= u; (- v 1u,л+ fdt ' .,,,

dx; xi 0 k, rl-Ea;j ц,) , j = t,2 ,

lаa

JtLlL ,fti /2?/

цlо) = tlo , х(0)= х0,

где

Иа ранее опубликованнцх градиентншк процессов определения сед-
довшх точек вшпукло_вогнутшх функциf, отметиш шетод дифференциаль-
Е{х уравнений, принадлепадрrй Брqуну и фон Неitшану ./сш. , |Z] t "шетод Эрроу-tУрв"ч" [ З]

Поступила в редакцtш 27.5.I97I г.
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a;jxj),i=|,2, ,tf,i

^э
ч(ч,х)=) Luraijxj,iBr i.l

вектор,ш 4О п ХО удовлетворяDт соответственно усдовияrl /25/ п

/26/. :
Пусть l0 ,Х } - *о"""тво решений вадачи /24/-/26/. С поrсощьр

расс],тдениft , аналогичtlцх теш, которце пришевядись при дqrааатель-
стве теореlшл ?, испольэуя своftства оптишальнt{х стратегий ша:тричlоlх

игр, шошно покааать, что ишеет шесто следrDщая .

ь

l Т е о р е м а 3. Если Ц:> 0 при i=/,2,...,m,x! > 0
Inp" j =/,?,,.., п , то ц(t)* !' _,Ift)* Х| ,где lц(i), x({l -
| п"r9qgr"_"истеt{ш /zz/ , lu*, Х'| е lU, Х | . B"n". р""rr"рrо"rь }r'oaec'_

l::-tУ',}/я"] 
РеВНа НУлD, то точка lu', x,l яшяется внутрен-

l,


