


где 01'̂ 7̂*<Я ск^^о, т^*т2*^ - Ч И С Л О ненулевых диагоналей матри
цы, ^ ^ 

Система ( 1 . 1 ) - ( 1 , 3 ) дополняется, сверху тождествами, левые 
части которых равны левым частям уравнений ( 1 . 1 ) щъ 1-т^,...,-и 
а для правых частей сохраняется стандартное обозначение .Эти 
тождества и уравнения ( 1 . 1 ) и ( 1 . 2 ) образуют систему о нижней 
треугольной матрицей, решение которой можно выписать через п р а 
вые ч а с т и , содержащие параметры с<^ -0,...,^^-/) . П о д с т а в 
ляя решение в уравнения ( 1 . 3 ) , получаем систему игт^ уравне -
В И Й для определения параметров. 

Такую процедуру проще в с е г о проделать методом производя -
щих функций. С этой целью снизу к системе тоже добавляются т о ж 
д е с т в а , так что на каядой диагонали матрицн дополненной с и с т е 
мы оказывается поА^*^ одинаковому элементу. 

Пусть г - параметр. Если умножить каждое ив равенств до -
полненной системы на г'^''^^ (с^-т^,...,/^/-^т^) и сложить и х , т о 
получается соотновение 

Тсгг) = л с г - ; . 

где 

Тс^) = 1 ^с^)-2ы,1"'^-\) 

Здесь Т(7:), /Иг) и ВС?:) - производящие функции конечных п о с л е 
довательностей { ] , { < ^ г } и {'^)> } • Из ( 1 4 ) с л е д у е т , что 
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г . ^ . ^ А т . , ^ ( 1 . 6 ) 

я задача сводятся к делению двух полиномов. 
Это удобно оеущеетвнхь следующим о б р а з о м . Поливом й(^) 

разлагается яа нвояителв 

( 1 . 7 ) 

где &/фо - е г о корни, вещественные или комплексные, Предпо -
ложян, что оредн янх нет кратвнх . Тогда разлояевне /^'''сгг) ва 
вростые дробя имеет в и д ; 

В случае кратных корвей э т о выражевве будет содержать внсняе 
степввн бжло1ал~1-/-л^^)'^ , в остальном же порядок вычислеяяй 
не меняатоя. 

Так как имеет место разюжвние 

г д е ^г^л/,^с'г:)=р'/*^\^;'')-^'^''^ - остаточный член в форме Л а г -

ранжа, т о 

; ^ - Д « , . П Л - ( 1 . 8 ) 

Из ( 1 . 6 ) с л е д у е т , ч т о 

Тег:) ~ I , (. 2. г-а 6^^ ^ ^ г ^ ) . 

Г 1 . 9 ) 
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Заменяя и я д а к в ^ ва г=>^«>''/>?2 я учитывая, что оврава должея 
о т о я т ь пояином отевевн ве внне ы , повучаен 

Отсвда , в з м в я я порядок суммнрованвя, имеем 

Наконец, приравнивая коеффвщгевты вря степенях гг слева в 
оправа , ваходнн 

•С-ГП. 'г 
4 = 2 ^^.^.^6^ сс -0,...,А/). (1.11) 

Этн формулы дают представлеяве ренения система черев не -
иввествне с & = Оу.^т^-^) , которые находятся яа ураввенвй 
( 1 . 3 ) после подстановка в ввх выраюний ( 1 . 1 1 ) . 

Чаете векото1шв на ураввенвй оистены ( 1 . 1 ) - ( 1 . 3 ) ввеют 
нестандартвый в в д . В э т в х случаях приходится прибегать к а е д а -
фякацвяв в е т о д а . Основной прнея с о с т о и т в приведевви ураввевай 
к етавдартноау виду аа счет добавлевня члевов с венавествыан в 
левые и правые часта ураввевай. .Сятуацяи, когда неотандартнааи 
являются граначнне ураввевня ( 1 . 1 ) в ( 1 . 3 ) , б у д у т продемоястра-
ровава на приаерах е о епгайн-фунвцняаа. Несколько слоянее о б -
стоит д е л о , если воаауцеввя ааевтся в ураввевиях ( 1 . 2 ) . Теа не 
аенее во в с е х случаях задача с в е д е т с я к вахождевав корвей во 
лавона А(^) а реаению оистены ураввевай с чиолон яенавесхвых, 
раввым часяу паранетров , в о н е щ и х в правые части верхвах т о х -
д е о т в а ураввевай ( 1 . 1 ) - ( 1 . 2 ) . 

2 . Яввое представление 
интерполяционных кубических сплайнов 

Расснатривается кубический сплайн дефекта I ва отреаке 
{_(х,б\ц равноотстоящими точками разделав: а : ^ ( . 1 = 0 , 

где по Д = 0 , 1 , 2 , 3 б е р е т с я тензорная сумма. Пусть сплайн прини
мает в узлах заданные значения, то е с т ь а^*^-'=/'^ , я ,кроме 
т о г о , н а концах удовлетворяет граничным условнян типов I или П, 
налагаемым на производвые: В^^'^сх^)'//'^с 1=0,/\/; р=1' иди 2 с о 
о т в е т с т в е н н о ) , ала ве является периодическим с пераодоа 

7словая непрерыввосхи функции и второй производной дают 
соотновевия: . 

ЗЬ ^с-0,...,ЫЧ). { 2 . . 3 ) 

Условвя непрерыввоотя первой пронаводной я граничные условия 
выражаются систеной : 

сН) ., со СС-0 . . . . . 
'^а^^а^ " С , Сс= •/,...,N4), ( 2 . 5 ) 

(В перюдическом случае привито Ь =а;у^/ ) . 
Этв уравнения предс^^ляют собой систему вида ( ! . ! ) - ( 1 . 3 ) 

прв/т7^ =т2^ с нестандартными граничными ураввевнямн. 
Очевадво, в формуле ( 1 . 6 ) в данном случае 
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К о р в ! ЭТОГО воливоиа с у т » аг-4'-2- V? , а в о -

вффвциенп р а в в о ю н в я й"'с'г:) ва вростые д р о б я — / / - ^ ^ С л ^ - З г У ^ 

/ ' 2 — 3 2 ^ 5 / - ^ г ^ ' ^ • Ввввчинн ( 1 . 9 ) будут 

Введен обовваяенвс 

5 , - . ; - ^ / . ( 2 . 8 ) 

т о гда реяевве свстенн ( 2 . 4 ) 4 ? . б ) нояно в р в д о т а п т ь в вндв 

( 1 . 1 1 ) : 

4 ' - { - 2 ^^.,6, ( с . О , . . . , А / ) . ( 2 . 9 ) 

Входящие в ( 2 . 9 ) вравке часта уравяеяав ( 2 . 5 ) с у т ь &^ = с^^ 

6ч 

г д е 

а велачввн 6.^, 1,^ для важдого ав трех танов сплайвов будут 
разявчныаа. 

Т в в I характераауетоя вначеяяяаа < У г ' ' ' / З у ' 1 ^ О ' " ^ А / ' ' 

Слева в еорава в ( 2 . 4 ) ярвбавяв по 2л^°^ .Тогда ^а^с^^га^К 
Дополнятельвое тоядеетво должно битв а^°'=а'°^ ' ё../ . Тогд^ 
форнулы ( 2 , 9 ) нохно конкретнанровать еледувщнм обрааон : 

' ^ ^ ' ^ ^ ^ [ С ^ б . Л ^ ^ Р ^ Г ^ ^ ? , - . ^ , , ] а=0....,Ы). ( 2 . 1 2 ) 

Велнчива^^'^^ определяетоя яа ( 2 . 6 ) с нспольаоваваеа о ч » -
вадвего тождества 

^ = ^ ( 2 . В ) 
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в виде 

(г.14) 

Т и п П характеризуется значениями -/8^-о^^ =/Зд, -

.̂ = у . " ^ ( 2 . 1 5 ) 

В данном случае уравнение ( 2 . 4 ) удобно исвользоватв яа н е -
э т о г о 
Тогда 

с т е тождества , положив " . Наоборот , яа несто э т о г о 
уравнения поставим тождество Час^°^* а^['- йс^^а'^^ ~ Ь^, , 
( 2 , 9 ) дает ренение 

'''^^'г\''^1-11* ^С^-'г*"^ ^1-^'^^ и-0,...,Ы). ( 2 . 1 6 ) 

Из ( 2 . 6 ) и ( 2 . 1 3 ) с л е д у е т , что 

(О 1 

1?--/ 2 ] ( 2 . 1 7 ) 

П е р и о д и ч е с к и й с л у ч а й . 
Здесь о^^=^^=л^= |- , и после умножения яа 2 у р а в н е 

ния ( 2 . 4 ) я ( 2 . 6 ) по структуре не отличаются о т ( 2 , 5 ) . В их 
правых частях с т о я т , т е п е р ь выражения ( 2 . 1 0 ) при - и '̂ = л / , 

Перенесем в ( 2 . 4 ) а^'^-'в правую ч а с т ь , обозначив 6а'<-д-а^^1 
в добавим тождество я^/^ = а:^/^= ^.^ . Тогда ( 2 . 9 ) принимает 
в и д : 

а ^сч'^Т- 5 . с 6-0,...,иЧ) ( 2 . 1 8 ) 

(О) / V ) 
« 2 И ^находятся нз последнего уравнения ( 2 . 5 ) я уравнения 

( 2 . 6 ) о учетом тождеств ( 2 . 1 3 ) я 

в виде 

2 СX^^.^^^^)С^ 2 с§у. , .Чу. / )^р 

( 2 . 1 9 ) 

( 2 . 2 0 ) 

9 



Внраюняя коэфф«вдвнк)в « / ' - ^ - ^ ^ и а - ^ V) вместе в 
формуланв ( 2 , 2 ) я ( 2 . 3 ) давх яввое вредотавлевве кубячесвоге 
овлайва ( 2 . 1 ) через аяачояяя фуякцвя в у и а х ов^ в ввачевия в о р - | 
вых вля вторых вроивводных ва ковцах . Из форцул ( 2 . 1 2 ) , ( 2 Л 4 ) , | 
с о о т в е т е т в е в в о я з ( 2 . 1 6 ) , ( 2 . 1 7 ) вля ( 2 . 1 8 ) , ( 2 . 2 0 ) мохво-вн - ^ 
в е с т в вырахеввя для 2а^'\е в [ I , § 2 . 4 ] . 

3 . Свойства фунданеятальянх сплайвов 

Задаче яятерполяроваяяя, раесмотреяяой в в . 2 , с о о т в е т с т в у 
ют фундамеятальвне опхайвв 1/-*(х) {к,о,...,И) 4 0-°(а), 1ГрС<х) 
{ р = 1 ВЛЯ 2 ) , образуздяе базяо для в о е х вубячвокях сплайвов 
т о г о вля а в о г о тапа яа сетке Л [ 1 , § 2 . 7 ] . Оян 8<адавтоя у е л о в я я -
н я : 

(.к.с-О Л/), 
( 3 . 1 ) 

( 3 . 2 ) 

В веряодячеокоа случае ааевт саысл только фувквкв гг^{х) 

Любой хубвческай свлайв вырахаетея через фуядаавитальвнв 
фораулой: 

5 с * ) - 5 ^ гг'^сх) / З ^ ^ V / с а : ) * Ь^^'^^(х), ( 3 . 3 ) 

г д е во андексах к =0,...,А/ б е р е т с я теязоряая о у а ш . 
Прв взученвв с в о й с т в фувдааевтальвнх свлайвов т)'\х^ до -

отаточво раесаотреть левые ветва ^я; ^гг^} , так как в салу 
едааетвеяяостн определеная оялайва уеловвяня ( 3 . 1 ) а ( 3 . 2 ) в о » -
ао аеяять нуаерацяв узлов (вавравлевяе с е в се ) о братвун . 

Начвеа нзучеяяе во вторах вровзводвнх 2а^^^ ( 2 . 9 ) . б о г -
ласно формуле ( 2 . 1 0 ) для сплайна -(г^сх) только тра хвавввввтв 

отлачвн о т а у л я , а явеяяо : 
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Воэтоау в фб1здуаах ( 2 . 1 2 ) , ( 2 . 1 6 ) а ( 2 . 1 8 ) , отвечающах трва т в -
ваа свлайвов , оуаны для к-/ рвввн аула . 

Обозвачва 

В аоодедуеа возаохяые . случая . 
Т а в I . 18 ( 2 . 1 2 ) а ( 2 . 8 ) , у ч я ш в а я , что $^ * 6^"' ^ * 

волучяа 

так как < , ТО ^ , я , следовательно , проавходат черв -

довавве з н а к о в у с1==к-^,....0) . Следоватвльво,авдулл 1/2»̂  I 

уйшают с.рвс5гоа б«С... . , /«г-г: I | - | - , | 7 , првблв -

хаясь к [ 5 / 1 = 2 - 1 ^ в 0 ,268 оврава . Следовательно ,водула|<з:2'| 

убивают о т точек о:^.^ а я;̂ ^^^ влево а вправо (&1етрвв,чвм 1 « о -
аетрачеовая прогрвсоаа о о звааввателеа 1 / 2 . 

Из ( 2 . 1 3 ) , ( 2 . 1 4 ) а ( 3 . 4 ) ахвва 

В о л в д е т п е т о г о , что 

( 3 . 7 ) 

чй б(^па'^^ - А э т о з в а ч в т , по праввду чередова -
вая вааков , что б^^п л/'*^"^^-«к^л / , Поскольку нра аваенеяяя 
ваправлеввя оси ее на обратное вторая нроязводвая знака не а е -
я я в т , т о а^2'*^^бс^/ . Но тогда аохяо вока8ать,чтоа2*^« :й 
Двйстввтвльво , так как вторая нроязводвая сплайна яа кахдоа о т 
резке [ д ; ^ . х^^^ ] е о т ь лввейвая фувкцяя, т о неравеветво а'^^^ О 

I I 



означало бы, что она неотрицательна на [/^мч^'^кн ] • Отсюда 
первая производная должна Оатъ вояотояно возрастаюцей ва 

[.^'к.^,X|^н 1 . Поскольку функция 1г''(х) н а [ а : ^ . ^ , ж ^ ] п о л у 
чает положительное приращение, т о , по крайней н е р в , в окрест -
вести точки х(. первая производная бохьяе нуля. !№гда функция 
должна в о з р а с т а т ь и на \_х'^,х^^^ ] , в т о время как она п о л у 
чает здесь отрицательное при1М91щение. Полученное противоречие и 
доказывает утверждение. 

Для фундаментальных сплайнов хг°сх) и с/-^сх) , о тве -
чающих граничным условиям, отличны от нуля с^=-5/^ жшс^-з/ь. 
Закономерности в изменении ос'^^'^ такие же, как и для функций 
о-'^(х) , имеющих отличные о т нуля значения ОСУО В точкахЖ^-Л 
или х^-^^ , с о о т в е т с т в е н н о . 

Т и п П . Из ( 2 . 1 6 ) и ( 2 . 8 ) с л е д у е т , что 

7с = 5 , 4 ^ (с'0....,к-2). ( 3 . 8 ) 

Отсюда, как и для типа I , <0 , но только теперь | ' 7 ^ | 
растет с ростом 6 : I 7 ^ 1 - ^ , I 7 / 1 = - ^ » - . приближаясь к|5у|сле 
в а . 

Из ( 2 . 1 7 ) имеем 

И в соотвех«г1.1111 с {Ъ,1) лгдпа^'" лс^п с - / ; * . Отсюда снова 
а\^"">р , а'^^*^^ ж а^^'' < О . Закономерность в взмеяе -

В И И ос^2^ у фундаментальных сплайнов г ^ / с « ; и.с^'^аг) такая же. 
П е р и о д и ч е с к и й с л у ч а й . Из ( 2 . 1 8 ) еле -

д у е т , что 

^. а^'^-с- ос^^' СС-0,...,к-2). ( 3 . 9 ) 

На основавни ( 2 . 1 3 ) , ( 2 . 2 0 ) и ( 3 . 4 ) находим, что 

„ = . ( 3 . 1 0 ) 
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так как в периодическом случае в се фундаментальные сплай
ны одинаковы и получаются один я з другого сдввгом по оси х ва 
наг А , т о достаточво рассматрввать какой-лвбо одвв в в нвх . 

а ) Пусть Л / - н е ч е т н о е ч и с л о . В о з ь м е м / ( г - с / V # / V 2 . Тогда 
из ( 2 . 1 3 ) и ( 3 . 1 0 ) , заменяя V яа 2к-/ ,находим 7 ^ - - 2 , а нв 
( 3 . 9 ) 

Это выражение совпадает с для типа I ( 3 . 6 ) . Наинеяьнее 
звачеяне | а.^^{ \я при . Согласно ( 2 . 8 ) , ( 2 . 1 3 ) , 
( 2 . 2 0 ) н ( 3 . 4 ) 

и в силу формул ( 3 . 7 ) -цпп сх!2^ = лсоп с-п''** . Отсюда снова 
а^'-''>0, а / ^ П ^ 7^^ '̂.^ . 

б ) Пусть Ы - четвое ч и с л о . Положим к = N/2 . Тогда нз 
( 2 . 1 3 ) и ( 3 . 1 0 ) определяется 7 ^ = а из ( 5 . 9 ) 

7с = = ^/ " 0,...,к-г). ( 3 . 1 2 ) 

Как и в-предыдущих случаях , 7 -̂ <0, \ растут с ростом ^ -

| 7 в И ^ ' 1 ? / \ • . приближаясь к И Л . Наименьшее зна

чение |а:"^ I д о стигается при б ' - ^ и ̂ - л / . 

Здесь ^к*^ - м н и м о е ч и с л о , и потому л1^п а^°^ -

= Щпа^-а^пН)''*^. Следовательно, как я ранее , > , 

Итак,установлено 
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в и д е т ь , что на промежутке Са?^..^,*^,^ ] тоже существует только 
один экстремум (максимум). 

Из ( 3 . 1 6 ) с л е д у е т , что значения функции Р^сх-х^) в с о 
ответственных точках г =д : -а :^ убывают по модулю с уменьшением 
номера о вместе с коэффициентами а."^ и а^" .Отношение •зна
чений на соседних интервалах меньше тах С| 1 , | 7^ |) . 

СВОЙСТВО 3 . Ф у н д а м е н т а л ь н ы й с п л а й н 
п о д ч и н я е т с я п р а в и л а м : 

а ) с^''(х)>й н а (х^.^,х^,^) ; 

в ) з н а ч е н и я сз.) \ б ы, в а ю т о ч1=к--/ 
ж •о = к * 1' к к о н ц а м о т р е з к а б ы с т р е е , 
ч е м тлх(\ | / ^ ^ ) . 

Свойства ^ндаментальных сплайнов иллюстрируется рисунком, 
где изображен .сплайн типа I . 

Некоторые из отмеченных свойств для фундаментальных сплай
нов типа I с неравноотстоящими узлами были установлены в р а б о 
те [ 7 ] . В ч а с т н о с т и , было замечено правило чередования знаков 
у величин а.'/^ и а'^' и установлен закон убывания их модулей 
к концам отрезка в отношениях I 1^ ^ , I 1-*2 • ^ р а с 
смотренном здесь случае отношения ^ с вычисляются т о ч н о • 
Свойства фундаментальных сплайнов яа всей вещественной оси с 
узлами в целых точках можно вывести из результатов р а б о т [ 4 ] . 
При этом в непериодическом случае отношения и 1г > т о ч н о с 
ти равны . 
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Из изучеввых с в о й с т в сплайвов следует вывод о влиянии з а 
данного интерполяционного условия только в ближайшей о к р е с т н о с 
ти е г о узла 
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