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В работах по программированию для однородных вычислительных 
систем (ОВС) [ 1 - 2 ] можно, выделить два основных взаимно дополняю­
щих подхода: 

- непосредственное написание параллельных программ на осно­
ве параллельных (р-) алгоритмов, 

- автоматическое распараллеливание программ, реализующих по­
следовательные алгоритмы. 

В настоящее врет в нашей с т р а т реализован первый подход 
[ 3 - 6 ] . Трансляторы с автоматическим распараллеливанием еще не вы­
шли из стадии разработки. Появление таких трансляторов, однако, 
не исключит первого подхода, который будет пряшеняться, как пра­
вило, для сложных задач,критичшх к качеству распараллеливания. 

Опыт математической экспяуатадии системы "Итскг-222" [ 7 -81 
показал, что написание р-программы, когда известен р-алгоритм ре­
шения задачи, аналогично написанию программы, основанной на по -
следовательном алгоритме. 

В работе содержатся описание методики 1фупноблочного распа­
раллеливания [ 2 , 8-12 ] и 1фаткий обзор алгоритмов, хоторше м01ут 
непосредственно использоваться при программировании для ОВС. 

Значительные усилия при создании р-алроритмов затрачиваются, 
как гфавило, на наховдение оптимальных р-алгоритмов,котор*е эф -
фективно используют объединеш^гю мощность Тфсцессоров и суммар­
ный объем памяти сясташ. При атсж нередко удается получить ус -
кореше счета по сравнению с одной машиной в а-е раз,где л > / , 
б - число машин. Доцолнительный выигрш (в ое. раз) достигается 
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на основе учета особенностей алгоритма и связан с решением труд-
нофориализуаои задач: изменением [13],й развертыванием циклов, 
переупаковксй массивов, использованием таблиц [ 1 4 ] и др. [ 1 5 ] . 
Вассмотреше методов оптимизации выходит за рамки данной работы. 

I . Методика крупноблочного распараллеливания 

1.1 . П о н я т и е р - а л г о р и т м а . При ропении 
задач на электронной шчислительной машине используются ойлно 
последовательные алгоритмы, условная сх&ю. которых имеет ввд: 

ВД - исходные данные, П ,̂ сс = /,2,..-,п) - працв^щт, Р - резуль­
таты. 

Последовательность, задащая порадок гшоднекия процедур, а 
так же операций вцутри них, часто произвольна. Это обьясняется 
тш, что при необходимости шполнить большие вычисления появля -
ется огромное количество операций, с которых можно было бы на -
чать работу машины. При написании такого алгоритма принимается 
произвольное решение о последовательности, в которой ц/жно вы­
полнить операции. 

Указанная возможность позволяет при решении задач на СБС 
использовать р-алгоритмы, условная схема которых представлена на 
рис. I . 

Анализ задач показал,^что на практике,как правило,использу­
ются более простые схош р-алгоритмов, представляаоще собой со -
В01огпность вдентичкых параллельных ветвей, в которых для любого 

Разработка параллельной программы для такого р-алгоритма 
сводится собственно к разработке последовательной программы гдя 
одной бетви. Возникает вопрос, как разработать сам параллельный 
алгоритм! 
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Из схеат р-ахгоритма ввдно,что должны быть 
1) поделены мваду ветвями исходные данные, 
2) разработан алгоритм ветви, содержаший процедуры ©(Ген­

ных взаимсдейстЕнй. 

1.2. Р а с п р е д е л е н и е д а н н ы х м е ж д у 
в е т в я м и .От того, как разделены массивы данных меаду вет­
вями, непосредственно зависит частота и объемы взаимодейстий 
ветвей. Для уменьшевия взаякод^ствий яредлагается опираться на 
приадип о д н о р о д н о г о распределения информации , при * 
котором : 

- равны объемы распределяе1шх частей нассжвов; 
- цгшрация распределяемых частей массивов соответствует 1ог-

нерации ветвей; 
^ - иассиш разделяются на части параллельными пряными (много­

мерные массивы - параллельными плоскостями); 
- массивы или их части дублируются одинаковым образом. 

Посколы^ отдеяьшю процедуры, множества исходных данных 
и результатов могут быть цуствми, то приведенная схема задает 
фактически любой р-алгорити. 
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П р и м е р ы . Для наглядности проанализи1:уеы ДБ!умврные 
массивы /1/,/ ; А/ ] . К ним применимы следующие основные спо -
собы однородного распределешя по ветвям: 

I ) горизонтальные полосы (ГП - распределение) 

Ветви: 
первая 

а а 
1 1 * . . . 1Ы 

%Л . • . ^г. 
вторая ^ 

• • • . 
« 

е -я 
— — — 

2) циклические горизонтальные полосы (ЦГО -

Ветви: ^11 • • • ^.М 
\л ^« 

первая 
^11 • • • ^.М 
\л ^« 

. вторая 
* ч • • • 

е -я 
*г1,1 " • • ^ гм 

первая 
, — 

< • • 

& -я 
• ' ' ®МN 

3) вертикальные полосы (Ш - распределение); 
4) циклические вертикальные полосы (ЦШ - распределение); 
5) скошенные полосы (С - рассфеделение) 

" X X 
"V, • . . . 

\ • . . 

1», 

6) горизонтальные и вертикальный полосы с дублированием 
(ГВД-распредвлвние) 

С -я Ветви: первая вторая 

^ -я .< 
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М1 

1М 

ММ 

7) горизонтальные полосы с частичным дублированием (ГПД-рао-
пределение) 

Ветви: 

первая 

вторая ^ 

ё -я 

а а . . . а . . . а 

1.3. А л г о р и т м п а р а л л е л ^ ь н о й в е т в и . 
При разработке р-алгоритма главное внимание уделяется выявлению 
циклов и распределению связанных с ним массивов. При этом исполь­
зуются две основные схемы распараллеливания. 

О д н о р о д н а я с х е м а . В последовательном алго -
ри?ме выявляются один или несколько независимых циклов, покрываю­
щих операторы с основным временен счета. Эти циклы связаны с ос­
новные массивами задачи и обычно известны пользователю. По этим 
цтжлам и проводится распараллеливание, то есть шбуфается способ 
распределения шссивов и вставляются оп^торы обменных взаимо -
действий. 
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Доя примера рассмотрш ровешю еистеш линейных уравнений 
у.=ВХ-^ в ив90Д)м посхедова1!гев1Лых приближений. Е№исяешш сво­
дятся к одедукщии форцулан: 

. Ск-О 

пока не 0удв1 достящута чуашая точность 
(к) 

- X/ 
СкЧ) 

( I ) 

(2) 

Операторная схема последовательного адго^жтна макет быть записа­
на сяедущим образом: 

Зек 
р. (к) Я 

(3) 

где оператор /?^^^ суммирует шфнне произведения в форцуле ( I ) ; 
С к 

вычисляет ^ )̂ и (С) устававик -
вают ковзд повторения циклов по ^ иЦР^с к ) повторяет цккл по 
к щл неншолнешю условия (2 ) ; Я - отаратор коща. 

Из трех циклов схаш (3) наиболее интересен для наших це­
лей с, . Он независимый (вычисления для I не зависят от 

, п ; ^^ФС^) ^ по­
крывает операторы с основным временем счета. Применим к мас­
сивам 3, X и в ГП-раогредеяение, тогда для реализации цикла 

Со каждой параллельной ветви о̂'жно выполнить по -г пов -

вычислений для ^ - 6^ » су, 1^ - 2 

течений, а затем обменяться с другими ветвями частями ввжкфа X 
нового приближения ( г - [ т ] * / п е р в ы х / т ? ветвей,где -^.^ г.--( -п 

•Т 
остаток от деяеш1я ^ на ^ 

, для в с ^ остальных 
Оператораая схема паражлеяьнсй ветви С1удвт еявдущев: 

11 1 
I е 

Р, Ф '2 к ^Ск) Я, 

1С, 

1 ^ опстатор вшсявиет обмены частями вектора X мощу вет -
вами, Рск'^ - осу^ствяявт переход к вовой лгерацп, ваш хотя 
бы в одвсА жз ветаей не выполнено усяоше ( 2 ) . Остахьвне онера -
торы те же, что м ]̂  «схеме ( 3 ) . 

Однородная схема позволяет получать р-̂ орограмнн в вцде со-> 
вовупшстн адентмчных ветвей. Поскольву одновременное вшоишние 

этих ветвей не требует обязательного хранения соответствующей 
щограммы целиком в каждой машине, то достеточно иметь лрограицу 
одн(й ветви, распределение^ по системе, и предоставлять одновре­
менно всем машинам только ту часть (сегмент), котсрая реализует­
ся в данный момент. 

К о н в е й е р н а я с х е м а . Последовательный алго -
ритм может быть распараллелен по схеме "конвейер", выполненной 
над зашейными циклами, если те допускают следующее представле -
ние: 

где оператор ^^(^) С У= •^,2,...,1) может (функционально зависеть 
только от Л^^а-к) :^1<^ , кг-0). 

Возможны две основные схшы: 
- к о н в е й е р н а я н е о д н о р о д н а я , когда 

каждая ветвь выполняет один из операторов со сдвигом во 
времени а): . 

Й),^) Й1(Ы) 

лунная схема позволяет ^фанить в кавдой машве только часть 
отераторов и соответствующих им маесжвов. Ее выгодно применять, 
когда удается добиться хоршего согласования времени выполнения 
разнородных ветвей ; • 

- к о н в е й е р н а я о д н о р о д н а я , когда ветвь 
выполняет всю последовательность операторов /1^Со) , в общем слу­
чае для нескольких С , также со сдвигом во времени: 

. . . Й^СЫ) Й^(Ю . • . Й^1.Ы) 

Л^а) 'Д^Щ . '. '. А^а) А^'и*!)'й^т '. • '. 'й^^Ш2) 
^1^^^ йг(') • • • А^И) й^аИ) Й2(М) . . . й^^и^О I 

Эта схема,так же как и просто однородная,позволяет получать 
хорошее согласование враиени шполнения ветвей, однако кавдая 
ветвь должна иметь всю последовательность операторов й^сс) и со­
ответствующие масойвы (или их части), Конвейерная однородная схе­
ма выгодна, когда все А^(с) одинаковы, то есть имеется два 
цикла: по й и у . 



Бозмсасность распараллеливания по схеме "конв^ер" эквива­
лентна возможности преобразования дщх зависимых циклов по 6 и у 
к зависимому циклу поп и независимоцу по т (рис. 2 ) . 

^ 

Л , 

/7г(/Ь 

Рис' 2 

Одно из ва2Ен̂ (ших свойств однородных схем - возможность по­
строения универсальных р-алгоритмов [ 2 ] , настраивакярхся на чис­
ло ветвей как на параметр и сохраняющих при этом ЕЫСО1^Ю эффек -
тивность. Универсальные щзограммы, построенные на основе таких 
алгоритмов, позволяют продолжать' счет при выходе некоторых машин 
из строя, обладают возможностью вщ)ьирования вра1ени решехия за­
дач, обеспечивают совместимость программшх федств при наращи -
вании числа машин в системе. 

1.4. П р о ц е д у р ы о б м е н н ы х в з а и м о -
д е й с т в и й . Все многообразие взаимодействий мевду ветвям! 
р-алгоритма может быть сведено к шести ОСНОВНЫЕ процедурам [ I I ] : 

- трансляциошшй оскен (ТО) - инфо1я«ация передается из од­
ной ветви ВО все остальные: ТО ( У , ) , где Л/ - номер пере-
дшощёй ветви, А и Л- идентификаторы передаваемого и принимаю -
щего массивов, соответственно; 

- трансляционно-циклический обмен (ТЦО) - реализует ТО в 
цикле по ветвш: ЩО { ^, В ); 
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- обмен едвшчм (ОС) - информация передается из ветш I в 
ветвь I (сдвиг по возрастанию номеров ветвей), либо в ветвь 
I - / (сдвиг по убыванию ном^ов в е т в ^ ) : ОС ( 2 /, 22 , , .3 ) , 

где О при сдшге (6 б '/ ) , 2< = / ври сдайте {I -^с - О ; 
2,11''О при цикличеонон сдвиге (/— / или /— ^ ) , иначе 2 2 = / ; 

- дифференцированный обмен (Д)) * информация передается из 
одной ветви в некоторые ввделенные: ДО (Л/, /4', 5 . л; , >••••>^к)* 
где Л/̂  , Л'з,..-. /V* - номера пртнимащих ветвей; 

- коллекторный оскен (КО) - информация соб1фавтся из всех 
ветвей в одцу ввделенную: КО ( Л/ , , 5 ) ; 

- обойцешый условный переход (ОУП) - изменяет естественный 
порядок реализации (жератсров во всех ветвях при наполнении об -
об^1енного условия: ОУП ( ^ , /̂ ) , где Т ' вдентификатор перемен­
ней, участЕ(ухщ^ в выработке обо(^енного признака. Например, ес­
ли значения Р отржцатедьны во всех ветвях, то управление пере -
дается на мет̂ ог М . Этот же оператор синхронизирует ветви. 

Большинство взаимодействий ы/ея^ ветвями приходится на п^>-
ше три про$1едури> Они эффективны при выполнении на ОВС. КО пршт 
меняется сравнительно редко и в основном для обьединения резуль­
татов перед вццачей. Потребность в ДО возникает, когда нужен 
срочнЕЛ доступ к и^рнации, находящ^ся в д^гнх машинах. КО и 
ДО менее эффективш при реализации (особенно дл^ СВС магистраль­
ного типа), поэтоког их использование желательно сводить к мини -
ЧУКУ. 

1.5. Э ф ф е к т и в н о с т ь р - а л г о р и т м.а.При 
разработке р-алгоритма выделяются две основные хрпмны увеличе -
ния числа операций ло сравнению с последовательным алгоритме»!: 

- введение процедур обменных взаимодействий; 
- появление пустых операций, связанных с простоями п^я за -

пуске (завершении) конвейерных схем и с неравншерностью распре­
деления программных блоков или числа повторений циклов между вет­
вями. 

а^ктивность р-алгоритма определяется величиной 

1сг 

I I 



где "1 - чистое время счета на ОВС, б̂ гГ - ^ м я обменов мевду 
машинами, Ьпр - враю простоев. 

Удобно (4 ) представить в ввде 

= к„..(е)/е, где ><гусп = 

Аналогично вводится 
пр 

Если условно разделить операции счета и дополнительные рас­
ходы (обмены и простои), то к^,^ — это число машиИ(занятых толь­
ко счет<Я1, а 

По зависимости 
- только обменами и щюстоями. 

к(,^ от 6 можно (удить о возможностях рас­
параллеливания алгоритма.Обычно существует две области раопарал-
леливанин: эффективная ( I ) , где « ^ ; неэффективная (2),где. 
доля к^оп резко растет и достигает при ^ = /̂̂ я наибольшей вели -
чины (рис. 3). • 

± 

( I ) (2) 

•пр 
Рис. 3 

Дальнейшее уведичение уже не уменшает времени счета. 
Дпя определения 1&чества распараллеливания алгоритмов могут 

использоваться и другие коэффициенты эффективности, например. 

или а. 
е-1 

где &ЭМ есть время 
Псаюио тл. Ь 

висимость времени выполнения 

счета на одной машине. 
пр на эффективность р-программ влияет за-

основных арифметических операций 
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от вида операвд. Объединенные в систему машины с^дут заканчивать 
работу в различное враш, даже если они выполняют одчу и чу же 
програмцу.Для того чтобы простои машин,связанные с десинхрониза-
цией, были меньше Й » дастаточно шполнения следующего условия 
[ 1 0 ] : . . 

где ^)гг^ - дисперсия продолжительности операции к -го вида; б -
число опе^шщй, время выполнения которых за̂ шIсит от операвд; Д/гг̂ -
матаватическое ожвдание г-̂  ; гг̂  - случайная величина .харанте'ри-
зущая потери на синхронизацию при выполнении команд, к -го типа; 
^ к - число операций к -го ища, ^ - общее число выполненных 

операций. 

Для кавдсй конкретной машины величины .̂ гг^ и могут быть 
заранее установлены экспериментально. 

Как показал ошт,при использовании методики распараллелива­
ния по циклам затраты на обменные операции, простои и десиюфо -
низацию машин не превышают нескольких процентов от общего обьай. 
вычислений. 

2 . Примеры параллельных алгфитмов 

На практике для многих задач часто существует несколько рав­
ноценных последовательных алгоритмов. Поэтому,как щатло, удает­
ся из них шбрать такой, который легко распараллеливается .Понажа* 
это на примерах, акцентируя внимание на способе- распределения 
массивов, типе прсцедур обменных взаимодействий и величине до­
полнительных расходов. 

2 . 1 . З а д а ч и л и н е й н о й а л г е б р ы . 
2 . 1 . 1 . У м н о ж е н и е м а т р и ц . Пусть имеются мат­

рицы больших размеров /![ /.-/У, /г А/] , 3 [ / . У ] , произведение ко­
торых необходимо вычислить на ОВС, Элементы результирующей чат-

м 

рицы с =/1хВ вычисляются по формуле с^,=2 а̂ -̂ . Введем функцию 

, вычисляющую значение [ •^ ]+1 для ветвей с относитель-
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ныни номерами, не прешшанщими остаток от дехення А/ на ^ , и 
значение [ ^- ] дяя остальных ветвей. Пусть ИВи^ С Ы) - значение 
ВЕЦЫ) в машине . 

Применим к матрице й ГП-раснределение, а к матрице В Ш -
распредеяение и,кроме того, заведем в каадой ветви рабочий массив 
ц -̂/г7аа?{л/,/Ч:г},который может содержать лвбуш строку или столбец. 

ве«|ь I 
ветвь 2 

ветвь е 

см •!0 
Л • д 

п Й П % 
П т 

3 = С 

Ошпш взаимодействие ветвей параллелыюй лфограммы. 
Сначала первая ветвь передает нервную стро!^ натрщы й для 

других ветвей.После чего все ветви параллельно вычисляют эла1вн-
ты первой строи матрицы О .Затас то же повторяется со следую-
пцош строками, содд)жа1рмися в первой вет]Ю1 .Когда первая ветвь пе-
равлет все свои строки, пересылками начинает заниматься вторая 
ветвь и т.д. до ^ . 

Рёзультирулщая матрица С получается ЕО-расгц>едалениой.Бо­
ли пересылать не строки матрицы Й , а столбцы матрицы В С 
получится ГП-распределеныой. Отсхща ввдно, что если для дальней­
шего использования подходит любое из'этих рашределоний, то луч­
ше пересылать матрицу с меньшим объшом. 

Шок-схема ветви представлена на щй. 4. 
Сценим долю времени, которое вдет на обмен мевду элшеытар-

шиш ияящиами (Ш) систбмн. П^еснлка строни изД/ элементов обео-
чивает вшолневяе в кавдсЛ "Экг-Мумножений и г(.М-1) сложений 
С -к = ОН С^)). При большом М можно полодють, что на один при­

нятый дЛ код приходится по 1Г умножений и слокеннй. Цусть ^^^-врв-
мя пч)вснлки одного кода, 6,^ ж -врем выпоянвжя оп<фвцнй 
умножения и сложения соответственно, тогда отыоиение ^>емеви об­
менных: операций к фемени "чистых вычислений" составит величшу' 

Максимальное значение сР , равное к , 0удвт вра^^е .Для 
СВС "Минск-222" оно составляет: 

ПригГ/г-8 сГ«15б. 
50 мксек [ (360 + 220) мнсек = 0,08 
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1 

1:= 1 

Ветвь а 
передает 
строцу 1 

Конец 

Нет 

Ветви с Ь ^ а 
принимают 
строку 1 

Вычисление 

1;= 1+1 

Рис. 4 

Й1С. 5 
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Крше щэмведенного расЕфедеяени» массивов подходят и дгугие, 
например, ГП-распределение для обеих матриц. Б этом случае 
столбцы матрицы В разрезаны, поэтоцу ветви поочередно пересы­
лают содержащиеся в них части очередного столбца. Как только 
столбец оказывается задублированнш,во всех машинах вычисляются 
элементы столбца ] матрицы С . Ш)ля накладных расходов анало -
гичва доле расходов в предыдущем случае. 

Обмены между Ш щм ршении рас(я<отренной задачи являются 
упорадоченными, сравнительно редкими и сводятся к двум ехааам -
трансляционной и трансляционно-циклической. 

2 . 1 . 2 . О б р а щ е н и е м а т р и ц , йюоютрим об -
ращение матрицы = ] методом пополнения. Его суть состоит 
в том, что А"^ вычисляется за ̂  шагов по рекуррентной формуле 
[ 9 , 1 6 ] : 

п (.к--/) 
_^^•к^ сч " ск}_ .ск-^)_^1_^^^±_^!^и__ .ск'О (5) 

С'/ 

где о^^ - столбец ^ матрицы, которая получается на шаге к ; 

столбец у единичной матрицы. 

На кавдом шаге, чтобы вычислить столбед ^ матрицы нового 
приближения, цужно иметь столй1ы ^ п к матрщы (к-П щжбли -
жения и строку к матрицы /? . Возможш сдающие разделения мас­
сивов по гМ: ГП-расш^еделение для матрицы {ос^^ } . Ш-распреде­
ление для матриц .На навдом-шаге к Ш, имеющая строку 
к матрицы {а^^ } и столбец к матрицы (о^*/ } ,посылает их во 
все 31. Знаменатель форцулы (5) вычисляется п^фаллельно. Каждая 

ам вычисляет часть 2 « ^ ^ ' ' ^ ^ А ' ^ ^ И пересылает результаты с ис -

пользованием трансляционно-циклическ^ схемы в другие ЭМ. Затем 
выполняются основные вычисления. 

Дополнительные расходы в этой задаче составят С2п опе­
раций обмена и (^-/ ) операций сложения (последние связаны с 
тем, что только в ( ^- / ) машинах дублируется сложение частичных 
суш при вычислении знаменателя форь^лы ( 5 ) ) . 
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прж п / г = 8 д д я ( в с кинск-ггг" « о,ср5. 
1фи ое̂ мщении матриц,как и при умноженни,используются тран­

сляционная и транеляционно-циклическая схш1 обмена. 

2 .1 .3 . Р е ш е н и е с и с т е м ы у р а в н е н и й 
м е т о д о м Г а у с с а . Метод основан на иоследовательном 
исключении неизвестных. Вассиотрин одцу из воа1ажных вычисли­
тельных сх«1 [ 1 6 ] . Цусть дана система уравнений: 

«у/ * я:̂  ^ . . . у а^^ ас^ = /-у , 
«г/ а?/ * «22 «2 ' • ••* «2/7 =/'2 » 

"/7/^/ * «-пг«2 ' • • ' °-пп^п = • 
Исключим г̂ ?/ .Для этого уравнение I делим на , а затем вы­
читаем первое уравнение из всех остальных.С^стена п^жямает ввд: 

где = • 7 = ̂ .^ • • 

Зачет искаючш , для чего с уравнениями преобразо­
ванной системы повторим предвдущую процедуру и т .д . , пока систе­
ма не станет вида: 

^=^;:. ^ 
которую вычисляем,начиная е гс^ , 

^ Процесс д е л е н и я строк на коэффициен*ы перед х ̂  
независим и не требует информации от других ЭМ*̂  .Прщесс в » -
ч к т а н и я осуществляется переаллкой чужнсй строки во все 
машины. 

Для простоты предполагается, что алемевты матрицы в нуж­
ных местах отличны от цуля. 
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Использование Ш- или Ш-рас1феделений для данного метода 
ведет к значительшм гфостоям машин после исшяення некоторого 
числа неизвестных. Простои оущественно уменьшаются применением 
ЦГП-распределения с шириной полосы, равней едиище. 

При пЦ-'Ю 

где я - время шпоянения оперщнй деаеши и вычяташ1Я,со-
ответственно. Первое слагаемое уч1стывавт простои отдельных Ш,^ 
второе - затраты на обмены. Простои Ш возникшот в освовнем из-за 
различия в числе обрабатываемых строк при исключении Х1 , 

(̂ 5нчно аа'* ^'й ) » поэтоцу ДЯЯ ^ 0,05 необхедн -
МО ^- >/ 15. 

Вторая половина задачи (непосредственное вычисление коипе -
нент вектора X ) , как и первая, требует только трансляционной 
схемы обмена, Кписаенная компонента ое^ передается всем машинак, 
кавдая из которых умнокает на нее коеффнциеягы а и пересчиты­
вает компоненты вектора Р . В результате в од »й из машин окааа^ 
вается вычисленной ^пч .Она пересылается во все машины, ум --
номается на соответствующие ои 1^^1-1 • после чего пересчитываю»-
ся кеишоненты в е к т о р а , находится и г.д. 
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лей. 
Рассмотренный метед щнменим и для вычисления определите -

2 , 1 . 4 , Р'б ш е н и е с и с т е м ы у р а в н е н и й 
м е т о д о м З е й д е л я , -По Зейдеяю, в отличие от метода 
последовательных итераций вычисленное очередное 1^ближение для 
компоненты вектора фазу же используете^ при отыскании следующей 
компоненты. 

Для уравнения ввда ЙХ^В вычисления ведутся по формуле 
[ 1 6 ] : 

6-/ 
'7 *У + 2, 

к 
« 4 ; - Л 

Для наховдения х^'- цужно иметь эшчения части компо -
нент вектора строго приближения и всех компонент нового, а так­
же соответствующие им столбцы матрицы /? , что достигается ГБ-
расвределением дяя векторов Хи 5 и Ш-распределением для мат -
рицы /? . 

Перед основными вычислениями строка' с Ц= 1,2.,...,п) матрицы 
й и компонента ^ вектора 3̂ делется на а.ц , предварительно 
пересланных в каа;20гю ЕМ. Для вычисления компоненты I вектора я:^^' 
ЕМ умножают содержащиеся в них части векторов * 1к-1) ^Ск) на 
соответст^ющие части строки матрицы й и складывают результа -
ты. Частичные румиы, получешше в кавдой манине,пересылаются в 

С1ложение частичных с̂ умм определяет .(к-О 

компоненту жГ*^ , которая замещает а?̂  
ж , содержащую 

ененту жГ*^ , 

Квэф^^щиент эффективности: &а —7^—г^г-т 

Величина д" уменйшнтся, если частичные с^шы складывать па­
раллельно. Дпя* этого система разб^ается на подсистемы по две Ш. 
При этш четные 311 нередают значение арат предиествувщ^ нечет­
ной, которая вычисляет новую частичную сумцу.-

1 = 

ЭМ1 Ш2 а^з 

1 
ЕМ4 

Л 1 

Затем система разбивается на подсисташ по 4 Ш для вычис­
ления очередных частичных сумм. 
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Ш1 ЭМ2 ЭМ5 ты 

и т .д . , пока не получится окончательная сумма. 

Общее число таких этапов равно бо^^се*^) & ,еспи 
2'' <е <2''*^ , шшяе г = 0 ) , а врага кавдого этапа - (^с*^п * ^' 
где Ь„ - время операции "настройка системы". Соответственно 

е еод^ с г* я) 

где ^ - коэф|3^иент при Ь^- учитывает среднее число проотаи -
веющих Ш. 

При ^ = 10 и пН = 20 для ОВС "Минск-222" 0 ,07. 
Зцесь щ)иведена непосредственная реализация метода Зейделя*^ 

на ОВС. Можно,однако,использовать и его модификацию [ 1 8 ] , ориен-
т1фован}ую на параллельный счет. Алгоритм р-ветви в этом случае 
состоит в следо^кщем. 

Дпя массивов й ^^В используется ГП-раотредеяение, X дуб­
лируется. Кавдая Ш начинает и применяет метод Зейделя дпя своей 
полосы, то есть по значениям Х^/^''^ первая Ш вычисляет зшче-

ние X ̂  
(к) 

, вторая - X 1 

йгаисленные компоненты Х^*^' 

6 
и т.д. ^ -я - Хп(^,^)^^. 

передаются в другие машины , и 
кавдая из них вычисляет следуицую компоненту Х^^'* . Например, 

первая Ш вычисляет х / * ' ' , а вторая - X ,используя х''.''\ 
^Ск) (к) \ск) Т ^ ' ^ 

Хп , г ^ , , • • • ,Х п . и необходимые компоненты вектот 

При таком подходе, на (. операций обмена приходится с п- •/ ) операций умножения и сложения: с''̂  . При = 10 для 

ОВС' "Минск-газ" &<. 0,01. взаимодействия мевду Ш свелись в пер­
вом алгоритме к коллекторному обмену и параллельным вычислениям 
при сложении & чисел, находящихся в разных ЭМ, во втором - к 
трансля!Шонно-циклическому обмену'. 

[ 1 7 1 
Решение системы урашений методом Зейделя-Самарского см. 
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2 ,1 ,5 , В ы ч и с л е н и я к о р н я алгебраического или 
трансцевдентного уравнения ^ (х) = 0. Требуется на интервале 
найти корень при условии т< /сх)< М; ^"сх)>0 . 

Дпя построения алгоритма параллельной ветш (рис.7) исполь­
зуется метод хорд*\я в следующем. Кривая^ = /*^*^ 
заменяется хордой Р(а)С1((,), определяется точка^1=°^*^(1у.^(а)* 
после чего проводится хорда Р(х^) (3с&) , определяется и т.д. 

Для реализации задачи на системе из & машин (.сх.Ь) разби -
вается на 6 подынтервалов, и в середине кавдого вычисляетсяСаг;. 
Это определяет подынтервал (я^, х^} длиной ^ " ^ - , сод(ержащий ко-' 
рень . Точки Ж / и « 2 - соседние; в них значения функции 
имеют разные знаки (рис. 8 ) . 

Р(.а) 

Рис. 8 

*^ Аналогичный результат получается и при использовании ме­
тода Ньшона [ 1 9 ] . 



После интервала с , ^ рассматривается интервал ссх.) Л^), 
где 

^Сх^)- ^(Х^) м 

Интервал с , 4^; разбивается на & частей, повторяется описан -
ная процедара» получается интервал ссх.^.&г'^ и т .д. , пока длина 
интервала не станет меньше заданысй величины. 

Можно видеть, что параллельный счет оправдан, когда объем 
вычислений значения /* с з2 ) намного превосходит объем нписдений 
границ интервала л^,^^ по формулам (6) . 

2 . 2 . Задачи линейного прогрвширования 

2.2 .1 . Решение общей задачи линейного нрограммирова -
ния с и м п л е к с н ы м м е т о д о м . Требуется найти 

п 
лшсп 2 С 7 л : , при следупцих ограничениях: 

: 
х^=ё, ; 

3=<2,....т ^ = /,2 / « ; 

где с^.а^^, 1>1 - неотрицательные константы,'^ <•/? . 
Не вдаваясь в тонкости алгоритма, укажет только на то, что 

основные вычисления сводятся к умножениям вектора на матрицу и 
матрицы на матрицу, что уже рассмотрено в предыдущих примерах. 
Подробнее смотри [ 2 ] , где приведен тайке р-алго|жтм решения 
т р а н с п о р т н о й задачи. 

2 .3 . Обыкновенные дифферещиальные уравнения 

2 . 3 . 1 . З а д а ч , а К о ш и. Ретение системы дифферен -
циальных уравнений : 

при начальных условиях: 

Чс^Ч>Ч1^Чг'-'Чп)=91^^1'Чг'-'Чп^ \ = / . 2 , . . . 

согласно методу рунге^утта выпояняется последовательными шагами. 
Новые значения функций на (х* -ы шаге вычисляются по следую­
щим фор^лан: 

= ^ у/ '.^//.•/' * 4/.2 Уп* 4/. п ̂  •' 

с =/,2,п ; ^= 2,«.Ч: Ь- константа, 

^%'{ск% ^2ки ^^10; ^Г'У1 * 
Нетрудно видеть, что каждая последующая форцула использует ре­
зультаты предцдущей и счет по ним на каящом шаге ведется незави^ 
симо от I . П0ЭТ01СГ для всех массивов подходит ГП-распределе­
ние. Взаимодействия между ветвями происходят один раз на все вы­
числения шага и составляют п ой1ешшх операций, что пренебре -
жимо мало по сравнению с общим объемом вычислений [ 2 ] 

2 .4 . Дифферещиальные уравнения в частных производных. 
2 . 4 , 1 . З а д а.ч а Д и р и х л е . В прямоугольнсй об­

ласти 0^x^а, О^ц* Ь требуется найти ршение уравнения 

д^и Ъ^и , 

при заданных значениях функции и на границе. 
Я в н а я р а з н о с т н а я с х е м а : 

где и^1^,<^^1^ - значения фунвдий ^ , ^ в точке (.^ .к)" разностной 
сетки, ведет к использованию для массива ГДЦ-распределе -
ния (рис.Э.Л/./У-число точек разностной сетки" соответственно по гс 
^(,= ^^.м и).Следовательно,каждой 

Ш,помимо строк полоо!,ко­
торую она обрабатывает, 
предоставляются крайние 
строки соседних полос. В 
этом случае Ш могут неза­
висимо вычислять значения 

ЭМССЧ) 

«77 "уду 
нового приближения. 

а.= Н-Ы Передача крй1ннх строк по-
Рис. 9. лос своим соседям выпол -
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дает<5Я за два этапа. На первом - система делится на подсистемы 
по две Ш: 

ЭМ I ЭМ 2 

I 
ЭМ 3 ЭМ ^ . . . ЭМ1-1 

1 
ЭМ 1 

3 кавдой подсистеме машины обмениваются нужными строками. Затем 
реализуется новое разбиение: 

1 Г 
ЗМ I Ш 2 ЭМ 3 ЭМ 4 . . . ЭМ1-1 ЭМ 1 

Осташшеся пары обмениваются щткными строками и весь процесс 
взаимодействия завершается. 

Общее время выполнения этапов о^=V•^„'Л' . Величина коэффи­
циента эффективности 

2Лл 

Н е я в н а я _ р а з н о с т н а я с х е м а С21]. Ите-
рагдионный процесс задается форл̂ улсй 

которая сводитоя я последовательности 4-х урйшнетй: 

2 " 2 ' 

г 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

•г - по-где /1/ , И 2 - разностные аналоги операторов—^'у-^; г -
ложительная константа. ^ ^ 

Лвше (первые два) уравнения решаются,как и в предыдущем 
случае, неявные приводятся к уравнениям след"/щего шда: 

4.Ч 
и '^.кн- "ук * ^]к 

С*1 
и 

( I I ) 

где {>^^, , 0^ 

Уравнения 
• ' *7;* • '^ч: - известные функции. 

( I I ) решаются методом прогонок, при этом сначала 
вычисляются величины: 

'Я 

а затем = . с ^ ^ . / ^ у . , , ^ - ; / у./,А 
(прямая прогонка), 

(сфатная прогонка). 
Дпя массивов моокно применить Ш-распрецеление и ^-распреце-

ление. 
При ГП-^ р а с п р е д е л е н и и уравнения 7,8 решаются, 

как явные .уравнения 9 - независящими от у прогонками по л , а урав­
нения 10 - прогонками по ^ с лонощыо конвейерной схаш (рис. 10), 
где 

• 

а) ' 

г ) 

-
б) 

д) 

в) 

ЭМ 1+1 
ЭМ X 
ЭИ 1-1 

ЭМ 1+1 
ЭМ 1 
ЭМ 1-1 

е) 

8) 
Й1С. 10 

ЭМ 1+1 
ЭМ 1 
ЭИ 1-1 

а) ас (^'-/) Енчкскяет прогоночиые коеф4^нцнеятн,ман1чш I и 
<с * / ) вроетанвавт; 

б) гн ( ) передает информацию а( I , после чего ведет про­
гонку "вверх" джя виедующего звачевня « ; 

в) Ш (^-/) оередает ин|ориацшв Ш I , ЭЧ - Шс^'/), и все 
работают; 
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г ) ЭМ ведет прогонку "вниз", машины ч и с г - / ) про­
стаивают; 

д) все машины вычисляют коаф^̂ ицивнты для прогонки "вверх"; 
е) ЭМ ̂  и { 1 * 0 ведут прогонцу "вниз",машина (. I- •/). про­

стаивает; 
ж) аналогично д ) ; 
з ) все Ш ведут 

прогонку "вниз", после 
— , чего выполняются по 

^ очереди случаи ж) и з ) 
^ _ ^ , ^^/7 для соответстЕующиху . 

мси^*2Ь^*Я^) Для запуска "кон­
вейера вверх" (и для 
останова), при которых 
приблизительно полови-

&0 

Рко. I I на машин простаивает, 
вужно вршя 

Аналогичная картина дня "конвейера вниз": 

Обмены между Ж представляют собой едвиги данных "вверх" или 
"вниз" по машинам. Дня конвейера "вверх" они требуют ^АЛп • а 
для конвейера "вниз" 2ЫЬг1 единиц времени. 

Величина коэффициевда эффективности (рис. I I ) при ё >> •/ 

при Л/«/»/>100 для ОВС "Минск-222" & ^ 0 , 0 1 . 
К о н в е й е р н а я с х е м а применима при решении 

многих задач ш. ОВС. Цикл,который реализует эту схецу, назван 
к о н в е й е р н ы м . 

П р и С - р а с п р е д е л е н и и (рис.12) массивы 
разделяются на более мелкие части, увеличивается протяжен­
ность границ раздела и, следователью, общее число обме -
нов. Для уравнений 7 ,8 накладные расходы возрастают вдвое (из-за 
обменов как через горизонтальные, так и через вертикальные гра -
ницы разрезов). 

26, 

ЭМ 1-1 ЭМ 1 ЭИ 1+1 

ЭМ 1+1 ЭЙ 1-1 ЭМ1 

ЭМ 1 ЭМ1+1 9И1-1 

Й 1 С . 12 

ЭМ1-1 

х 

ЭМ1 
• 

х 

ЭМ1+1 
• 

х 

ЭМ1-1 

9М1 х ЭМ1+1 

•У 

ж 

ЭМ1+1 

ж 

ЭМ1 

ж 

ЭМ 1 

ж 

ЭМ1-1 

ж ЭИ1-1 ж ЭМ1+1 

Обшвт при ре­
шении уравнешй 9 ,10 
юкже увеличивают -
ся,но зато нет про­
стоев, свойственных 
конвейерной схаю. 
Все Ш начинают про­
цесс вычислений од­
новременно, на гра­
ницах раздела выпол­
няют обмен сдвигом 
и зата! обрабатыва­
ют точки до следую­
щих границ раздела 
и т.д. (рис.13). 

8М1+1 

ЭМ1 

ЭМ1-1 

ЭМ1-3 

ЭМх+З 

ЭМ 1̂  

Й 1 С . 13 

Аналогичная картина, ориентированная только едоль оси ^ , 
имеет место дня уравнения 10 . 

Враш на обменные операции для уравнений 9 ^ (иди Ю) 
о(=е^Ы-0^г} , где с ч и с л о границ раздела; 6^, 
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время обмена сдвигом при прогонке вперед, а 2^• - при 1фогон-
ке назад. Отскща 

Рассмотренше в данном параграфе методы применимы и для сис­

тем дифференциальных уравнений в частных производных [ 1 3 , ^ , 2 3 ] . 

2 . 5 . Ийформационно-ло1%ческие задачи 

2 . 5 . 1 . Б е р е к р е щ и в а н и е , м а с с и в о в [ 2 4 ] . 
1^сть имеется два больших массива А и 3 , из которых й -массив 
некоторых сводок, В - масств довуменгов, формируемых на основе 
этих сводок. Массивы находятся во внешней памяти, например на 
магнитных лентах (МЛ). Требуется обеспечить встречу в оператив -
ной памяти (ОП) кавдого элемента массива В с кавдыы элементом 
массива /? . — 

Обычно массивы й чЗ разбивают на части соответственно А^ 
•&Е^ , 7= вводят часть в (XI и мимо неё прогоняют мас­
сив /? , затем последовательно вводят 3^,8^ и т.д,, прогоняя ми­
мо кавдой-по частям массжв А (рис. 14 ) . Дпя решения этсй задачи 
на (№С массивы й ж В распределяются между Ш с помо1Цью Ш - иди 
Ш-распределений. 

ам 4 вводит части 3^., и А^^ в оперативную память и обесие -
чивает их встречу (при встрече, ^)емя которс^, как правило, много 
меньше Еренени ввода, данше одного массива используются для пре­
образования другого). 

Затаи кавдая сМ вводит часть , и ' ' • Д » » используя 
ин|)орыацню сама и предоставляя ее другим.После офорширования всех 
документов из частей Л .̂̂  в СП вводятся части ^.2».,ч,<?;^ 
и повторяется весь прогон для й .. 

Время решения этой задачи на системе из ^ 31 (по.отношению 
к времени решения на одной Ш) уменьшается: 

- в ^ раз - за счет параллельной работы над распределенны­
ми массивами; 

- еще в л раз - за счет одновременного разме -

щения 6 частей массива .5 в СП и замены обменов с Ш обменами меж­
ду оперативными памятями Ш по быстрым сжя&еаы каналам. 
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I 

Рис. 14 

Зависимость коэф(|Еяциента а от ^ иллюстрируется графиком,при-

веденным на рис. 15. ' 



2 . 5 ^ , У п о р я д о ч е н и е м а с с и в о в . На МЛ 
имеется бояьш(А массив С , элементы, которого вдентифицируются 
спадиальшни признаками. Требуется упорядочить массив таким об -
разом, чтобы апементы в пей располагались в порядке возраста -
ния (убывания) значений признаков. 

Реализация задачи на ОБС заключается в следупцем .Массив С 
делится между ЭМ. Каждая Ш прогоняет свой подмассив через опе -
ративцую память и собирает статистику [25 ] о сортируашх элаген­
тах. На основе суммарной статистики, Полученной из статистик каж­
дой Ш, выбираются характеристики новых подмассивов,которые дол­
жны буд/т получаться в кавдсй 2М в результате упорядочения. То 
есть каждая ЕМ знает пределы значений щжэнаков элементов, кото­
рые должны быть в её результирующем подмассиве, а также число 
эла1ентов каждого признака. ' 

Сортировка выполняется на базе перекрещивания массивов «Час-
сив С играет в перекрещивании роль массива /7, а вакантные места 
упорядоченного массива - роль В . Кавдая ЭМ "вводит" первую часть 
вакантных мест своего подмассива, прогоняет мимо них исходный 
массив и, используя статистику, расставляет элементы на свои ме­
ста. Упорядоченные части результирующих подмассивов записываются 
на МЛ. Затем "вводятся" ноше порции вакантных мест,которым обес­
печивается встреча со всеми элементамИхИсходного массива, в ре -
зультате чего заполняются очередные части выходных подмассивов и 
т.д. Эффективность реализации на ОВС перв1фещивания массивов 
обеспечивает эффективность упорядочения массивов. Отметим, что 
для этих задач нужно использовать в качестве коэффициента эффек­
тивности величицу 

ос = = [ - + 

Обмены мевду ЭМ здесь не являются дополнительными расходами, 
так как заменяют собой обмены Ш с внешни! памятью. 

Если а > / , то имеем нелинейное ускорение счета. Если 4, ̂ г;̂ ,̂ 
что может быть,например,когда ввод/швод имеет совмещение,а об -
мены мевду ЭМ осуществляются медленно V. а < / , то инеем допол­
нительные расходы, характеризуемые величиной а . 
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Приведенное рассмотрение различных классов задач показыва­
ет, что методика распараллеливания по циклам не вызывает больших 
затруднений и доступна фактически любса̂ у 1фограммисту средней 
квалификации. Она позволяет получать эффективные универсальные 
р-программы, обеспечивашцие шестую загрузку процессоров,что да­
ет ускорение счета примерно ъ I раз. Почти во всех задачах су -
щестцуют условия, при которых получается дополнительный шигрыш 
во времени, связанный с предоставлением кавдой задаче всей опера­
тивной памяти системы, что позволяет отказаться (полностью или 
частично) от использования внешне памяти. Этот выигрло получа­
ется, по рущес'гву,автоматически, без специальных усилий со сторо-

• ны программиста. 
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