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при их прЕOБрАзOаАниях

А. А.Добрgнин

},iеYрические характеристики ,4олекулярнuх граФов в виде то-

полоrичесхих индексов lлироко использу|отся при исследовании за-
aисиrФстaй типа "структузlа -с.ойстtо|' Il ].0дниll из иЕвестнчх то-

поrlогических индексов является число Винера, Koтopor4y 9 теории

граФов соответствует дистанция граlDа. Значения числа Винера

хороlло коррелируот со многиNи (изико-хиш.чески и свойства}tи

классов соединений в органической хиrrии. В [2-6] рассrrатрива -
лось поведение числа Винера при cтpyкTypнllx пребразоааниях по-

лициклических систсt{, характернчх мя спиро-, ката- и пери- кон-

денсированнUх соединений, полициклических соединенrrй с ацикли-

Ческиraи ветвяraи, }aостиковь|х полицикличес(их соединений. Для

больtдого числа соединений хонкретного вида из этих классов и

их преобразованиЙ qDорrулированu топологические правила мя
оценки значений числа ВинGра. В [7] в oфleri виде ,9учались ди-
станция граФов, образованнgх из лaрч граооa ото|rдествлеви€i
единственнuх верщин, и и9менение дистанqии при преобраrоaаниrх

rраDов. В [8] определенч дистанцил граф при отоrдеGтэлении

его ребра с Dебро}a простого цикла проr!!оJIьного четноrо порrд-
ка, изненение дистэнции г9аФов при l.lзменении поло!(ени, присое-

динения и поDядха цикла. В [9] с обцих позиций paccrioтpeнa дr-
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станция rDаФов, образуццихся ото,хдествлениеr. верщин некоторого

lюдграФа в семеЙстве гDаФов, подробно изученtr операции отожде-

ствления вепlrинu и ребра, обсуt{дается операция отождествления

простой цепи граСюв. Такr(е lEcc}roTpeнU такие операции,как сое-

динение реброя дsух граlDов, добавление ребра в г9аФе и подраз-

биение ребра новой верlдиной. В настояцей работе иэучается иs-
,.rенение дис;анции при прео5разовании граФов оАного класса гек-

СаГОНаЛЬНЦХ ПОЛИЦИКЛИЧеСКИХ СИСТеi{, ПРИliеРОl,i КОТОРuХ ЯВЛЯОТСЯ

молекулярньlе граФu ката-ко}ценсированнчх бензоиднUх углеводо -

родов.

l. 0пределения и обозначения

Рассиатриваr]тся конечнше неориентиро9аннtlе связяше графн

G(Vrх) о." петель и кратных ребер, V(G) - ,"оrесrво вео-

!лин графа, X(G) - "rо*.сr"о ребер граФа, lV(С) l = еG -
порядок графа. Пусть G является плоски|,i топологиqескиri rра -

Фо}r. Граньlо G назuвается область плоскости, ограниченная

оебраии и не содерrацая внутри себя ни верщин, ни ребер. счи -
Taeц что все грани G являртся шестиугольнU},lи и две произ -

8ольlluе грани в G либо являотся смежнu^iи, ,.е. иr4ерт единст,

венное обцее ребро, либо не ийеот обцrх вепllив. Taкoi.y граФу

G поставиl,t в сооrветствие его характеристический граФ,отли-

чашlийся от двойственного к С гDафа только Tel4, что не со-

дерiит веп!инu, соответствуuцей бесконечной грани на плоскости

вместе со всеi.и инцидент}t ми ей ребраrrи. ГраФ G будем назu-

ваrь ,k-г р а Ф о ra, если его характеристический граФ явля -
ется дереэо}r. Другишr сJюэаr,lи, в k-граФах не с)пцестаует вер-

urrHu, обцей мя трех }.r более гранеЙ. В [10] пqд L -грабаlrи

пониtiilотся ката- и пери-коllденсированнta бензоиднuе граФu,вло-

пrfiче в гексагональнуD решетку на плоскоGти. ГраФ G на рис.1

является k -граФоrr, а граФ Е нQ принадлat{ит янопеству
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в п

k-граФов. lhя G и Е
пунктrроra избраженra их

характеристические граФч.

Из определения следует,
rrтo k-aр"Ф" являlоrся

двудольнUraи графаr.и и все

расстоя-

Рис. l вер!инU иraерт степень,рав-

нуД= 2 илt' 3. грани граФа

G вместе с их границей будем назUвать кольцаr..и граФа.Коль-

ца граФа G , иraеlшlие три ребра, инцидентнllх только верщинаr4

степени 2, назовеr.r конц е вв}.и. В JrJбorr ts-грабе су-

цествует не r.енее двух концевuх колец. Если tl - число верlлин

степенr три в характеристическоrr граФе, то k:граФ имеет

Д + 2 концевцх кольца. 0пе рац.rе й п ри соеди -
нения двух k-грабов G и Е назовеr,r ото!(дествление па-

рu ребер (urua) С Х(С) n (v лr) < I(E) , пrцпд""rншх вер-

щинаr. степени 2. Для графа D , являпцегося результатоr. оле-

рации присо€динения, используем запись Т, = (GrHr(UrUr),
(VЛr)) , где вепцинu ребер, ука9аннве перввr.и, ото{дестэля-

отся друг с другоr.l. граФ IJ на рис. 2 образован операцrей

присоединения двух

k -rра(фв. Из оп-

ределениi следует,

что операция присо€-

динения k-граФов

является зal..Kнyтol:i

u п
1

.J
т йl

в классе k -.о" -
Рцс. 2 Фов, т.е. получа|о-

цийG, граФ буде, всегда принадлехать r.HorecTay k-граФов.

Пусть tl ,т € Т(G) , тогда обозначи" do(urv)
ние iiеrду веп!инал,tи ц и v , равное числу pefrep в
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кратчаЙ!ей простой цепи, соединяlOцсй sерцинu u и v
Для веплишr Y€ V(G) и подграФа EýG определии спе-

душlие цетрические характеристики: дистанция верцинu Т в гра-

Фе G D6(T) = oa"Elq; %(" л) у АистанциЕ подграфа Е

в граФе С Пп(П) = 

"чrЕ,"rDс(v) 
, дrстанция граФа G

П(С)=* 
о<flqlDс(r). 

a"ли ясно, в Ka*or' графс рассirатрива -

отся расстояния, то обозначение граФа не указчвается.ьлсе рас-
G},lатриваетGя из!iенение значениЕ Аистанции k- граrDов, образо -
ваннuх из парш заданнrх k-граФов G и II , при некоторuх

cтpyKTypHUx преобрaзованиях.

Пусrь граФ Ir обраЕован операцией прпсоедrrеrrя k-.pa-
(фв G и Е , ТJ =(GЛr(uruп) r(vЛп)). Рассrrотри}. преоб -

разование о граФа TJ такое, что 9(D) = (ОrЕr(Цirur),
(varvr)) , l l О(Т.} Требуется опреАелить из4ан€ни, дис-

танции граФэ Ir ПРИ ОС!ЩеСТВлении преобразования о l т.е.

ч,п
т

п

п

1

о

п
п п l

Рис. 3

оценить в.личrну П(Ъ) _П(q(Ъ)) . Содер(ательно пDеобразо.э-

ние 9 мопно предсrавлять тах, что подграФ Е С Ir "отрчваст-
сr" от подграФа Gс IJ и сно!а пшсоединrстся к G п)пев ото8-

дествленtя Hoвux ребер гр.Фов G и Е (рис.3).
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2. Дистанция k-.раФо"

рассrrотриrr дл, !ерщин ц и т проrзвоrlьного графа G

r.HoKecTBa Тr, r T9r Тоо такие, что Yц =

< ё(чrт) }, ттзtrld(ч,r) <а(ч,п) }, тчт=
. а(чrт) }. Из определения шножеств Vо, V,

"rf,;Ti:
й

атiчто их псrарнtв пaЁсбlения ,aл тся пустra.и,т.е,

lTul + lV"l + lТ.r"l.всли граФ G является

{т lа(ч,п) <

lа(ч,т) =

k-граФо}. и

. действитель-
G суце-
(u,v) ,

верлинu U иТ q}аехGu в G,To То" =

но, если бu нащлась вешtина t€ Тоr,
i

, то в граФе

ствовал бU цикл нечетной минU, содер(ацrй ребро

что пративоречит двудольности L-граФов. ОтоOда

стая связь цежду дистанqияии cr4ax}llx вaрOин в

lTul = Вr, , lT',l = ф, тоrда справедлива

ЛЕ}.tlй l. Еслz слеrнче верuuнч tl z lI
лехап цuкла нечепной dлuнu, mо ваполняепся

следует про-

G . Пусть

не прчнаd-
о(ч) -

_D(v)=ф-Еч.
дOкА3АтЕльств0. так как

п€vч

(а(ч,т)_1)+ Е

т(G) = YчUYт " vч ПтY= d,
то

D(ч) = Е О(u,т)+ Е il(чrw) =
т €тт

=Е
п€Vrr

(a(v,T)+l) = Д(т)-во+ ф.п v

Леr.i}aа доказана.
Рассirотриr воэ!|оннuе значения величин fu и ф яля

смеt(нuх вепдин ll , v степени 2 в k-граФах. На рис.Ц пред-

ставленч основнuе случаи располовения таких вевлин в граrDе G r
сплоlдной линией вuделено t lioпecTвo эеп!ин Vп, .Для граqа Q

на рис.Ца имееl ф = 3, ql = рс -.3,следоватqльно,всегда
эuполфяотся ф ' 3, Еч 2 3. tlля определения величин Ец
и ф достаточ}lо 3нать 9начение одной иЕ них, так как ачa

?



ъ ч

т Yт

а) Ф

Рис: lt

в)

t 8v = рG . 0тr|rетим, что Ь и q, определяDтся парой

Beprnr, поJтоrу для ребер (ЦЛ) , (UrTr) значения 8ч
будут, вообце гоаоря, различвш. всли urv € Y(Е) , то со-
ответствуццие 9еличинш обозначи1,1 \, \.

Пусть IJ= (С Дr(uлr)r(vrvr)), тогда значение дистан-

ции граФа тJ MorHo вuразить через дистанции граФов G r Е и

дистанции ото|дествляехнх веплин. Для произвольнuх iраФоs вц -
рааения для дистанции граФа ! бuли полученч g [9].Нихе рас-
сr.атривается Еначение D(Ir) длi k -граФов, вследствие че-

го вцраr{ение для Il(D) приниliает более простой эйд.

тЕOрЕнА l -

э(л)=п(с )+э(н)+(э"_2)оч(ч) +(эп-2)Ц(ч) +t(чr,ч., ),
еёе

t(чrлr) = 2(fui+\r- fur\r) - (пq+эr)+ 1.

дOкАзАтЕльств0. Рассliотрии rраФ IJ яа рис.l. }loxHo счи -
таrь, что v(!)=(vчuvчiWчUъru(г,т., D\(u,u., ,т,v1 } r

где 9епllина т получена отоllдествлением веплин u
вепдина пl - ото{дествлениеr. ui , Vl . по_

llистанцrи вершинс, подграФа и граФа э"а.еrrе D(D)
ляетс, в сJrедуоцеa{ видез

и v ,а
определенип

представ-
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рiъ) = f tппtсl*оо(Ф-ц(w)-оо(wr)) .

0пределим значения слагаеr{ых из (1). Пусть вершина

G , тогда ее дистанция в графе TJ равна

Х€Vо в

(l)

(3)

(4)

ЭоtХ) = Dc (Х) + 

у ст(н) _Еtч, v., }(Ъ(Х, 
w) +ап{w, r) ) =

= Dе(х)+(эg-2)\{х,w)+ 
rп ч(в)ftч,rr,. 1Ъ(r,у1=

= Dс(х)+(э"-2)ао(х,w)+о"(ч)-1. (2)

Сумr.rируя (2) по Bce}r веплинаli ХС То , получае}t

чч \(х) =

= ,Еч*ЪtХ)+(ц-2) "?фt" 
л)+в"(фч)-1) ,

Аналогично для су!r}rы l.{i,iL'l'a:.:ti4й веплин 
=a 

"о'имее,{

Е
I€

в граФе G

Е Ц(х) = 1i*_ 
Эч(х) +

""оо 
л х7 

.".!

+(г"-2)
х еТr,

Е d-д(х,w., )*ý* 
r(Ц{ч., 

)-il,) .

1

3аиетим, что

Е_ \.(х)+ Е оо(х) = ц(с)хФо Л ,a"a.l

и
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Е
х Фr,

Эп(х)+ Е
х€ъ

Пп(х) = 2D(G)

fo(х,w) +

7

то.Аа су}rr.ируя правuе и левuе части вьtракений (3) и (4),

получае!t

ц(с)= 2о(С)+ (э,r-2)( Е
х €vu

Е
х €vч \(х,w,, ) ) +вцп*(ч) +ец'ц(чr) -эп .

*Jo* Ъ(*Л)** E.,,onb(x,".,) =

+

1

Так как вецлинв п и w1 в граФе Il я9ляотся сr.ежнчraи, то

= Е dл(х.п) + Е
х€то О *%1

Используя лемл.у l для DH(

(а(х,Tl)-t) = Dn(u)- ецr.

v) , дпсrа"цrп подграФа G в гра-

ц(С)= 2П(с)+(э"-2)по(ч)+ qО"(ч) -
-(эrr-2)воr-эg+ sur(DH(T)+ \- \.) =

= 2D(G)+ (pH-2)DG(u)+ эqDr(ч) +

. q.r\- for\r- (э"-2)q.r- эп.

При определенrи дистанции лодграФа Н в граФе Il
вUчисления проводятся аналоrично, так как подграФч G и

Еходят в граФ ! симхетричнuм образох, следовательно,

5(н)= 2п(0+ (рс-2)ъ(ч) +

+ г"9п(ч)+ \rвu-\rfu 
'-\rЬ64)

Фе IJ в итоге l*otxнo преАста9ить !(ак

Е

(5)

ЕGrl

l0

(6)



Нетрудно заl4етить, что для верц,ин wrwr€ v(1)

\(w) = пп(ч)+ц(ч) - 1,

\(тr) = эп(чr)+О"(чr)- 1

:тIпGгlтrЕf.iя

(7)

l]риr.еняя леrа}rу l для вцра,хений (7), ииеев

о"(тlr)=(во-в,rr+%(ч))+(\-\r+ъ(т) )- r =

= Пп(u) +Э"(ч)*qr*\-q.п-\r-1

по(w)=пп(ч.,)+ц(чr)+цr+\r-8"-\-1 . (8)

Так как РG= ýr+ 8чr , Рн= \. \, , ,о hr\ -

- fu .,\.- (эц-2 )цr= вч 
r(эg-Ц., 

) -в; r\r-(э"-Z) в;.. =

= -Zs,rr\' * Zfu., , \rfu - \rfu, - (pc-z)\r -

- -2\.fu. * 2\. . Подставив в вuра,l(ение (t) значение ди-

",".чп; \(G), оо(Н), По(w) n Оо(тr) из (5)-(8) и вь,-

полнив упрощения, получаеii

п(r,) =пФ).п(н)+(э"-2)пп(ч)+(эg-2)Оr(v) +

+ 2цr+2\r- rьr\' _ (э6+ эrr) + 1

теореяа Аокаэана.

для граФа p(il=(C Дr(u. Дr) ,(v. Рr)) на рис. ] имееr,t

э( dъ) ) = szbs, п(с) - izs,- р(н) = l,,цs, on(u.) -
= 69, ц(ч.) = tз7, рG = ,в, ъ = 26, fo, = ,,

\, = 
'. 

Для граФов L =(G Д,(u,ur),(тrчr)) , !t
. (аД,(uоur) IYr,тr) ) по Teopet e 1 вuраrение мя разности
их дистанций }.опно представить а следуццем эиде.
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слЕдствиЕ t.

D(t)_D(T,i )=(ъ_2) (эп(ч)-эп(ч.) ) +

+ (гп-2)(П"(т)-а"(ч.)) +

+2( (воr-1) (\r_1)_(B,rr_r) (\,.,-r) ) .

Мя граФов аа рис, 3 9чполняется Эо(U) = Cr, П"(V).
- llз, fuп = ,,, ,nr, ,, n р11)-. а925, Р(q(r))=

= 5765. Вuраrrеrие мя D(E) -D(!r) упроr"ется, qсли при о6-

разовании rраФа TJl в граФе Е ото'iдествляется то хе ребро,
что и при образовании граФа Il . Другая возио|rность упроце-
хия - близо.ть в графах G и Е отохлествляеlrrrх ребер.И9у -

чение таких преобразований, как будеl показано дал€е, поз9о -
лит строить при}.aерU графо9 и кr,lассов граlфв с lЪльOЕlи количе -
cTBoI.| колец и совпадакtциr.и зваq.нияliи дистанцrй. 9 ['i: i исчес-

лuваlqции образоra изучен вопрос о совпадеriии дистанций k-гра-
оо9 с число}r колец до 9 вкrr)чительно, приведенu списки всех

граФов с указаннu}a свойствоra. 0дн.rко ,qля болuлих порядков чис-

ло ts-граqов становится столь больцlиt. [l2], что вччисление ха-

рактеристик станоaится очень трудоецкиr. Поэтоrу изуqение пре-
образований, сох9аняших дисtaнцrlo, дл, k-граФоо бЙоrпr< no-

9ядхов имеет Balxнoe зфачение.

3. Локальнrrе преобразования k -гр;

Ввделrй класс преобразований l-графов, г;,,. ,,.торýх раэ-
ность дистанций D(D) -D(oG,)) lrожна представить в более

просто!r, чеtl в обцем случае, виде. Для разности дистанций гра-

Фов будут полученш вuраrснrя, в l(оторш9 не входят в явноri виде

дисrанции веплин, что позволит болеa детально описэть изraене-

фия дистанции граФов. Этим требованияr.r отвечаl)т ,юкальнIе пре-

образования ts-графов. пусть ! =(G Дr(urur) r(vryr)) ,

l2



9(Т.,) = (e,H,(u. дr) ,(va rтr)) . flреобразование

Ir НаЗЫВаеТСЯ ЛОКаЛЬНUr.t, еСЛИ В ГРаФе

(ur,ur) совпадает или инцидентно ребру (u,un)

9 граФа

G ребро

и в гра-

Фе В ребоо (v.,vr) совпадает или инцидентно ребру (Т ,

'r) 
. Такиr.r образоir, п9и образовании граФа Er= 9(TJ)

графах G и Е отоuдествляртся ребра тех же колец, что и при

образовании граФа IJ , поэтоцу сrруктура графа !.l остается

"похошей" на структуру rра9а ! . Применrя к ЬграФу после-

ДОВаТеЛЬНО ЛОКаЛЬНЫе преобразования, всегда будеri получать

k -графu. 0чевидно, что два k-rраба переводятся локальнurlи

преобразования}.и д)уг в друга тогда и только тогда, когда их

характер.€тrч€скrе г DaФr| haо.оgФнr.н€прrнер r rrбой г раФ иs клас-
са "гусениq|| (харахтсрrrстичссхий граФ не содеDпи, tерuин степе-
ни 3) с заданнуii числоil колеll l,tox(eT бнть получен и3 лфоrо
другого графа этого класса локальнчии преобразованиirrи . ГраФu

Gn{.r, на рис.5 полученu с поl€lьD всеэо9riФlнчх локальнuх
преобра9ований из гDафа Il (кольца граФа Е для наглядности

пронунерованц). Среди r|окальншх преобразований вцделим следуD-

цие групr|tl.

а) При обраsовании граФа !., отоttцествляешrc ребра в гра-

Фах G и Е остартся теми пе, что и пр9 образоasнии rраФа

! , rю отоrдсствляеaaые верll|инв этих ребер riеняDтся местами
(граФ !t ).

б) При образовани}. граФа !.! одно отойдествляецое ребро

в графах G и Е остается lев trе, что и при образовании гра-

Фа ! , а другое является ноэцlr (граФн Ila-!, ).
а) flри образовании rраФа Эп в гоабах G и ll 91q;дg -

ствлrlотся новuе ребра (грзФr !lo-!r, ).
Если учитuэать симиетрио k-графов, то определение ,х)-

кальцrх преобразозаний естественн9в обDазоrа расlllирrется. два
ребра l- графа назrrварТся эхвиaалентнiarar, если c)nlecтByeT ав-
тоцорФи9.., персводilrй веп!инч одного рсбра а всрлtину другого,

6

|,
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Рис. 5. 
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преобразования граФа !
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е ч
ч

ll

ч

l

2

т.е. (rrrцr) _ (ua rur),"слп цru8G Ol

7 (или U,Ut € 0l ) и U.. rUr€ 8a (rлy.

ЦлrЦr€ Oi ), где 0r, 6, - не обя-

'l эательно различ}це орбитu группц авто :
rrорФиз}.ов k-граФа.8 г раос G на Ёrс.6

ч

РИС. 6 .ершикr u.ul rТrvlС О , и Цa rЦr€
€ е, . llля графоэ 1= (GrE,(urur),(vrvr)) , !.t =

= (CrЕr(UarUr)r(VarT) преобразование О является ло -
*"nr"r", ."n1 о.Ооо (uarur) эквивалентно ребру (UДл)
или инцияентно ребру, эквrвалентноrау (UДп), в гоаОе Е
аналогично. 0пределим количёство граФов, получаемое операцией

присоедиiения граФов G и Е , Пусть в граФах G и Е Д
и а - количество лоларно неэквивалснтнuх ребер, и пусть иЕ

этого r4нot(ecтBa ребер Цl , Д.i - количество ребер, в ка){дол,l иэ

которUх веп!инU принадлежат рааличнчri орбитам группu aaтollop -
Фis},{оэ. Тогда число неи9онорФнuх графов, построеннцх из G и

Е операцией присоеIинения, не превосходит ДЦ + ДlДл , если

а f Е ,и пr(вr+trЪ} (п-шп)(п-пп+1) при G :С Е.

l. l,|зr.rенение дистанции граФа при ,lокальвчх

преобразованиях

8 этоtl пункте более пqАробно рассl,E|триэаDтс, видu ,lокаль -
нuх преобразований Е-граФов. Приводятся 9uрахевия, описчваD-

aие изменение аистанции граФов. для капдого преобразования оп-

ределяотся условия, при KoTopUx дистанqии исходного и получен-

ного граФа савпадаот.

утвЕршЕниЕ l . лу

1

Т,r. (G rЕ, (u ,u.r) ,(т
_ D(Lr) = (\r- \

спь 1. з (G,Er(uru.)r(TrTr)) u

.r ,т) ) (puc . ?' , поеаа D(E) -
)(в"- воr) .

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. llспольау, leope}ry l, вuразиt дхстанциD
граФа ! через диGтанции верOин u иY,адист€нциDграФа
D,, - чсреэ Аистанции веддин u и Tl . Инеец р(!) = о(с)+

+ П(d+(э"-2 )\(u) + (эп-2)фч) +2( q.,,+\r-Bu r\., ) -
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Е
чч чч
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Рис. 7

t t l
L.|

- (эч* п")+1 , D(Lr) = Э(С) + П(В) + (эrr-2)Dq(ч) *

+ (пп-2)П"(чr) + 2(во.+\-воr\) - (эс+fu)d. для раз-

ности дrстанций D(TrЪD(l,r) получий внрах(ени" О(l)-Э(Т1).

= (эп-2) (Пrr(т)-DЕ(v1))+2(\r-\)(1-в,rп) . так как, по

лемr.е l, Ц(v)-Ц(vr)= \.-\ , - О(Ъ) - Э(Ьr) =

- (эп-2) (ц,,-ц)+z(цr-ц) ir-чr' )=(цr-а) (э6-2воr),

= (\n_\)(Bo_Bo.,) . Утверхдение доказано.

слЕдстВиЕ. Для опчсанно2о вuuе локальноео преобра-
gоаанuя О(I,) = n(!r) . \ = \' uлч fu
s&. *t

до(А3АтЕьств0 непосредствен}о след/ет из утверllдения l.
0пишом структуру k-граФов, для хоторцх вчполняется усло-

вие fu = ь_ ,н" рис. 8 в обцем Е1lАе предстазлена схеr{а

cTpyxтypu такr} граqов. В подгра4в Qn нa долr(но бчть сrецнух
верiоин степени 2, т.е. кольца э G, располоrrенu |'э линио", в

п9дграqах G" " G! чисrrо хоrrеq совпадает, кольца в Ga ,
G, могут располагаться про0lзвольно. Такиrа образоr,{, используя

DассrrатDиaаеюе rrокальное преобраэование, нопно строитl прrraерш

k]aр"Фо. с совпадаlоцими значенияш. дистанции. Наприrrср,из гра-

Фа TJ на РиС.9а MolrHo построить 8 (зклочая ! ) нвизоцорФlех

k -граФов с со.падаultl^lи значенияни дrrстанций Э(!) = ЗЗЦВЗ.

lб



ч

ных пар граФов, лолучаеraых с по},iоцьо

зования. 3аrlетиii, что для L-граФов

Ребра,по которнм граФ TJ

r,totttlto разбить на подграФьl

G и Н ,вьцеленu двой-
ной линией. Если вепчинц

о иUl 1Т и Vп при-

надлежат одной орбите

грулпý авто1.1орФи зitов гра-

фовGиЕсоответст-
вефно,то D ёIr., .Следо-

вательно, графl на рис.9б
с дистанцией D(E) .
- D(Lr) = 2047 содер-

)хат наименьщее количест-

во колец среди неи9оморФ-

рассraатри ваеraого преобра-

и3 класса l|гусеницtl эсег-

1

Рис. 8

да вцпол}tяется

вия следствия.
D(L) l D(!r) , так как не ввполняотся усло -

.lIJ!ц

Рис. 9

а)

,|7

б)



ут8ЕрцЕни€ 2. Пуспь ! = (crПr(urur),(T,Tn))
T,n = (G,Яr(uru.) r(тrчr)) (puc, 10r, поеdа

п(il-р(ъr) = 2(во -Bo.)(1-\n).

u

п

G ппч

9
ч ч

Рис. 10

\

ч

порядокG иrrеет

2 3, то
t

tl
п

t i
Е Еt

ДOКАЗАТЕЛЬСТ80. По теореме l дистанцrр FраФоа I| и IJ
a{oxвo преАставить через дис?анции вед!ин u и v следУшlиr.

образоrr: D(!) = о(с)+О(Н)+(эп_2)О"(т)+(ц-2)Пп(u) *

\.)-tрG+рЕ)+1 , D(Lr).п(с)+э(н) * .

)эо(ч) + 2(ц.+ \r- ъ.\.) -

i

* 2(qrr"\rn-su.|
+ (рп_2)Ц(ч) +

- (э6+ ц)+1 Отсрда D(L)-D(lr)=2(Bor-Bo.-cur\r -

- fu.\n)=Z(Boi-qra)(1-\1), Утверrдение Аоказано,

СЛЕДСТВИЕ. Для рас слапрuваелое о в апверхOенuu 2 ло-
,салоноео преобраза в,:..,lя всееОа оаполняепся O(il l
/ D(!r )

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Пусть граФ Рс z l0.
f О. вео-

,
Та( ка( всегда 9цполняется

щинц lli.Ц8 имерт степень два и принамех(ат концевоr4у коль-

l8



цу граФа G , d(rrr,ur)=2 . llпя таких .€р!lин всегда эUполняеt-

ся условие sц. l fu., так как, очевидно,либо qrr -

- рG{ , d, = n;,U, либо Qt.= РG{ " ful s РG-5'

СледсЕие доказано.
утвЕршЕниЕ 

'. 
пчспь 1о (g,gr(urur) r(vrvr)) ц

L, = (GrЦr(чrч.} (v,v.)) (рrc,71), поаёа

э(т,)_э(ло)=2( (Bo.-r) (bo.-r)_(цn-r) (цr-l) ) .

lll

ец т Е т
aч

9 ч
ll

ц Y

)

;l
! .l

Рис. ll

д0кА3АтЕльст80. llистанция гр.Фоэ TJ и !, по Teoperre l
представлrется череа мстаr.ции верtuин U " V в в"де, D(Ir) .

п(е) + п(в) + (ц-2)эп(ч) + (п6-2)\(т)+2(ц цrо -

)on(u)+

. Jlля

D(T,i) .
+

ра

х

il
-Еч.i\}ЬG +эg)+1 D(l., ) = э(с)+о(п) +(эr-2,

т
аности дистанцNй графоa L

*(В.."&.-В".\, )-(э6+ц) + 1

D(!)

(э6-2)ц(

2(ео
ч

*1r *.(fu, (q. 2((fu
й

-1)+\
п

_1)) 1)х
;l п

,
q t

) + (ц _1х\ _1) Утверпдение доказ8ко.
.! п

СЛЕДСТВИЕ. Прч расслапрчваедод а упоерrdенuu 3

laокалоflоц првоOраэованuu Оля dчспахцuа ерафов L u

19



Е.l с dпоllltявпс я

Ё \ -1
э(ъ)=р(l,r) о

дOкд3дтЕльств0 непосредственно следует из утверr|дения 3.

для граФов Э и

Ilr на рис.l2 вuпол -
няется t1(1) =

= 320l ,так как

for-1 \.-,

G

n 
-'n .ur =

= 15. пусть
l
\r' for/
, тогда для по-

\
\

п

п D(!i) -

G ,Е Еu!

е

! !
fu. l
/\.а

Рrс. 12

строения граlфв с сов -
падацци}.и 9наченияi{и ди-
станций Ba}. потребуется

, а(Ьо вrпалчжrлЕя

пакое,чпо ! tЪьZ) с

лЕ}ilц 2. Есrи Оля dрфu е/Ъ
асловuя:

а' сацеспвgеп чвсла д€r
r;

6) сацеспваuп ччсла вrп €l пахче ! чпо

2(2grд+1) = ап, по суцеспваеm k-ераФ G па-
,соа, цпо (ц._1)/(ц_-1) = q/Ъ.

докАзАтЕльсl8о. Рассйтриrr граф с на зlис.l], в Koтopor. в

подграDе Gl сqдерlrится д-t кольцо, в поАграФеGa - 8 ко-

лец, в подграФе Ga - tr колеч и в подграФе G, - r-Д-В колец,

где г = } {Ьш-а), " цдоб - числа, удовлетворяацие ус-

ловиям лемнU 2. Кольца в подгоабе G.| располопен!a "в линиа",

располо,(ение колец в подlр8Фа, Ga , G, проиовольное. Вg -
2о



числим значение (во -r)/(B" -!) в построенrо,.r

иraеем -2 -t

ЗJ = 
lт(ca)l+ (+ lv(Gr)l+2)-1 _

ql _1 ( lv(cr) l+1) -1

граФе G

l

_ (дв+е)+(*[д(п-r)+а]+z)-1 
_ (4в+2п+3 )-1

((Дэ+е)+t)-r ((4* (ъц_2)+2)+1)-1

-(ад+t)-1 =9ц-а.-tЬ,Л-Н-Б-;'
Ле}ir.iа доказана.

Если в условиях лемr*l 2 требовать 8 1Ь , то в граФе С
на рис.13 поагоаФ Gn доru(ен располагаться блихе к веп!ине

1l
ца , чеii к веп!ине lli .

Пусть задан граФ В . 0пи-

шем процедуру построения

граФа G такого, что для

граФов ! и Еr, построен-

вых из G и 8, вuполня-

еr"" D(!) = O(Dr) пр},i

расс^,lатриваемоii локальноri

преобразовании. |]остроение

граФа G raожно разбиtь ва

два цlага. На первоrа цrаге

в 1

рис. 13 последовательно перебираот-

ся значенrя д - t,2,3,...
и ФiксируDтся те значения l! , мя которuх величина :' =

-} {br-Z) является целой. Нв BTopor. шаге мя значений в =

= 1,2,3,... подбирается такое значенrе В , чтоФl 
"rnon"rnn""

усrDвия 2(2Bra+1) = ад и It+B Sr. лrобая допустиr,iая

тройка (!rдrв) , no"rpo""*", по 8 иЬ1 определяет граФ

zl

п



G При g 2, 2 иlилц rs_tr } 2 п"ра"е"рп (r, П ,В)
определяот несколько граФов в силу произвольности присоедlне -

ния колец в подграФах G8 и G

сl4отриl.{ граФ Н на рис. lqa,
, граФа G на рис.l3. Рас-

\ = 5, \ = 7. Построиl,i

ll

1 п
ч

2

G
ч
ч

6)

Рис. 1l

l

Gv
п ча

2
ч

а) в)

граФ G такой, "rо 
(во.-1)/(воr-1) = (\r-1)/(\а-1) =

- 2/З. Для Ь = 3 перgое значение ц , для которого 8 =

l
4

G содержит Е + 1- 5 колец и имеет порядок 22. Далее не-

обходи1,1о подобрать такие числа 8 и D , чтобч вЕполнялось

2(2B+l+t) - 12 илп 2B+l = 5, В + В S 8. Этиr. усло-

вияйудовлетворяют значения 9 = l, Д = | и В . 2, П = l,
и тройки (q,3,1) и (ц,1,2) определярт граФ G для набора па-

pal.ielpoв (Ц,3,1) суцествует единственнвй граФ G (рис. lЦб),а

для набора (Ц,1,2) суцествур.)т три неизоморФных граФа С
(рис.l4в). 3аметим, что случай а = Ъ, при котором \, .

(3д-2)СШ , есть Ц=6. Таким образоrе, t = q, граф

, возl4оr(еф только, когда Ц состоит из одвого кольца.
2

Тогда построить граФ G описаннul.| вь{де способоra невоз|,,lоtllно,

так Kar? d(Ur9Ur) = 2 в конqево}t кольце, а для таких верчrин

всегда вuполняется fu, l ao, .

утвЕрхдЕниЕ \. пуспь fr = (С,Н,(u,ur),(v,тп)) ч

L.,= (GrЕr(чrч.).(чr,чr)) <рцс. 15r, по?Оа
22



D(1) - D(ъr) = fuч-z)(ц.,-\) +

+ 2((во.-1) (\.-r)-(Bor-1) (цп-r) ) .

Gч в

llп
н Vlт

9
.|

l R
й ! l

Рис. lý

ДOКДЗДТЕЛЬСТВ0. Вчразиr. дистанциD rраФа ! через дистан-

ции велцин U и V , а дистанцик) гоа9а Irn через дистанции

вешlин ll и rri . имееii П(Ъ) = П(С) + П(Ф+(эп-2)Ц(v) *

* (рg-2)Оп(ч)+2(цп+ \n- ý.n\n) - (эч + эg)+ 1 n

D(E1) = о(с) + п(н) + (ц-2)оп(ч) +(э6-2)ц(ч.,) t
+ 2(qл.+ \"- Вrr.\.)-Ьп+эrr)d . Следоваtельно,

п(r,) _п(ъ. )=(пп-z ) (ц(ч) -ц(тr)) +

* 
'(for.fo.фr(l-qлr)-Ьо

(1-q, )).
q z

Так как, по лемrrе t, \(T)_\(Vr) = \n-\,"o D(T,) -

- D(!r) = (эп- 2)(ц, - \) * 2((8u, - 1Х\е- 1) -

- (воr-1)(Ц'- 1)) . ут!ер'.Аение Аоказано.

23



Для рассltатриваемого в утверждении 4 преобразования дис-
танции граФов ! " L1 при \r= \ ,fu.=\, , fur=

= \,. совпадаlот. Для таких граФов на рис. 16 выполняется

D(Ir) '= Э(lо) = 8305. Используя лемrtу 2, }toжHo подбирать та-
кие граФы G и Il , для котор"* fo./ \., n fu' l \,
\ = \' Граф Н выбираем произвольно с условие,{ \ =

- \' . 0пределив в Е значения hr, " \о , для пост-

Ече
ч

9
1

!

п ч
а

!r

Рис. lб

Е ч

Рис. l7

ts ч
ч

чv G a
1

v t ч2

в)

,

а) б)

2ll



роени, граФа Q MotKHo воспользоваться лем}.ой 2. На рис. l7a

привоАится граФ Е со значениями \, = 
'З 

n \ = \r ,
. l з. построив граф G со значением (ц.-1)/(вra'-1) .
- (\r 1)/(\а-1)- 6/ll. при ц - 2 имее}. r=d(6п-2Ъ

- 5, следовательно, G соде9trит r + 1, б колец, а пара -
Meтpu В }r tt доr }н удо!лет!орять условия}i 2В + \ - 5 и

! + в s г. допустиiiuе значения для n и 8 суть 9 - l,
а .3и в-2, D = l. граф|, определяе}Фlе тройка,аr (5,

3,|) и (5,1,2), приэедены на рис. l7. llля (5,t,|) суцествует
единственнчй граФ (p.rc.|76), а для (5,|,2) суцествует шесть не-

изоl,iорФнUх граrфв (рис. !7в) .

утвЕрцЕниЕ 5, пуспь L = (G Лr(urur) ,(vrvr)) u

Ъr = (О Д,(u,u.),(ч.,чr)) (puc,18), поеоа dля
ерафов L u Ll ваполняеmся

э(л)-п(т.,)=(эч-2) (Ьrr.-Ц)+(э*-2) (во.-ц) +

+ 2( (в,.-1) (\.-r)-(Bo1-r) (ц.-r) ) .

а

Grr G

TJп

п ач

t 1

! 1

Рис. 18

дOкд3дтЕльств0. в!.ра9иr. дистанцио граФа L через дистан-
ции зеп!ин u иv , а дистанцио гоаФа }i - через дистан-
циD эепдин ч2 и ч{ . Иrаееir P(rr) = П(С) + D(B) *

z5



+ (э6-2)\(т) + (ц-2)эп(ч) + 2(воr+\.,- fur\.) _

- (эq+пц)* 1 , П(Т,r) = D(G) +р(в)+ (э6-2)ц(тr) *

t (ъ-2)ро(ч.)+ 2(qr+ Е"\ ) - Ьg+пg)+1 . Тогда

в(т,) - п(т.r) = (дlu-2) (ц( .'))+ (э"-2) (nu(u)
п
v

Иа утвер)rдения 5 следует, что дисrанции граФов ! и

_ пп(ч.)) + 2((q.- 1)(\,- il - (ц.- 1)(\r- 1)).
по леrtие r, Оrr(т) -fo(тr)= \.,-\ , nn(u)-D6(u.) .
. fQa - Q, . 0кончательно для разности дистанций полуt ий

п(лЬ(ь, )=(эп-Z) (Ьо.-Ц)+(ц-2) (Bo.-Bo)+e((Bo-r)x

}(\r-1)-(Ьr-1) (\1-1) ) . УтвержАение доказано.

будут совпадать при вuполнении условий \., =\ffor=fu
э(т,) =n(r,l) =El \ . На рис. 19 для таких графоЕ

2

IJ l

= 77,

. 8265. Для построения более слопнuх приме9ов нойно использо -
вать лейraу 2. Граф Е подбирается таким, чтобu внполнялось ра-
венство \n . \ . дп" посrроения rраФа G необходимо Вы -

полнение дополнительного чсло"пя |V(Ga)|=|T(Cr)l в граlDе

фа рис. 13 или 2В=П-Ц . Лостроеннuе ранее графu G на

рис. l7 удовлетворяlот эти|,i условrяra.
Рассвотрим несколько при^iеров преобразований Е-граtDов,

не являцltихся ,юкальнчми, при Koтopux дистанции iраФов совпа -

ц в
l

даот. для граФов TJ и Il.t на рис. 20 выполняртся El а

fu,
nn(u

. |5, tо = боп = lt,

2) - 8l , Dn(Ur) - ZЗ и

Пч(ч) = Dn(ur)

п(l) =p(lr) - lз8l.графц

L и Ir., на рис. 2l образованu отоt{дествлениеr. ребер одного
и тоrо хе концевого кольца, G = Е И"ее" D(Ir) = D(Iri) .
. 8з85 и on(u) - Dn(u"), Ц(ч)=Ц(чr),fut=Ечп,\r-
. \a . ГраФl ! и Ir, на рис. 22 образуот сеrrейстsо пар
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lРаФО9 С СОападаOlиriи дистанцияl..и. ДеЙствительно, как нетрудно

установить, fu

ч ,

I, l

fu D6(u) = Dn(ur).

IJ,

чт

l 7

и
а il

:п
о G

1

Y
п ч

а
D

т.п

IJ

Рпс. 22

T,lr

TJ,

IJa
! !.

L?

Е

IJ9

Рщ., 23

Пусть имеDтся произвольнýе k- граФu ! и Irr, дпя ко -
торuх Э(Тr)= P(lr) . 8сегда ли i.опно найти пару k-граФов

G и Е таких, что D и !., обоазоваlв из G и Е опера-

цией присоединениi? Для k-граФов с чисrlсti{ колец 5 с)цествует
единственная лара граФов с совпадаOцей дистафцией D(il =

= D(Irr) = 97l. Эти гра(Е получаlотся из сеr.ейст9а гоаФоа на
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рйс. 22 поl4 fi = оa но уже среди Е-грабов с числоtlt колец

6 суцествует 5 пар таких, которuе нельзя разбить какиr.-либо об-

разо!t на k-граФч G и Е fuя таких гра{Dоэ на рис.23 эч-

полняется

D(L.) =
- D(l9)

D(L)=D(ъr) - lц5з, D(L.) = о(т,r) = rэоц,

D(!5) = l5s5, D(L6) = o(!r) - 15зз п D(Ls) =

= lqq5.

5. Совпадение }.етрических характеристик граlDов

п9и rlокальнuх преобразованиях

Среди локальнчх преобразований k-грабов суцествуlот та-
кие, при которшх сохраняi}тс8 ltетрические характеристики для

каждой вецлиЁu, и, следо9ательно, все дистанционнuе и эксцент-

риситетные меrрические ха9акте9истики call&x граФов [l3]. Дл"

этого достаточно показать совпадение }rатриц слоев граФов IJ

и D,r. ttатрицей слоев г9афа G назuвается r.rатрица r(C) =

= llr.l il, t .1,2,..., р, J = |,2,..., d(G) , гд.
?ta, - число зерlлrн, находяцихся на расстоянrи J от ведли-

"н Tr , d(G) - диаr,rетр граФа G Следупцее ут9ерждение ус-
танавливает услоэиi равенства }.атриц слоеэ граФов L и L, ,

|Dориулируемýе в терйинах r.атриц слоев граФоа о и Н 06о-
з"а.r" 

"ереа \(V) ст9оку, соответств)поlуD берlлине V
в r.атриче I(G) граоа G

утвЕршЕниЕ 6, пgаlь 1 = (G Лr(u,чп) r(т,vr)) u

Эп = (G,E,(urur)r(vr rT)) , поеdа dля лlобой
т €ч(1)

\(г)= Ъп(r) - \(u) = \(ur)
u \(ч) з ?ь"(ч, )

докдздтЕльстВо. Нсобходиrrост ь. пусть Ь(т) = L (w)
л _.l

и мя вср|линDl т€ Vц э граФе G d(wru) =П, тогда по по-
сrроеlrrD гDэФов I| h Е, эленентu их r{атрtц слоев йоrно
предстэвить a виде 3

29



\ !)(
trT,r(c). JSe,
\,r(О)+ lч,5_(Е) , J >цi,J

\,u(rr) =

. Рчс. 2\

(9)

\ (о) , J sц,
rJ

\,r(а)+ 
^",,, ro(E), J >в.

из условия \,r(l)-Цr,r{lr) = 0 слеячет,чrо \,n(E)=
= \r,a{н) Аля всех значений ! l|ля вея!инв r€ Тr., э

rраФе G и веплин т€ Т(Е) р"aaу*аa""я аналогичнu. достаточ-
}locтb следует из предстаэления (9) элеr.rентов цатриц слоев rра-

Фов Ir и lrn и Dавенства строк, соответствуших вершинаrr Ц,
ц' и т, т' в наrрицах слое9 r(G) " l(8) .Уrвер*-

дение доказано.

Согласно утверriдениD б для построения rрафов D и !, с

совпадашlей цатрицей слоев достаlочно иllеть rраФu G rr Il ,

в которчх с}цествуDi парll нсýсraалaнтнll вецлин,имеоцие оди-

наковуе строки в цат-

риtlах слоев.ГраФч !

" Lt наиr.евьщего

порядка ииеют l0 ко-

лец (Dис. 24). Дейст-
lительно, в граФах с

числоl.{ (олец bS 4
одrнаковое значенrе

дистанции ииерт толь-

ко эквивалентнце аер-
lltины, в чем нетрудно убедиться непосредственно. Условия утверr-
денил б гарантир),D, не только сохранение всей цатрицra слоев

граФа, но и сохранение строк вер|llия в }rатрице слоев, т.е. Аля

т€ V(а) и Tr € V(П) вuполняDтся \(w) = \n(Tl) уl

\(Пr) = \r(rr}. В более обцих случаrх суцестзеннуl,, роль

э0



играот распределения эершин в цнФесtаах Тr" rVо

т.п. для граФа G на рrс. 2! для эер|дин ребер

,тч,тт п

L
t
)
Ц,

(u,u
(u. rur) эчполiяtотся \(u) = \(u.
но граlou ! и Ir., , построеннче "з G

различнuе l!втрrцtl слое9.

), Ц(ur)=
, Е (G =н).

( ),

и;г{ifl

6. Алгоритмu порождения граlDов со значенияllи

дистанции в заданном интервале

рассi,lатриваотся алгорит!lч пороtrдения l&грабов с 3адан -

нчми ограничения!и на 9вачение их дистанций из парý rраФоs G

и Е Для вýчисления дисtанций граФов по ,еорене l необходи-

мu значения 8ц l ф лля вед!ин ото(дествiяеr.ýх ребе9 граФов

G и Н В алгоg5тraе 1 ос)цествляется ltaчисление эначения

ф , опоеделяе"о.о оебоо" (urY) в граФе G . Для опреде-

ления ф используе}.. представление Е-граФа в виде гранич -

ной степенной лоследовательности , еАинсrэеннuя образоra преА-

ставляlфlей k-граФ, sло|lиtlчй э правильнуD шестиугольнур ре-
шетку на плоскости [l0]. Граничной степенной .юслсдоаатеоь -
HocTbD ts-граФа порядка Р назUвается последовательноGть

степеней его ""*" dl 
п 
,Чa , . . . ф- гае d.a, - степень

вепдинu v. , пDиче 9еDшина vl _ c}telнa с вер|линахr,l*' J

"ar-' ' "ar*' l J'2,3"' , Р-1 , ведшина,Тa, cr,relr_

,а i Bep,r,nro; Йa , и каrАое ребро (rar rrarar) , J .
- 1,2,..., Р-1 , принадлеrит единственной шестиугольной грани

k-граФа. граничнаi степенна, последовательность k-граФа,та-
киц образоr., представляет собой последовательность чисел 2 и 3.

t|алее считаем, что k-rраOlu представлен!r граничнuии степен -
ньl}rи последовательностriaи l. извест}lо полоrение степеней веп!ин

Ц и 1I . Рассrrотриrr вариантц раGполоlrения ведчин Ц и Т в

граничвой степенюй последовательности.

зl



1. Веплинu 11 и v пDhнадпеrат коrrqеюму l(ольцу, и вер-

0r.Ha v или u ci.e Ha с верlлиной степени 3 (рис.Ца). Соответ-

сr9упций Фраг}aент граничной сrепенной последовательности имеет

вид:

цч
в 32222з Р,тч

rде здесь и ни,{е (ti В - векоторuе подпоследовательности гра-

ничной последовательности граФа. тогда ф =3n ýr=PC€.
2. Ilycтb вершины u и Т пDинамехат цонцевоriу кольцу и

перэое вхоllдение подпоследо9ательности 3 3 при двишении вправо

и влево оt веплин ll иv находится ближе к верщине ll (рис.
qб). Фрагr.енr граничноЙ степенноЙ последовательвости l,|!teeт вид:

чч
d,2э23i... фJ 22221-. ... -. з2frР.

лозиций позиций

8 этом случае ф= r+z " gч= рa-(1+2)
3. Перво€ вхоlдение подпоследоваlельности 3 3 находится

на одинаковоя расстоянии при двихении 9право и 9ле9о от веплин

u и v (рис.4в). Фрагмент гDаничяой последовательности име-

ет вид:

ul' w

t 1

в Э 3 zФ ... r3 2 2 2 2 3 -...-. 2 э з р.
t1

В этоr,i случае gv= (t+z)+a " grr= po-(i+2+a),где 8 - ко-

личество вершин в подграФе, вчделенном на рис. 4в пунктирной ли-

нией. для определения величиньl а rlеобходимо ЕDщить следуоOlaaо

задачу: мя заданной ведлинн степени 3 (веплинu Т на рис. 4в)

необходиrао найти в граничной последовательности сйепнуD с ней

верlllину TaKyD, что удаление этой парu веп!ин в}aесте с инцидент-

ными ребраш,l делает грао несвязнцнl т.е. по cooтBeTcTвylФleray

ребру граФ моlно "ра8резать" на два новь.х rраоа. Тогда количе -
э2



ство верчJин в граничной последовательности }"tежду найденныl.,|и

ВеРШИНаl.iИ еСТЬ ВеЛИЧИНа а

Алгоритм 1 (G ru rv €-) .-у
!g: Гпаничная степенная последовательность

указание''iположенияверчJин u и Y :

графа G

р.

t
обозначи1,1 х ,

х
Позициtо вершины W

ф с, l".
Шаг 2.: 0пределить первое вхождение подпоследователь-

ности 3 22Z2 3 при обходе граничной последовательности от

позиции Х вправо:

х
ц ? 3 3 .+,...ф з 2 2 2 2 з р.

Шаг 3: Удалить иэ HariAeHHoli пQАпоследовательности
э2222Эвсе вершиныстепени2, а степени 3 уиеньrлить
на l: а 3 2 2 2 2 3 Р *а2 2В.

Шаr 4: ф с,8.,, + 4.
Если левая вершина степени 3 в редуцируемой подпо -

следовательности 32222 3 на шаге 3 не является вершиной
W, наЙденноЙ на щаге 1

то обозначить через ]Е позициlо первой верщины сте-
пени ] при обходе граничной последовательности влево от реду-
цирУемоЙ на gч: подпоследовательности 3 2 2 2 2 3i

зJ

с

uv
аз22223р.

чч
аэ2?2

w
23+...q2З3



илf!'

иначе ф ё giд
все

конец.

В алгорит|,iе l оёуцествляЁтся последовательное удаление
концевuх колец в соответствушtе}r лояграФе и необходrr,iая кор -

рекция граничной степенной последовательности (чrаг ?). Указа -
тель позиции Х используется длв ускорения определефия сле -
д}шlего кольца-ка}цидата на удаление.На шаге Ir проверяетсв на-

личие колец мя удалехия. Трудоеr.iкость алгоDитl.,lа определяется

трудоеraкостьо поиска первого вхоiдеgи, подпоследовательности

3 3 на щ61" l и поиска вхо{Аений подпоспедовательности

3 2 2 2 z 3 на tцаге 3. Так как число операциli мя нахождения

удаляеr.lцх концевuх колец подграФа есть величина порядка

О(вrr) , то трудоеr.кость алгоритма 1 составляет О(В")
в алгоритr.е 2 из пары заданнuх граФов G и Е строятся

всевозмоrнuе неизоr.ФрФнUе граФu, значени, дистанций которых

прикrдле ат интераалу ["rЬ].Дп" того чтобu порой(даеr,tые гра-

ФU бuли неизоr.lорфньDaи , используется инФорr.tация об эквивалент-

нuх 9ебрах .lраФах G и Е . лусть, для простотu, G lE.
Алгор.тй 2 (G ,н,а ,Ь ,GRдрIЕ .сдтю, сдгШ) .
gд9д: l. ГраФl Gr Е поояпков pn и РЕ .

2. ЦеrЕе числа а, Ъ .

Вuход: }lнo,xecTвo попарно неизолlорФнýх графов GRlPlý и

ilнoжecтBo ребер СдТДG Ех(с) , сдтдff Sх(Н) та*"е, что

если L€ Gп.дэIБ, то Iе(Gr8,(ч rчr),(v,vr)) , (u,ur)e
€ сАтдG, (ч,тi) € сАтlя и е SD(TJ) sЬ

}lетод: l. ОПlЭtrВ.СДТЛС,СДРДЕ r- l.
2. Определить орбитьl группч авrо}ФрФизr,@в граlЬВ

G и Е.
3. 8uделить в G и II ребра, инцидснтнuе вGрlли-

нан степени 2 с учетоr. сиr,яетрии. Пустъ ЕО S I(С) ,
ЕЕ S Х(Н) - р.Ора-кандидатt в граФах G и Е для отоlдест_
вления. ,t,

на шаг 2



4. Для неэквивалентнgх веп!ин ребер из КG и

ШI вuчислrть значения их дистанций. Пусть D(C) = Ш ,
э(в)=r.

5. Дл, всех (цдr)еКС цикл

Ilля всех (vrv.) е Ш цикл

Пr.r" DсФi =д' ,. Р"(у-) =а
5.|. Ввполнить алrорит1,1 l (G,ц,чrrýдr)

5.2. Ввполнить алгоритtl l (E;trrvr,\.)
5.3. Вuчислить значение D(r) =Х+tr+ (э11_2). *

* (рG-2)п+ 2(воr+ \n- fon\r) - (эg+ рЕ)+ 1

ý.Ч. Если а sD(!)<b то

!.; + GRАРПý , (u,ur) { ОДТКi , (v,vr) .+ САЕДII .

Все

Все

6. Проверить граФU из GRДРЕg на изоиорФность.

конец.

Подбирая значенив а и Ь, алгорит}r 2 }iожно исполь9о -
вать для порой(дения ра3лиqнiaх ,4нокеств граlDов. Так, если необ-

ходиliо определиrь, с)дlествует ли граФ, постDоеннuй из заданвцх

граФов G и Е со значенией дистанции, равнчм k , то пола-

гаеia e=b=k.
В [rц,l5] локаsано, что для k-граба L , состояцего

rrз h колец, вuполняGrся Э(l) З Ф(h) , .д" Ф(Ь) =

- {{rSь'*зоьа+ 2tib3). мя построениЕ всеэозr.,оtхнuх гра-

Фов из k-граФоэ G и Е попаrаех а.0 И Ьз{f ftln+p")-1) .

На рис.25 показан прrмер работu алгоритr.а 2 дл, заданнuх гра-

Фоэ G и 8. Реб9аrrи-кандидатаr.и для отоlхдеGт9ления 9 граФе

G с учетоr.l Gинметрии явлrDтся (1,2), (2,3), (3,t) и (5,6),а

в графе Е - (1,2),(2,3). верl}rш ребер (5,6) в граФе G и

,5
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пD

l
t G

ffi }

т, !
'.,r

IJ,il 2

!
тJб Tr? TJa Е9 lo

Рrс, 25

(2,3) в графе fi принадлеlttат одной орбите группu автоцорфиз -
l.ioв, следователь но, по Форirуле из п.3 число }€и9оr4орФфUх гра-
iDoB, построенншх из G и Е , доrurно быть не более 1l. Гра-

Фu IJr-Lto на рис. 25 построенU при а=О и Ь . l0ll,
т.е. неизо1,1орФнi.х граФоэ оказалось l0 (отохдествление ребер
(1,2), (1,2) и (3,4), (1,2) даrю изоirорФньЕ граФl), а граФu

D, , !ц r tra , tra построенu при а-9О()и Ь.960. Дейст -
вительно, O(lr) - ВВз, D(Lа) . 907, п(lr) = эвz,
D(!r).955. D(T,l) .971 , D(L6) .9з9, D(L?) .
. 899, п(l.) = эзl, э(т,") = эzl , D(T.,ro) = 963. Ес-
лh k -граФu представленu не граничной степенной последоэа -
тельностьlо, ,ли расскrтриваDтся k -граф|, не алохмiUе в гек-

сагональнуD реUrетку, то мя вччисления величину ф следует

использовать другой подходяlий алгоритa.i.

В следупцеra алгоритiе ос)цествлiется постровнrе граlDов,

значение дrстанций коrорuх отличается от значения яистэнции

заданного граФа a ука9аннох ифтер!алс. dce граФв строlrgя иQ

парч заАанн9х г9абов @ и Е

,6



Алгоритr.а з (G,Е,а,Ьrcпlэпý rсдтАG,ОдтlЯ) .
Вход. l. ГраФu G,П порядков

з = (G,E,(u,ur)
РG nPE
,(v,v.)), D(ъ) =ш .2. ГраФ

3. Целuе числа а, Ь .

Въпод: Кношесr9о попарно неизо!|орфнuх граlDов GRДЭIБ
и ..Holiecт.a ребер сдтдG ý х(G) , сДш gх(E) такие, что

если Ll € GмЭIý , то Lr = (G Л,(ч. ,ur) ,(v. ,vr) ) ,

ъ1 lъ.- (u.rur) € сАтлg ,(ч.rчr)€ cAдlB и asD(L) -

- D(L.,) s ь
Нетод: l. GПДЭIХВ,СДДG,СДДЯ оУ.

2. 8Еполнить алгоритr. 2 (GЛrШ-Ь,It-а,
GRдэвý,сАтАG ,сАтдЕ) .

3. Проверить гра(Ш из i,lно ества GRДЭКl на изо-

lФрФност ь.

Конец.

Если в алгоритr,е 3 полохить esb, Ь = О, то для лобо-

rо граФа Ili€ GRАРНВ ввполняется D(Tr1) Z D(tr), " " "ny-чае а =Оф fO дпст"rц"и полученнuх rрафв будуr r.еньше

D(T.') S D(Tr) . Рассi.отриr. гоаФ D, на рис. 25, и пусть
а . -16, Ь - 10, тоrда результатоri работu алгорrтrаа 3 бу-

Аут графl llr!э , Dro

за(лDчение

В работе изучалась дистанци, k-aр"Фо" - плоских топо -
логических rраФов, в которýх все графи явля|отся соединеннU1,1и

по ребру шсстrугольникаriи и никакие тр, и более гран€й не име-

рт обiцей вершинU. Примером ,аких граlф9 являотс, мьлехулярюrc

граФч ката-конденсированнuх бенЗОиднUх угле!одородов. Для

L -граФа Е , полученного отоlдествлевием gебра k-aр"Ф"

G с ребро,l k-гра9а II , дистiнция представлена череэ

э7



значения дrстанций rраФов G, Е и дистанций отоfiдеств-

ляеt uх 9ец,цн. 
'lля 

граФа Ir рассrrатривались преобразования,

s результате которчх D распадsется на граlф| G и Е,ав
последних отоr(дествлiотся }овуе ребра. Среди таких преобразо-

ваний вуделен кл8сс лок8льнIх преоt5разований , при которцх

структура k-граФа изr,rеняется |lнезначительно", вследствие че-

го вырапения, описUваDцие изrенение д,iстанции граФа, прибре-

таот простой gид. 
'lля 

граФов G и Е сqориуrированч успо9иr,
обеспечивашие сохранение д,lстанции при локальнцх преобразо -
ваниях k-граФов. Результатоa,l являетGя возltоlность cEpontb

k - г9аФr сколь угод}о боль|лих порядкоэ с совпадаоциlrи значе-
ниям, дистанцчЙ. В работе приводятс, алгоритltlч поро,{девия

k -граФоg из парц заданнuх ts-граФов со значенияии дистан -
ций, лехациl.и в заданноr.i интервапе.
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