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нцOтOрuЕ с E}iJlHT}sl ЕскиЕ кOнструкllии

кO}rтруктив}l}lх лOfик схЕх прогрАr{lt

н. н. непей.ода

П9огра}iraнIе и д!|наaiaчсскис mгики,aляDrс, одlфll. иg наи -
боrвс акт5rалrнrх и бIстро рааaraащrrхG, нaпрa!лal{ий a соaDемен-

юй r.а!G}.атической логихе. l|o a Heкoтoport oтHolaниtl ,rбаt про-

ГРа1,0aНa' ЛОГllКa ПОХОfia На КЗНТаlРа i ее.ЯЭuК СОСТОИТ 
'3 

ЛОГrЧе-

о(ой и алгорrтнiчссхой коi.понaнт,ст9опцrхс, по GоtешЕхно рaэ-
нr|}a 3аконах. llооlоlaу интервсна !адача расс}rотDени, Taxl,|x лоrик,
! коrоЁaх яrrк нс содaрrlrт i3}оrо lmоrar.нtнlll о програйяэlt, а

сеr.антика опредэлястс, чaрag реэлrЕуеN.осlь схэнаlФl проrра}+.. 8

свФ очеD€дD, исчислени, лоrик схэц програшr стrr.улируЕl раа-
эитlе сеl'lантик алгсбр отноч€ний l. дрlrгarх riaтеiатrчесхих конGт-

рукцrй, естестaенно, обобш!qr.х схсйg прогрэr.л.. 8 дaнной Dабо-

тэ исслaдlrDтсr BaKoToor,e алгебрэичаск}r€ n алaо6,"r"raaa"ra *оa-

струкц]lи, по9о|lдасшa раGGiотрaниед (онстDуктиa}lJх логик схев
програни [l].

ýl. сrфтаксrчсс{ис aollDocu лоrхк Gхеlt прог9аlоa

Начнсr с краткоrо излd(€ни, осноaнgх l.счrслснхй конструк-
тrвячх лоrrtк сх€ra проrрai'ra и перечи, синт!ксич€сl(их теорен об

этrlх l.счlсленltrх.

0пРЕдЕлЕнIЕ l. пропозriцrонэльн., сигн!туDa Э - непустое

9aзo€raar.oG шФ|r€стaо пропоrиlшоналD}ýх сrхaолоa. ОоDraулJ клас -
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сичaской лоrarки allскааraaанrй над

при по|.оlли свя!ок л , V, Э, 1.

Haтypu Р - слозо ArB , где

ской логhкr alскаэuaаний сиrнaтурl
эиев Д оВ, В - .. Фg9!д9ц.

"8r'"rпл"*"ц""

Р строятсr об$lш.i обрarо

cgr-
А;В - борнулч кл.lсGиче -

D, А назrваетс, щ, -

. Brl... lBL
чaско.l логrки lllcказulaний GиlнаrуЕн D . tDормулr Дl ,... Дп
ЕЕЕIrГЕТТZТIЕЕЪ ,А.' l .. . lДо. В., l . .. lBt,

псд J9ори€й. a данн(п rrc.lисленrоr о понlrиается

сr.гнатуDu Р - слоrо rида Д., l...l tо.
, гАa дt, . . . ;,до lВ.. r .. .rB" - Фoprryru кmссl -

В. ,... Л._ - aе альтaDнативнв.и обе!анrrrrи, U - т!aтологи,
класGич€ской логики, Е - ее противоречиg.

В дальней]еrr a,U, как праaило, опускасх lrпоaaинаниt о сиг -
натурв Р , }€!I!а€ra 9льтернаrивнlе констр!r(тиaнче ttцtлика-

цrи просто альтернати!}ý}t {; через ГlА;Го;... обозначаеtl по-

следователlности (воаишlо, пустuе) lфрхул клa€сической лоrики

!uGказч!аний, раgделсн}lJх | . Таких oбpalorr, алLтернaтtr!ная

иrnликаqия r.rr.eeт !ид f о Д , гяе ГrД нспустtl.

(rd.eт бUтьrпустоa) цноlество сr.нтаксических о6}ектоa, нааува-

енц щ. Вlвод а исчислении,как о6Orчiо, - дaрсaо,лйстья
которого ямяDтся аксио.lаraи нашего lсчисления ,r4бо рассв€три -
aааJlой теор..r l[h, каrд,rй зершин€ постaaлеlк) a соответстэие

наименование прэ!илa !увода l,t сифта{сический объекr, получао -
цraйсt пDи}aенениен этого праaила к объектаr., поставленнIra в со-

ответствие узлаri, нGпоср€дстэенно следупlии sa дан}ul..Докаgан-

ная Teopcria - обlект, отвечаший KopHD дерева.

Вuводйllость 3 иэ аксиоm ![Ь при помоtlи исчислениt

О сбоэначается ТЬ l-о 
'.Теория lDh проrиэоречиза з сцrcле карри (или просто про-

тиворечива) в исчисленrи О , ссли ТЬ Fo l длi лофго син-

такGического объскта 
' 

. ЗаФиксйруеr. нскоторое полно€ исчис-

лефие дл, классичGской лоrlки at|скаgta!аний (сх., напримерr[2]).
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0но будaт ахояlить t качест!с подсистеr.u aо aсе раGсхатриaaе!{ua

в данвой работс хс(uспенlt.
l|счхсл€н}lэ Ъ. Butoд{|.ua объекru - lфрl.улч хлассич€ской

логикlt вlска8uaанrй rr конструкrиutЕ ицIлl,tкацrи. AKcror.u $ ;

Д о Д , где Д - Фор}rула клаGGической логики aUсказв!!ний и

эс аксиоrt. Пр5зила qJaодa Оо ; шdчс роп.в дл, Форtчл

классичесхой лог}rки энск8зIaаний и слaдлtие пDаэr.лa мi Kotl -
структиalfl х иiплrrк!цarй.

Al. Праarr|о силrtогиз},lа;
l оо

А2. Правило услоlного олеDатора i

Д оВ В r

А3. ПDаsило gахе}U услоaий и о6aцаний (правило релакса-

Д +В
AvO oBvD

циr) :

А4. Правило искJ ченноrо Д О Тчуда| т 
.

пРЕдJlOПЕниЕ l. Еслч л .В вdвоочда с чсцuсле8цц
llоuз аксuол meopuu Тh , по оца вавоОчда б Оо из

аксuод Т\ без поцоцu А4.
пРЕдJlшЕниЕ 2. Теорuя Еh пропuворецuва в Clo поz-

Оа u mольхо mоzОа, коеОа ТЬ l,.r L . Е.Уо

Дескриптиaи!аqия конструктиaной ишlлrкации Д ОВ - борну-

ла хлассичсской логики !чска9чa8жй д э В , Фор"уrт, шасси -
чaсхой лоrrки aчсказIваний l - саиа Д

Д эВ В.С 0 эD
А oI)

ПРЕДlШЕНИЕ 3. aclu

цuя l вчвоOчда в классu\еской ло?uхе оасtсаэаванчй

uэ Овсlсрuппчвuэацuu аксuоц Т\ .

соrласуaтс, с классичaской лоrихой.

"оо " 
, по ёесtрuппuвuза-

Tal(иx обDаафr,
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подсистеr{а - lе te, что и з $ КонстDчхтивнIх aKcroi. нет.
конструктивнgе праaила эчвода qлgдцrе;

8l. ПDаэхло liспоaЁого оalзратора совпадaэт G А2.

В2. ПDsэиr|о rаr{енI услоarй lr обечан}.й соэпадаст с А3.

вr. прaaило !ацrlиlзаilия! д \/B ' д\/0 ,
в.0

Jlсч{слениa

0чдо uэ
aozo цчкла.

ПРЕДlЦЕНtlЕ 6. Пропчвореччеоспо

О, . Сrrнтаксичсские объе(lI и клaсGrческа,

Д оД
п

ДlВ, по Д оD оаоо-

Вq. Праaило бзGl(онaчного цихла:

85. Правило оо.О.r, Д .л.д
ПРЕ,ДrlШЕНIЕ \. Правчло счллоеuэла 0опусmчло в Оa.
пРЕдrlшЕнIЕ 5. 8сли !!h

бвэ чсполDзооаlluя правцла бесrсонеч-

llh з oi эrс _

вчваленпна каrdода чз cлeOual|u, упвеwdенuй:
i) tb Fq L.L j

1
il) есла псllсое L , чпо !П,Ь Fo Ди

.l

ДоВ .

'!Д ,l

For Л .В u ТЬ 1-9.|

Д' 'Е., :)

Дl .Br... Дr :,!

Дv0alrv...v\ Дrч ...vAn lВr"...r\ В

iii ) ть
Очсэидю, что обоfrенюё пра.ило !.сло.ноfо оператора Д!

п

v...vB э ВуС

lrw... чЛл о Btv ...vB.
доцrсtиrю " 0r . В рaсl}rренюй clcTerre 0| эцt(шнено

пРЕДlшЕнllЕ 7. lсаrёай вчво0 l оВ в oi доrеп
бппь переспроеа в вчвоё слеOуа4ей спацdарпцой бор -
лав Ol ,

ЛчС о Bvc
А оС
52
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еОе Л1 .В1 - лuбо ахсчоцч '!2l , лuбо заrслlоченuя

правuл оцuбrч, а вавоёu форлул хлассuческоt лоеuкu
васказuваiuй 1Д, ЛvС эlrч..о vlor Brr...
... v в эвvс прuвоаяmся а классuчесхой лоzчrсе

!
васказавd,нu.

Иqчиqлёнrэ О. . Синтаксические объектr - Фopiryrн клас -
сической логики эчскаsUваний, альтернатиaнче инпликации и crlo-
ва вида | , где Д назы!аотся 9gщ-Щ9!1 кrвс-
сrческой лоrики arчсказUваний. Классrческэ, пqдсисrема, как в

Ол . Дополнительнgх аксиоai нет, дополнитепьнtе правила BUBo-

да следушlие:

с!. правиrю соедивения альтернilтив:
пl

г.д

г -)

г, |Г. . Дr lЧ
АлС2. Правиrю 8ацикливаниi:

С3. Правил8 переста}юэки:

г о an lrlВl
г . д.! lB|AlAs

ГlА

С4. Правила ослабления:

В|Г оС|Д

]Д|В]Г, о Д

Гп| ] ]Г. lА

8 о,Д ГrАr[|ГоА ГоД]Д

в эв

,

д ГrА'i.Дir'В |Г l Д

дэ
с5. flравила заr,tенa| услоэий:

Лr .{.,]Г +А Г оА]В'
,

Д|ГоА

С6. Правило бесконечного цикла:

с7. правило о.ибкr, Д-.
ДlД

ГоД|В
lоД.
,L
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С8. Правила отвержения: Аэв #в 1д А вл, 
-, 

_.
#л#лв

Синтаксические свойств" Qo аналогичнч свойствам Q, ,

но А оВ и 1д ос здесь ухе не образуот противоречия.

Исчисление а- . Аналогично О. , с за}rеной правила

бесконечного цикла на правило бесконечного спуска со счетннr,t

}rнoжecтBori поснлок:

84l. Правило бесконечного спуска:

Ао 'А.! А1 ' Да ''' Ао' Ao+t 
.

1д

Исчисление О5 аналогично по своиl.l свойстваtl Q., , но

правило бесконечного спуска )д(е неустрани1.1о из эьaводов конст -

руктивнчх иttпликаций, и, соответственно, в норйальной Форме вч-

вода конструктивнче ил,iпликации }rогут встречаться в выводах

классических Форl.iул.

ПРЕДЛOПЕНИЕ 8. Еслu сuенапgра Р rcонечflа, по

trh |-о, АоВ поаdа u полоrсо поеОа,коеdа lIh ForA +В.

0чевидно, что правило бесконечного цикла является частныl.{

случаем правила бесконечного спуска.

Исчисление а- . Аналогично Q- с за}iеной правила бес--_
конечного цикла на правило бесконечного спуска:

Ао +А] l ... р]ol

l| ol| |...lд. . ... дJ
1

'д" ,lo
l... F;

1 п
t 1+1

1

д| *л|+i 1...l{1lr... Доir-

#Ао

n,I'
t

t
+t

|. -. ц'i'
о l+1
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Qб

Аналоги преалоrсния 8 имеDт riecтo и мя Qa ,и мя

ý2. 0тноцени, и полaот|iощени,

в) ограничение отношениа R на предикат Д

д г8= (ф,t)]в€д& Ф,t)€R};

Введеri систе}iу понrтий, исполь8уеr.ур в наllих сеriантиче -
ских расс}tотDениях. Это - пDедикатв, отнощени, и полиотнощениа

на HeKoTopox llнolecтle 8 и операции над хи!l}t.

0ПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Щ* ý - подмношестю gХ 8.0т-
ноtление В о.rределено в 8€ ý , сслп с)цествует t€ ý
(srt)€ В . Если 8 - частичllо упорrдоченное мюrrествоr то

В gф9lщ, если (Brt)e8 влечет t <В Полиотнqде-

ще на g - тройка (ПДrВ) , .д. Ц€ Ш. }€ П.
В Е(Е:l] х S) х ( [1:t]rý}Попrоr"*.rп. необраrиliо, если

((1rв), ( J,Ф)€ R элечет t ( в. Пред"кат на ý - подr.rно-

жество ý .

0ПРЦЕЛЕНИЕ 3. 0псрацияrи над оtнqленияr.и, лолиотноuенrя-

raи и предикатаraи ,JllDтся:
а) коa{по3ициi отношений;

Rro Re=t( B,t) l ]ч((g,ф € R., & (ч,t)€ Ва) } ;

6) соединение отношений:

Rlu Ra= (ф,t) |(B,t)e Rr ч ( B,t)€ Rа) ;

r) разветвлaнхе отночений R, Ra по предикатаrr .l,й

и Вl

lf д +R_E В +R_ fl =

=((B,t) l(s€ А s, (B,t)e пr)ч (в< В & (9,t)€ R2)};
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д) итераqи, отнdl€ни, R с инаариантоr l и эчхqдоrr В:
(п lд) rз=

- ((B,t) ]Vr.,т.((rr,r.)с в о в.е л UB)&

&Jзо...gr(gо= .&Bl= t&vt€ Е:!-1] gr€ л& в!€ в&

&vt < д (в. Fл*i)с в;
э) соgдrrнэниэ поr!иотноllaний :

Фl.klrВ1) lФ2,tsдД.) = Фr+ D.r L.+ k. r

(((l,B), ( J,t)) l(1 <r=n.' & ((r,э), (J.t)cnr)v
y(пr+ 1ýt sз. & ((t-nr,a)l (J-ts',t)) с Ва)) D ;

п) хоrrпозиtlия полиотнФЕний i

(дЁ,аr) о (kдrВа) =

= (пд{(:,у) | Jз(( х,л)е пп & (а,у)с B")D ;

з) итерация полиотнФrcний !

( дЁД). = (ь1$-1,
(((rrз),(J,t))l( Jао...во (вов э & эо= t &

&(ё+1,зо),(1,вп))св g

&vт€ Е!а_2] ((1.ъ),(1,ъ+i))€ R &

ь( (1,Bo_r)r(J+l,B))e п)ч(ё+1 ,в),( J+t,t)€ R D;
и) переи}rеновани€ aходо! и aUходов поrlиотноцеЁrя. пусть

l - зспду определевное отно|lение 
".,,,ду Р:l.,] , [1:а] ,

t - "е",ду Е:ts] " [1 :L., ] ,
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a

(п,krR)( o,Y ) = Ф1.,k.1, t(ё,в) ,(j, Ь)) l

:lt{,J., ( 1r,в) r( Jr,t))€ R &

& ( r,ir)e О& ( JlrJ)€ Y) ).
0тношение В реализует переход между предикатаtt4и А и

В (R @ Д оВ ), 
""r,n 

мя всех вrt, в€ А, (Brt)c R,
и}iеет !tесто t€ В, и дlля ка)(дого Е € Д отноц!ение R опре-

делено на s
Полиотношение ( ПДrR) реализует переход }rexqy преди -

катаl.iи А.1 l. .. , Аr, и В., r... , Вts'

((п,krR) Ф Arl...|Ao . Btl... lB. ),
если для всех ( trЁ) , ( J ,t) при s€ А
( J,t) € R иrrеет место t€ Br , и если

определено на ( i,g) .

ПРЕДЛOltЕНИЕ 9. Еслu
mо ((д r пlU в 'R.).

иt
в€А t

@ (д rB), R. @ (в .с),
'С реалuзуеп переtоО

(( t,Е),
,то R

R1
в)

опАrcС
ПРЕДЛOilЕНИЕ lа. Колпозuцuя полuопноченuй варазuла

через uu соеOuненuе, uперацuа u переuленованuе в8о-
0ов u вахоOов.

докА3АтЕльсТв0. Пусть Dr= ( пrkrRr) , D.= (krlrRJ,
(:.,t-n)e О при 1 SiS n, Y - тоlrдественное преобразо -

вание [1:k+1] . Тогда
k раз

,--.J__l

Dr о u.= ((nrrD.)(orv )) "" ' .

Эти лемlоl показываот логические причины отсутствия силло-

гизl.iа в O.t " Оо : замена композиции на объединение и ите-

рациlо ..ior(eт быть функционально неэквивалентной, но реализует
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ПеРеХОД xctЦy Тенlr rC npeд]rкaтarr.r. Зa!.Gтrr qle, что раg!€т! _

ление отноlllсltaй araразralо чaре! l|х оrраничение l GоGдllнснйе.

КлаGс отнq!Ений нa S Or -gдщ отl*lситсльllо клэс-
сa предикатоa П , если он larrKH).T относителýно операчий

объедr.нGнrr, огDанич€ния и итерацrи с предикатar{ из П .Класс

полr.rотноцеrий на 8 Оr-щщ., aслl,t otl зar.KHyT от|lосит€ль-
но операцrй ограничсвlя, сосдaнениt и конпозraции. В далrнсйшем
предполагaетсr, что эсе plcclк)TpeHl*lс кmссI отнФЕний (поли-

отноцев{й) содерпaт оr}lqrGнtе с пустU}i граФ.коr., обоаначаg -
rое 6

ý3. [lолнота Oq, О,, Оa

Теперь расс}rотриra классt интерпретаций, соот!етствупrе
иGl.i€лефlяr. оо, о,, об .

0ПРЦШЕНИЕ 4. 0цснка - Ф),нкцrя, стазilая в соот!еlст.ие
пропоэициональцa. буквa}r из Р gначеrrrя щ либо лоrtь.

Д,-терпD€тац"! - непусrоa яllо|(естaо состояний 8 BrrecTe с
Функцией З , стаar]ей a соатlеtстaхе к!|дону В€ 8 яепу-

Grо€ мнопестlо оценок З(В) . lорr.rулэ кrвссrrческой логrrкх

эtсхазrваЁхй Д истинна в в (обо!начаэтся 
'tд), 

если

Д истинна при вссх оцснках из Z(B) Iнтерпрстаци, Е!щ-
ш"а, если Z(в) однG)леrентна мя aсех В .

Частично lrпорrдоченное ..нqестaо Ф!rндlроaано, ecrrr Jrэбаi

убtl!ашaя цепь ! нем l(онечна.

0ПРЦЕЛЕНИЕ 5. 0л-_щr9рgщщ, - пара rз раэрёrrr.оt
."терпретацr, (ýrZ) и 0о-занкнутого относrтaлl.о клас-

са предикатоэ Е= (( 5|BBl}|r - Фор}rул. шаGсrrчеGкой ло-

гихи .чсказUсаний класса отношений В. or аg]эд!дgJэщ. -
пaра rr9 рa!рqлиriой ,нтерпретaции ( В Р) ,a хотооой 8 ямя-
етGя Фундrрозавli|ra частично упорrдочен}чra }a|io|IGcтiolarl! О1 -
занкнутого оlносиlельно Е класса необDатrrýх от}rосGнrй П .

JЪлее , О" - пара иЕ rнтGрпр.t.qиrr (S,r)
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гд€ 8 - Ф}rrцированное чаGтич}tо упо9iдочснноa r.Ho.!€cTBo, ,
Оп -эавкнутого lФасса нGобратrнIх полo|отнdtений R.

По прrчинах, IIаGняеиUв дaлее, О., -интерпретации ,a-
попьзуDтся для,иGчrслсния Q, r оa -интерпретации - дл, 06 .

0пРцшЕн]lЕ 6. 0о -интерпретаць, ( 8 ,r, В) язлястся

реализaцией Оо-теоши llh , если все классические ахGио-

шr lDb тоцдесtaен|.ю хстин|fl фa 8 и мя ,шбой конструк -
ти.фой aкcroнI Д lВ найдется в€ п , реализуlоtсG пaрG-

ход от (в]вF А) к (B]BFB).
Го.оDrrr, что Д .В (ГоД) реализуева э О, -интер -

претaциr, еслr найдGтся R€ В, реализуэqее пер€ход от прс-

дaкатов rlсrинности еg услoarй * npain*ar"" истинхости сс обе-

]анrй.
ТЕOРЕ}Ц l. а) Тh Fоо l поzёа u польtо по2Оа,

коaOа аts л оля лlобо2о з uз оо-uнперпрепа
цuч, являlоцейсл реалuзаццей пеорuu 'Ib ;

6) тh Fq l, сВ поzёа u полDко по2ёа, коеёа

д ов реалuзаела в лlобой 9о -uнперпрепаццu, являа-
цейся реалuэацче , пеорuч ТЬ

ДО(ВАТЕЛЬСТ80. Части "только тогда" тривиалtнu, сэодят -
ся к коррекl}|остll правил эuaqда.

&Iдg. ,llоеtаточю докаЕать, что acrll Д невuводиrrа в

Оо из Тh , то G)ц.Gтвует реализа1.1и, Оо ( 8 Л, Ф," *о-

торой Д неист}lнна, по крaй}€й rере, мя некоторого 8о; ес-
лl Д lВ нэ!ч!qдиr.а в Оо ш lIb, то слестауGт реалиЕа-

цr, 0о , в r<отопой А оВ Hep€arlilзyeвa. Дл, этого посrро-
иr "точнlrо| рGалиаац}Ф ТЬ , в которой лобая Фор..ула класси-
ческоЙ лоrикra aalсказIваниЙ тqдестaенно иGтхнна,огда}l ToJlbKo

тогда, хоrда онa зIaодllхa, пОэя ДоВ реалrзуеrа тогда yl

А оВ.только тогда, хоrда !ЕЬ, l-Qo
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Пусть Д - raноr(eстю всех lDор}rул клэGсической ,кtгики вu-
сха3уваний, вIaодимчх э ть , а 8 cTpor.rTcr как rнolecтBo
!сех оценок, нa котоЁ|х истинн!. все Форr.!.лu и9 .| и 8 mре-
делrется как т дестэенное преобразо!ание ý. Для каlвой иlrп-
ликации Д оВ , вrводиной иs !Еh прд п9rбц11 Оо ,cTporrB
отllоOение вд.в=(Grt) |sFА&ttsв}; В - се"rейстзо вссх
Вд aз . 0чевияно, 8 заrrкнуто относительно ко,.по8rции, ог_
рaнt.rчерti и соединэнrя. В построенной юдеrrr loB Dеали9уе-
rto тогда и только тогд5, когда ollo вчaодиr.о 9 Тh ,и l ис-
тинно тогда rr только тоrда, когда оно вчводино з ![Ь .

Построение точной aaоделr4 яt}ляется на|дих ocнoвHur. rЕтодоli
и в дальнейrап.

ОПРЦШЕНИЕ /. Оr-интерпретац"я (ýrz, В) язляется

реализацией о - (Q- )-теооии ![h
аксионэr l[b то|дестэенно истинl+| на

реалиЕуеЁl.
Оa -интерпретациr Grr, 8)

, ecrar все классически€

ý,аконструктицrrе-

iвлrется рсалиrацией
О" ( $ )-теооии |!h, если все кmссические аксио,u ТЬ
точдественно истин}ll на 8 , альтернативrсJе иtплNкации-аксио-

t{, реалиэуеЁl, а для аксиолr вида lrД не сучестэует ни qдно-

го В такоrо, что б lB Д .

ТЕOРЕilА 2. 4) Еh Fo5 l поеOа u полоко по2dа,ко2-

ёа а ts l 0ля л|обоzо а чэ любоl7 О;uнперпре-
паццч, являрцейся реалuзqцuей пеорuu Ть;

6) тh F л.в mоеаа u mолоко mо2ёа, tоеоа
ъl ов реалчзуеда в лобоп lп-чнmерпрепацuu, являю-

цейся реалuзацuей пеорuu ТЬ, .

до|(A3АтЕльстВ0. строи}r точнуlо реалиаацио тЬ преrде

всего, 9аметиra, что если Дh непротиэоречива,то иiееtс, та-

кая оцGнка ! , при которой неистинно ни од}к} из усло!ий кон-

етDукrивнrх и плrкаций, эчводиr|ýх в |ВЬ . В caнor. аеле,прсд-
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полояи|a протиэное. Если мHox(acтBo Д условrй иraплихаqий, вч-
водиrФж в !!!, , такоэо, что при какдой оценкс вчполнено хот,
бв одно Л€ Д , то ,iнolrecтBo отрицаний 1Л неэtполнимо .r,

следовательно, по reopeнe ко|iпакlllости классической mгикr !r-
сказчваний в неи есть конечнос нсвuполниr.оa помноtllесrэо
(1Дrr..., \}, "*".rr,ДrV 

... VД. тоrАественно истlн-
}Ё, и из вuводиr.uх в !!Ь иr,rпликаций Д, о Вr r...; Аrо Вr,

эчводиr.а в О., инплихачия U оU и, значит, ![h противо-

речива.

Если !Еh противоречива, то она не иlrеет реали8аqий. Ес-

ли Ie она непротrворечивэ , то иll{ертс, оч€нки, при хоторчх все

клаGсические форнlirtu, вUводиr.uе в llb , истиннu.l'lноrество s
строится из пар (Вrф , где Z - TaKal оценка, С - счет-

нrй ордrнал. 0пределиrr отноlлс}raе ( на rноrествg оqенок сле -
душlиr. обраао+r: Zt 12" , есл. мл ка|Iдого А , такого,

"то 8а F Д, слествует В , такое, что !r lЗ В ,
тh ьо д ов. ввиду наличи, правила бесконечного спуска это-,
отнощение Фундиро!ано, а ввиду допусти}rости пра!ил сиrlrlоги9llа

ll бесконечноrо цlклa о}о,вляется отllо]ениев частичноrо поряд-

ка на оценках иg 8 . Соотвстственно ордriнал оцснкr а оп-

ределiетс, тDансФинит}юй рекурсисй: 0ц(z) = arp On(y). ва-
у<.

зrсоr этой транq|.r}иrюй рехурсих слуrат,оценки, суцесt!ованrе

Koтopt|x )rстан(raлено в начале дохазатсльства.
ПуGть G = вtrD 0ц(в} Тогда

s= ((zlфlчл(!ьFOrл&rts^) &с: Ф(з) & сJс },

z ((ZrrФ) есть просто 
'r 8 опrть-таки состоrт и8 от-

}юrений Bl ..в ,lля sGGx 8Ь Fot Л.В . 3arrKнyTocтb В оr-

1.1осительно опсраций соGдиненrrl.l ограничaния очс!иднa.Рассriот:
p}r.. операч)Ф ит.Dацrr. Пусть Вrв (В^*a C);D. Докахех,что

Bn= Пд оз &D. ОчзrиАно, что В, реалиrует Д О В & D
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значит, Blý Вд.в&D. Тсперь пусть !i F Д, 9 < с,
Еа ts В & D. Тоrда 1(z' lФ ,(z., 9) € Вд _з и, по опр€-

деленио итерации, ((8r,ф .<Za,F)e Bl .в &D . Доказателý-
ство заa€рl!с}€.

СЛЦСТВИЕ t. ДслI сц2наmара Р конеqна! по
ть l-., д -В поеdа u польхо по?dа, коеОа L оВ реа-Yl
лuэаела ао осе, Q{чцперпрепацuяr, я€ляlоцuася

реалцэацuяпц Тh
ТЕОРЕЛА 3. с) Тh F., l поеОа u польхо по2dа,

'с
коzOа З ts Д dля лlобо2о З uз лlобой аa-чнпер -
препацuч, являюцеася реалuэацuей пеорuu .!h ;

6) Тh F.aГ . Д по2ёа u полько по?dа, коеOа

Г о Д реалчэаеца в любой lr-uнперпреmацuu, яв-
ляw|ейся реалusацчей пеорцu tЬ ;

6) пь F., 
'л 

поеOа u полDrо по2dа, хоaёа нuUa
dля xaKoi \ -реалuэаьuu (Brsr8 | пеорuu |1Ь,
хu аля tакоzо в€ в ,le вчполхено a F д

Дока!ательст!о анаrrогrчю дока8ателrстaу теорецu 2.

СЛЦСТВИЕ 2, Еслц счеiапура Р копечна, по

ТЬ F11 Г. Ь поеОа u полDrсо по2Оа. ко2Оа Г.АIб

ремuзуела в лtобой О;чнперпрепацuч, я€ляlочле ся

реалuзацuей Е\ , u аltалоzuчно Оля оспальна, пухк-
пов пеорецч З.

Ит€к, логичaскис сисrапu е.. и Оa окlзчзаотсi полнt

з случае конечlflх сrlrнaтур, в случаG пG бесt<онaчнuх нсобходи}rо

,Gкmчить убU!ацшrе цaпt тr{па Dо a Pr r D.| о Da 1 ...,
..., Ро . D.11 l...

0твсти1i, что, хотя трсбо!аяиi нa хлассl отно!анr.й нa!еrfl
их иfiтсрпретаqие0 в качестаa сG}.антик схев проrрaмN, oорraально

понlтие cxerjч прогDахra оха3aлосr a данно}l иrло сl.{и и3rl|llниl..
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ýq. ИMrr)rнHue интерпретации для gi и Or
Несколько неудометворительнuri эUглядhт, что при!ле{атaлl-

нuе с синтаксич€схой точк,r арения исчисленил Or и Оa ока-
зались корректнч лнлD дrl, конечнr|х сrгнаtур. }io полоlение мош-

но исправить, рассматриaая более KoHcTpyKTrBHue аспектU интер-

претаций этих исчrслений. В ca}roм д€ле, содерlательно mбое
ltсполнение схеиu проrрахra обязано бgть э(фехтивнura, и, следо -
вательно, определrе^lов ео отющение рекурсивно-перечислхмо.со-
ответсr!енно в исчислении Q ., rоt содерпательно доrшнU потре-

боsать разрециr.ость оrl{ощения 3tsД на ý . 3ти усиления дарт
возaiох(}lость сделаrь ll ослабленис: дл, того, чтобu гарантиро-

!ать заверценlе рaботч програtl}t, )ле не обr9ательно,чтобr. всс

убUвацие цепи по oт}tolllЕHиo ( &tли ковечl*l, достатачно,чтобl.
обр{вались вl|числиliце цепи.

0ПРЦЕЛЕНИЕ В. Щ О, -пrr.епееr.чщ - троЛка (8,
g, R) , где 8 - частично упорядоченное r.ноr(еGт.о G условrев
обршва рекурсиaнIх ]6uващrх цап€й: aсли f - рекурсивная Фунх-
ц"я и f(a+i, ) S f(n) , то нножество таких д , что
f(D+1) < t(П), "оrе.ю; ! - частrчно-реку],сr.ная Функция,
всDду определaнная на PXS и стааяtllая ! соотaетстarе каrдоi
паре (Р, В) О ,ибо l (лоfi|ь r.rrи щ!ц) , П - сеrrейство 9е-
курсив|{о-перечисr иuх отнощений, оrраничения Koiopýlx на 8 не-

обрати|фl и 8lr.Kнyтta от|lосrrельно со8д]lнениt, ограничени, по

предикатав (В|в ts Д} и итс!rации по ни.,l.

Иrir.унная Оa-!ц9щп" - тройха ýrz, В) ,где 8 -
частично упорядоченно€ }a}lо е€тю с условие}i обЁrва рекурси!lцх
убувацtlих цеп€й, В - сейсйстзо перечиспииuх нультиотноIlений ,

огра}пiчсния которчх Hil 8 необDатиlfl и aariкHyTl относиrельно

соемнениr, итерации и пе9еиraеноваl.}l, входов-эчходов.

Понrти, f -дц!щ интерпDlетаций, где f - Функцля из !
l Ш,обраsуотс, рGллтивиэаqией этих поняrий на рекурсивность

отltосительно t .
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тЕOРЕilА 4. Еслu нlоtеспво паtuа 
'разречuло, по:

, qnoT ъ Е
1

а) Тh 1-., l, поеOа u полDrсо по?Оа,ко2ёа ВЬ Д-t
dля любоео В uз любой uллунной 9 ,-uнперпрепацuu,
являацейся реалuзацчей |IЬ ;

6) ТЬ l-л Л.В поеёа u полько по2Оа, коеdа
'lЛ.В реалцзуела в лlобой uмунцой О iцнперпрепа -

цчч, являrоцейса реалuзацчей Тh
до(Aздтшьст80. корректность исчисления Q1 отltоситель-

но иt{raуннчх О , 
-интеDлретаций усtанэвли!!етGi легко: единст -

9еннчй нетривиаль}aUй пункт - прalrло бссконечного спуска. Но

Едесь, если рсализуеriо Д -Дrто ]к) перечислиtaости отношения,

его рaализуOцего,llu )iогли бr по в ts д построить бесконечнуо

у69вашlуо эlDФективнlm цепочку gо- 8Fr,вa 1roo TilKtX' что

эt F л.
Полноrа опrtь док€9t!аеrсt построениеra точной 9еап,lз€ции.

Так как D ра9решиaФ, то у нсго с)цсстaует сстестаенн8, aычи-

слиraа' н!rверация V . 3аФarксrрус}i таххс !8аипно-оrlноЕначно€

соотaетствиa меrду D и xeкoToEluн иt{r.yнHur. [3] ннqествоя Х:

U.t . Под вuчислиt ой оценкоl буден пониrrать обlерекурGи!нуD

Функцио 9 , буд.в гоsорить, что оЬ,) . щi (щ),
ссл, 9(1) = 1 (9(r) = о) вrчrrслиrrая оqен(а ý9щ:Ед
если при н€й истиннt вс€ хлассическrе Форвулu, О.l -эuэоли -
rrrre из llh Так как llh раэрещиrа, то суцес?вуDт коррект -
}ве tuчислиr,Uе оцеф(и.

Определиrr еанг р(QЛ) оqеЕки 9 от}lосительно конеч -
ной подсигн.турý Q сигнэтуфl Э , Р(9ý) = О, ссли 

"ет
}or одной конструктивной и.плик8ции ДоВ сrгнатур.l Q ,BrrBo-

дrrlой в Тh с Q., , такой, что 9 F А, в проти!ноl слу-

чае он равен r.аксrйальtiоr.у а такояу, что Тh Ро
l
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..., |Ih ьо..

натурц Q ,

Ao-t aАо r ГА€ Абl...rAo

9=q.
- ФорriулU сиг -

}lHoKecTBo

гёделев номер

8 состоит из кортеlrей [" ,ОД]
корректной вччислиllой оценки,

,гд€ е-
€l - кортех(

[J.., l...l to] таких, что

при всех 1 S J <П, k-
в(лх, (эХх)r{чл(ir),...,vпбt")D; [е, оДJ > [errorrkr],
если О = Оr, k., ( k, либо О С Оо . 0ценка, cooTBeTcTByKr-

цая [е ,оД] , есть общерекурсивная функция lX.( Э) (х) ;

8д.в - ll*o',.ecтBo всех пар ([еrоД] , ["., ,о1 Д1l) ,гд€
Д о В - Фор}rула сигнатуры, определяе}rой О r, [е l O9k] 2

В опять состоит из отно|ц""пй Вд .в для всех Th FоrД rВ
Так хе, как в теореме 2, ДОкаЗýВается Q.r-замкн'утость

R, 8 удовлетворяет условиD обрчва рекурсивнuх убuваrощих це-
пей, так как по бесконечной рекурсивноЙ чепи r"tо)t(но бuло бы по-

строить бесконечное перечисли}lое подrttножество Х ,котороrо не

с)д|ествует. l|алее доказательство теоремы заверщается так ж€,

как теоремы 2.

слЦстВиЕ 3.Еслu ц,lож:есmво форлул, вавоOuлыt в

|Еh с Ql, разреаuло опносuпелоно f , по суцесm-
вцеп t - u!4ланная 9r-чнперпреmацuя, являющая-
ся mочrlой реалuзацuей Тh

Аналогично доказьaвается и Teope}la полноты

ТЕOРЕМА 5, Еслц пнохеспво пакuа F ,
'оо 

&

разречutцо,
а) тh

Оля лtобоео g uэ любой uJ"ulцнной 9l п-uнmерпреmа -
цuч, являюцейся реалuэацчей Тh;

t.,€ Хr..., in€ Х, ls( tJ*,
НаТУРаЛЬнОе ЧиСлО, Не riteнbmee

а

о0
,lпо |Eh

'о.
А поеOа u полько mо?Оа,коеOа в F Д
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6) l[h FопГ о А поеОа u полько mоеОа, коеоа

Г о А реалuзаеда в любой tltlлyHHoй а, -uнперпрепацuч,
являюцейся реалuзацuей 8h ;

е) |!h 
"оaо^ 

поzОа u mолоr€о поеОа, коеОа Hll

Оля rcакой llJ"lлуrlной ýla-реалuэацuu (8rz, 8) пео-
рцu Еh нu 0ля какоео в€ ý не ваполнено В F Д.
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