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0 связи 0тнOситшьн0 кOнструктивlнх систы
с трддиlиOнБOrи пOдхOдд}rи

С. П. Oдинцов

понатие "относительно конaтруктианuе систеlъt" бuло s9еде-
но К . Ф. Савохaаловrrм [l]. 0пределяя эти сист€ицrа!тоrl [!] исхо-

дил из тоaо,что хонстiукrrвнuй сиD|сл слоll(но)l olopнyrъl опрсделя-

етса только ее анещней связкой и структурой дедуктивноrо аппа-

рата тсории. Это принqипиальное оirl|aчие от lаких традиционнцх

подходов, как ,rеalлиgуеl.iоGть по Клини [2], где конструктивнrй

снчсл оорt{улu редуцир)rеlся к конструктивltlra сйuслаra ее консти-

туэнто9, и от ?еории хонGтруктивннх моделей [3,rл.6], где ре -
чёетса aопDос об алaоритr,9rческой слоtхности проблеt.ъl истинности

для различнфх классоs Фор.,rул на юдели. 8о второ}a случsе lu aо-

обце иrrеем дело только с r.ассовur.и проблеr.аии и !опрос о хонст-

руктивнов сянсле конкретной Фо9r.улу оказuэается лm!еннчr. с!|ý|с-

ла.

Цель данной статьи - проследить связь лрсмохснного под -

ХОДа С Д9)11.1Я УПОiЯНУТUНrl ТРаДrЦИОННutiИ.

OcHoBrrrre понятия работu [|] не обцепринятu, поэтоltу иr.GG'

снrсл привесtи их полностьD.

tlu будев работать с об.lчнr.н язчкоlt перaого порядка Т,

сигнатурь. о G лоrичсскиш. сивволави &rVrэ.VrЗrl, rдa

.L - атонное ввсхаgувание "лоttь". "Равенства'| нет, если это

специaльно не оrо!орсноi IL - Mнotl(ecтlo замкнутrlх терraоaл
яэuка D .
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Пусть l[ - исчllсленис, в а3r.ке !
Т qорrальнш,r, еои иrrошество lElrn(!)
}Ю ПеРеЧИСЛИr,Р; ПРОТИВОРСЧИauli, еС,ЛИ

E(D) - 
"ю*ество 

вссх Формул ,gUKa

[l, c.zt -lz]. назове"

Teoperr !Е эФФaктиa-

Тh(т)=!(1,),.д"
D , и непротиэоречивl,t,

если J. / тhц(т.) . вrcсто 9€ т!щ(т) буде,.. иноrда пи,

сать !Рр 9.
Следуя [r], для лобого Форяального Т в Il опрсделии

специальное ..*o,iecllo С(Т) борrrул r D
0прцЕлЕниЕ l.
(i) Если О - ато}rная ФорNула ! , то 9€ С(!Р) тоrда

и ,олько тогда, когда Ое ТhД(Т) ;

(ii) если 9 иrаеет gид

тоrда и ,олько тогда, когда О
(iii) если 9 ,rieeT вид

тогда и только тогда, когда 9
(iv) есл,t о иl.lеет вид

r с тDп(т 9а

(о, & 9. ,то
,
,То

,л,92

о€ с(т)
€ тЬд(т) ;

ре с(в)
€ ЕЬщ(т) ;

9€ о(т)

)
)

(р, )
зl (9.э9.),rо

тогда и только тогда, когда Gуцествует эФФGкtивное (эообче rо-
воDя, часrпч"ос ) отобрапение Ал * иа riнoжecтBa !сех

'9ar9a 
иа riнoжecтBa lcl

в |[ доказательств э се6r, такое чtо если t - доказаtель -
ство в !D qoprryru 91 l то Ао

.l 4, ОПРеДеЛеНО на Х

п л (х) - доказательстэо в |l Фор"rулrr 9 а;9r тз
(v) если lp иrrеет 9ид !х 9r(х) , то е€ С(Т)

во !.Ho ecтBo эсех докаэа

тог-
от-да и топьхо тогда, когда суцествует эФФекrиaно€ тотальное

Д vr9r(x) '" Ъ
тельст! в |! такое, что Д

t! Форнулч o.(t) , tC Оо;
О ,r.ieeT вид

ображение

(vi) еслi
тогаа и ,олько

- ДОкаааТСЛьСТlО В

l

3х 9r(х), 1q 9€ О(Т)

(s) (t)

, iогда дл, некоторого Еаraкнутоrо терма t
в ! имеев or(t) € ТЬд(Т)
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U_
ственныrit образо..,t заданu сигнатурные операции: f Л(t

..., rо) =f(trr...rt;). Под эрбрановой модельD языка

пониr.rае}i любуо модель этого языка, заданнукl на универсуtiе

Формулы из С(Т) будеr.r называть конструктивно истинныtltи

относительно Т (Т: -;rстинными).

0ПРЦЕЛЕНИЕ 2. Форrqальное исчисление Т в Ir называется

конструктивной системой, если всякая теорема Т является кон-

структивно истинной относительно |I . Конструктивная систеr,rа

называется точной, если всякая конструктивно истинная относи-

тельно Т Фор,.1ула до,,аэуема в Т

вается lrtнo){ecтBo замкнутых Tepr,roв этого языка. На

Напомним, что эрбрановыlt универсуtttоttl U1 языка Ъ

U!
назы-

есте-

чL
так, что сигнатурные операции совпадаlот с заданны.ýtи выше. Та-

ким образом, всякая эрбранова tаодель 'TTt полностью определя-

ется мношеством за}|кнутых a'olrtHыx Фор}rул tP(T) lйl :.РG) } .

Эрбранова !rодель называется разрешимой (эФФективной), если раз-

рецrиltо l!ножество гёделевых Holr.tepoв (бескЕанторных) формул, ис-
тинных в этой модели. Понятие разречrиttой (э9qективной) эрбрано-

вой модели является частны1.1 случае..1 понятия сильно конструктив-

ной (конструктивной) лiодели. Это следствие того, что эрбранов

универсу}r и стандартные операции на Helt допускаот естественное

эФФективное представление. Связь }4еждч/ точныl..lи конструктивныtrlи

система},iи и разрещимнl.tи эрбрановы1.1и r{оделя!lи устанавливает
ТЕOРЕilА 1. Пуеmь Т - цепропuворецuвое формаllоное

чсчuсленuе в т., . Исчuслеr.uе т я.вляепея поцной
конспрукпuвной сuспемой поеOа u :!1oJ,ioKa поеOа, ?{оеOа

ТЬп(Т) = Tb(?rt) , еое ??t - неrсопорал разрецuлая
эрбранова лоОелё яэdка Т,

ДО(AЗАТЕЛЬСТВ0. Пусть |I - точная конструктивная систе}iа,

т.е. и}rеет riec'o равенство С(Т) = ТЬЦ(Т)
ределии следуццим образо,.i :

,|,

I,

|7ц

}lодель {ft, on-



ац + 1э{Е) 1э(i) с ть,(т) }.

Докахем индукцией по слоlхности Форrулu, что истинность в

совпадает с доказуемостьD s |I .

й\

й?а е 9, v 92 Если йlT F 9,| v 92 , то 'l?tn е ч,

i) Если 9 - за}.кн)lтая атомная lDорвула, tо lrl л Е 9
тогда и только тоrда, коrда Т Ь 9 по ono"o.n".ro '1tr.

ii) пусть 9 = 9.i v 9r. Если Т l- 9 , то 9е С(Т).
Следовательно, Е F Q.| или Т F 9z , и, по индукционноl.t),

предпоrюкениЕr trt, Ь Ч, nnn Tft, ts 9, , поэrону

ац
тts

р 9a иrпо индукционноr.у предполохенr,.rtо, |f F g.,

оа , значит, 9l v 92 € с(т) = тьд(Е) .

,ли

,|лai

iii) Пустr о = 9r Л 92 . 3тот случай рассматриаоется
точно так же, как l,l предýдуций.

iv)ПycTb о= 9l э9. Если Tts9r э9a,т<l из

вшводиr.rости Т l_ 9n слевчет эчводимосrь Т l- Qа ,rак как

9i э 92 € 0(Т) , з"".пr, из истlrнности rЦts 91 слудует

истинность йt*b О, , поэтоi.у ЩЬ Р, ? Р" . Если

77\ ts О, Э 9з , то возмоllнв случаи t|Ц V Ц J,ибо

йta r 9, n ?7l, Ь 9" , t.e., по иl{дукционно у пред.lо-

лоl{.ниD, Т # 9r либо Т }- 9r " !D ts 9z В лобоrе

случае or Э 9е€ С(Т) = ТhД(Т), так как в r<ачестве

^*.rrra 
s nepвo+r случае lioкHo в9лть проO|эвольнуо частич-

но-рекурсивнуD Фунхцир. Во BTopo случае в качестве О*.,*a

,"юl|}lо |эiть постояннуD Функциlо, значение которой есть коА до-

казательства Форr,rуrч 9е .

v) Пусть 9з J: р, (х) . вuэодrиост ь т F ]xer(x)
экэrв8rЕнтнaGлестaованиотерriа t€
Т F or(t) . Это слсдует и! раlенсt.а
Ьрнулэ ol (t) прqlе, поэтоNу

тахого, что
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?t, ь 9n(t) оя ь 9r(t).

Требуеr.rая эквивал€нтность следует из того, что aсякий эле ент

lФдели я!ляется gначенrеra з8raкнутого Tepria.

vi) Последвий случай 9!r v8 9l
lивалент}юстей

(х). иr"." цепочку эк-

т ь Vз9r(х) о Vxgr(x) е с(т) o(vte оо)т ь 9r(t) r.
о (Weuu) z{, в or(t) э й(*r V: 9r(х).

Итаt<, если констр)aктrlная систеrrа |D удовлетэорrет усло-
эио точности, то определение консrруктивной истинности относи-

тельно ll становится иllдуктивнUri. Дейстaительно, конструктиЕ-

наi ястинность Форкулr О опредсляется чaр€з доказуa}rость бо-
лес простtaх ОоrDrулi которая совпадает с их конструктив}юй ис-
тинностьо. llолучин инд)rктr!ное опр€дел€ние, со!падац|ее с о6ýч-

ной классической тсоретико-фодельной сеriантикой.

mЕ

Разрещrr.ость rrодеr}r mа СЛеДУСТ И3 ПеРеЧ'СЛИ!tОСТИ

тhд(т) и из полноrу теовaи нодели

) , r котороt " - || ифт€рпр€rrЕцlется кaк рa!енстэо.
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Если Й[ - раэрешихэr эрбрано.а riодель, то тh(rt) _

точна, конструt(?йaная сисrеr'lа. Теперь это становится очевrдн9н..

Teoperra доказана.
слЕrlст8иЕ l. ясZ4 |D -,rоr.flал lсонспрукпчвная е -

пропчоореччвая счспела, по '| - классuчесхаа полная

раэрвцчлая пеорuя.
}lu Аохаааrх, что точнuе конструктиartlе систaцu ямяотGя

классичGск..l.i,l, следо3аtелrно, допускаDт cTaHAapTHyD теорaти|(о-

rrодaлlFlrо c€raaвTrкJl. Это дает юE}rolaнocтb лостаaить !опрос о

точнuх констрlrктиalflх систaьах с равенствоr..
0пРцЕлЕниЕ 3. Пустr l! - фепроти.о9ечr.ое ,счrсленrе э

!. Дэухнзстrrй предихат й сив!ол - €О аопуGкает ра!ен -
сtaо отноGrтельно l[ , ссли сtцесra},с, 7,П - lокл" дл,



ТЕOРЕНА 2, Пуспь Т - почхая коlспрукпчохая сuс-
пела u праduкап ll - П ёопчсхаеп равенспао опносu -
пелDно lI , поеOа Т uлееп сuлDно хонспра,<пчвнчD

цоаело, поротOеххуо сченапUрналч коlспанпсtцu, о хопо-
рой || - || uнперпрепчрчепся как равехспво.

до(A3АтЕльство. пусть ot Ё ТЬ(П) и с dlt л9вFлкат

"- |' интерпрстируетG, ках раэенстэо., сrсте}rа l! полнэ по

следствио l, поэто+r). ТhЩ(Т) = tЬ(йl). В йt эuполнёнu

аксиоr.Е равенства для Т , поэтоrrу они ,элrDтс, TeoDellarrrr Т.
J,|Meer,r

1) Т ь х -х,
2) Т н х -у )у -х.
3)Tbx-yлy-z>y-..
4) Tbrrry.t &...&хо*уо э f(x, 1..., х.) _

б) ть-'- yr &... &,о -у., Фd:::i';";'J"''
> P(yn ,..., у,)) .

Расснотрй}. эDбранову ,олель 7f, , построеннуlо в теоре-

пс 1. Условri 1-4 оэнэчаот, что предикат " r" являетсл конг -
руэнцией на Йlg о поэтоllу Hu lpr(eri определить Фактор-систе-

rry по это.l конrруэнция. Oбозначri ее чсрез m; . прсдикат

|'L " интерпретируется фа 0lt| 
""* равенство. Услоaие 5 га-

рвфт,.рует, .,то ТЬ( йт) =Tb(aTtt. Пояель Фtfr noгorBa-

ется KoHcraHTarJи, TaI к8к она - Факrор-сиGтеr,в 0R7, " с"лr'

1.1o констOухтивю, так ках

зана.

Тh(йт) =Тh(rllil . Теореrа дока-

3МЕЧАНIЕ. Итак, полная теориi сильно консrрукти!ной ио-

лем O7l , по9оIденной сrгнатуонullи KoHcTaHTal.l,l , явJlяетG, точ-
ной констD)rктиtной систgriой. oTicrиr., что дл, та|(их riqделей

триaйальl.Uй обраrо.a рэшастся проблеtrа рекурсиa}юй усrойчиэости.
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Если модель поrюll(дается сигнату9нuяи константаilи, то лDбUе дaе
конст9уктиэиэации такой iiодели эк9иваленlнu. более тоrо, если

полная теория тахdй },{одели разреlлиlttа, т.е. 9то нодель точной

ковструктивной сисrеrig, то лбая ее ковструктиви9аци' является

сильной.

Теперь 3аймемся и3учение},t свя9и откосительной конструктив.

ности и клиниевской реализуеr{ости.

Пусть 7Гt. - прои9вольная }lодель я9uка !. По аналогии

с реализуеfiостьD Форriул ариФ}rетики, введенной Клини [2], опре-

деrraм реализуеиосtь заикнутuх Форl,iул язuка Ir относительно tro-

аели Nf|.
0прцЕлЕниЕ ц.

i) число о яэляеlся рсализацией атонной Форl,,|улч Р(r) "
To." и только в тон случае, если Фt р э(а l

ii) число a реализует Форiулу gl & 9a тогда и только

тоrда, коlда

реализует 9a ;

iii ) число

да, когда € = 2О.3а, где а реализует
, zl3b, l"д" Ь реалrзует 9з ;

iv) число е реализует 9l э Ф? если э яэляетСЯ

HorieDor. частично-рекурсивной Функции (рэ такой, что если а
реализует 9r , то 9в(а) реализует 9а ;

v) число е реали9ует ilr о(х), если 8 - { . 3а, r7e

I - гёделев Horiep терл.а t и а реализует 9(t) ;

vi) число е реалиаует форнулу Yx р(х), еGлr о яв-

ляется rёЪелевur,r нолiеройчистично-рехурсивной Оункции 9е
такой, что для лобого числа Х эначGнис оa(Х) реsли9ует

Форrrулу p(t), rде t-тервсноirэроlr t.
Оорйула наэuваетс, реали3уе}rой, ссли суцест!ует числоrреа-

,*.igушlее эту oDр}rулу. Э"о определение отлaчааrся от определе -

о = 2а.3Ь, rде а реализуеt lP1, а Ь

a реализует 9r V 9а тогда и только тог-

9, , или е.

l78



ния, предлокенного Кпини [2, с. lЦ3-qqЦ], только в п.i. Нu за|"iе-

нили стакдартнуtrl irодель ариФllетики произбольной модельр, оста-

вив неизиенннйи принципу построехия реализации Формулч по 9еа-

лизациям ее конституентов. Другие обобцения понятия реализуе -

l.iости рассяатривали ранее в.Е. плиско [5] и А.А.Воронков i6,7],
наиболее близка к оригиналу иrслеАоваrельпоrк наlлему опреАеле-

нио ко|{структивная семантика, премохеrrная А.А.Воронковuя [7].
0н ос}lо9вое внийание улелил расцlиФроэке понятrя реализации. Реа-

ли3ация Фориульl это уже не число, а специальнul,t обра3о1,1 скон -
струированная инФорйационная сисtеriа. 0днако для наlдих целей

вполне достаточно предлоценного Bulle более п9остого определе -

ния.

TEOPE}rA 3. Пуспо Т - пачная консmракпцоllая сuспе-
ла Тhщ(Т) =Тh( fiт) , еdе trЦ! - поролdе,1,1ая кон
спанпалu рqзреuuлая лQOелD 0ля '! . То?Oа лнохеспво
реалu з у еiцr, опп о счпел ь 1l о Форлчл совпаOаеп с
тh( ?7?т) .

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Это утверхlдение докаэgваетGя индукцией по

слохности Фориул. Причеи паралiельно с доказательствопt эквива-

лент}к)сти истинности и реалrзуе|{ости осуцест9ляется построение

алго9итr.а, которсrй по истинной в Й* Фооwле строит ее реа-
ли3ацио.ьуGти!| технические подробностr.

Теорема Нельсона [2,с. 40l] устанавливает связь ,.е)хду до-
казуеriостьо в ,нтуиционистской ариФ}rетике и реализуеностьр Фор-

!tул. Только что доказанхое утверждение является аtьiлоrом тео-

реlФl нельсона мя точнuх конструктиa}вх систеri.

Теперь перейден к анализу конструктивнuх систеii без усло-
вия точности, т.е. QC ТЬп(В) влечет 9€ а(Т) , но обрат-

ная икпликацияr вообще говllря, неверна. [lриr.ерои такой систеr,.ь.

явлrется ариФйеtика Гейтинга 1l ].
непосредственно из опреАелений получается

й4
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ПРЦЛOIЕНИЕ l. Форлалоное uеччсленuе Т являепса
rcонспруrcmцвной сuспецой mоеOа u полоrсо mоеOа, коеOа
ваполнена слеOаюцuе условuя:

1) еслu 9r & 9ае lBhn(t[), по 9r€ llhц(т) и

О.€ Еhп(ц) ;
2) еслu 9, V 9.е тЬц(Т) , по . 9r€ Еhп(Ц)

uлu 9.€ Еhш(1) ,
3) еслu 9r . оа€ тhц(Е) , по оr€ Тhп(Д)

влацеп 9.€ ТЬш(Е) ;
4) еслц ]= р(х) € 8Ьп(В) , mо найОепся эадкнц-

пай перл t mакой, чпо q(t) € Тhп(Е) ;
5) еслu V - р(х) € Еhп(Е) , по Оля лtобоео

t€ UE uмеел p(t) е пhш(Т)
1.1u будем говорить, что исчисление |[ допускает правило

вчвода, если, при}lеняя это правило к Teope}te Т ,иы снова по-

лучаеrr Teope}ry Т Будем называть исчисление интуиционистскиt4

(классическим), если оно допускает аксиойн и правила вы8ода ин-

туиционистского (классического) исчисления предикатов.

Конструктивные системы не обязательно являртся классиче -

скиl4и, наприr{ер, ариФ..tетика Гейтинга, и мч не ноrкей, в обtцем

случае, говорить о теоретико-модельной се}lантике мя таких си-

стеи. Поэтоa.lу вместо понятия реализуе!iости относительно l,tодели

rТt разумнее ввести понятие реализуемости относительно исчис-

ления |[ (!D-реализуемости). 0но получается и9 определения 4

заr,rеной пункта "i|' пyHKTol.t Ili!||.

il) Число 0 является реализацией ато}rной oop"yn, Р(Т) ,

если и только если Т F Р(Е) -

0пять назчвае!r Фор}rулу |[ -реалиэуемой, если для нее су-

цествует реализация.

TEOPE1,|A Ц, Пуспо Т - lсонспрlltпцвная сцспела. Е.с-

лuформgла Q Оокаэgелав Е ,по 9 являепся,
lý -реалuэуелой. Суцеспоуеп часпuчно-рекурсuвrлая Фуrtк-

1
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цuя 
' 

пакая, чпо tr(t) опреdелено по2аа u полько
поеОа, tо2ёа t -еёdелев цоцер dоказуелоzо вТ пре0-
лоrеvuя Q , прuчел F(z) - реалuзацuя 9.

ДOКА9АТUЪСТВ0 упоиянутой вь{ле иr.пликации и построение ал-

горит}rа приэодятся параллель}о индlкцией по слоIности Фориуrъl.

Р€ссюrриra подробно только случаи ипплrхации и универсалью-
го кэантора.

9z" 0€ Тhц(т)Пусть О = 9i э
либо or / тhд(т

, тоrда, по предло -
шенир l,
€ тhд(т) . пусть *rУr9 - гёделевu номера 9.9l и

) , лиоо 9rе ТЬл(Т)

т

п 9а€
92

соотв€тственно. По и|цукционrю.iу предполоrефир l,it| уIе 3нaerai

как вuчисrlать S(У) , Е(в) поп"."е" F(х) р..."" "о"е-
ру следущей часrично-рекурсивной Ф).нкции:

ф(t) = t

t€ UI,

не

Z) , если г(х) опредёлено и ое |!hд(Т);
опDеделено - в противноri случас.

Ясно, что q{t) 
"астп.,"о- рек!,рGивна , так ка|( это либо кон -

Gтанта, либо ниrде не определефна, Функчия и r(Х) - реалйза-

цияФ.
Пусть

(J,
(х)
€ тhц(т). по и}цукционноirу предпоrrо[е-

е € ТhD(т)tP=Vx
91

инстр).кции lчlя вllчиGл€ния Г(У)

тогда длr ,ta6ого

t€ UL, и yllie определенч

, rде У - гсделев но}i€р

иa,rее}a

r*ror 9t (t) p""n.""."" дл, лобого

gr(t) . Полоrасr. F(Х) равноЛ гёделеву Hor.ep]r офе9екурсив-
ной Функqии ф такой, .rто Ф(r) = !(У)rгде }- rёделев но-

"ер Q.r (t) и t - riiелеэ Holrep t .

Теорема дока9ана.

[lри доказательстэе последней Teopel,ý| ифтенсиaно испольэо-

валась lDорr.альность систеriu |I , т.е. пaречислиliость riнox(ecT-

!а теоре}. l! . Пусть Т - произаольная систеr.а, не обязатель-
но Форнальная.
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0пРЕдЕлЕниЕ 6. }iсчисление Т назчвается конструктивной

Gистеiiой, если r.ноцество ТhЛ(Е) удовлетворяет условия}r 1-5

предrюrени, 'l.

НQслоrно доказать
пРЕJlлоlЕниЕ 2, псспь Xlt - доёело яэака lt .сово-

ХаПХОСПD efl -реалuэgелаI форцал являепся кохспраrc-
пuвной счспедой (цефорлальflой).
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