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пЕрЕчl{слЕниЕ lшклOв }rдксххдльнOп длинш 8 грдФдх,

сOOт8Етств}цих cTPyKTyP}H}t ФOр}rуrп,{

0днOг0 гоt0.|югичЕскOг0 рлдА

пOлицжл1.1t| Ескхх сOцинЕнии кАркАснOг0 тmА

Н. Х.}(лин, 0. 0.rЪбедG., Т.С.Пи.rна

8 работе рещается задача перgчислени, цtaхлов r8хсиr.альной

l}llинU в граФах, принадлешацих одной бёсконечной сa9}rи. ГраФtl

Р,!:N , из эtdt сзрии имелт & ввпlин и предстаaлrDтn,
собой )mDоценнUе стDукт!r9нuе Форl{уr}l полицrкл.чaских соедине -
ний каркаGного типа. Интерес к перечиqпекiD цhкttо! r.аксихaль -
юЙ мr}ý raотиaиDуетс, пробrrе}rам{ аналl.8а прияевaraости HoraeHK-

латуоruх правхл П)llАК.

На хииическоa уровне постаювка рассliаl9иваеной задачи

во8никла ! ходе исследоaэния, пDоведенного alToparir стать, сов-
rестю с Л.8.ЕлиOиюй, Л.И.Суaороaой, T.6.}tapкo.olt. В офrх
,,.eDтax 9та постaновка обсу!цастс, в ýl , более подробное и9лоrе-
ние р€gульlaтоl проведэнного .rсGлaдозани, гоtоa.lтс, l( псчати.

В ходе этого хсследоaаlхr, з часrюGти, нa эaрrстичесrо* уроa-
нс бши опхсану aс€ NaксиraалlllоЕэенlfrе циклu в п€р!t.х членах

сaDхи и вчскatан€ гltпотаla о To}., как auглмят тaкйз цикrч мя
прохаaоrrlюrо члсна сзрaaи. Строгое хатехатrчGскос dосrlоaанrс
этой гипотсзь| и оостаaлicт oc}roвHoe сопеРца}хС cTaTrr. В ý 2,3
призодrтс, необхqд!4Uе сaсдс}lи, о rрафх и группах подстано-

aок, даетс, хaтехэlическai ]юстанозка аадlчи, рaссхатр.aфтся
пDостепше Gaойсtaа гDsооa Р . В ý4 содсопится опrсaниеa
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aсaх цr.клоr laкG]axaльrrоfl дltrнr a Р, . В ý5 lаучаaтсi дсй -
Gтar.a группI aaтoilogФ}r8rror гоаФа Pn на ш{dестзa aсех цrrк-

лоa накGhrtaльной длl}t х с по..Фlrо ла0I Бсансайда подсчитIaа-

еrс, колr.чaстaо так]lх кrпaрно }€rgо.{орФrх цикrrоa.

Поrtучсн}rе рез!/лDтатч предстазлrот, на н !trляд, car.o -
сtоrтелDlflй интэрaG r rеории граOоa, oltl liof)rт бtlтl }.сполD!о-

at}l. при тестироaаlх, алгорrтraоa по}lcкa цхклоз a rрaоах, aulol-

слэнrя rрупп sзтоl{орфи!,{оо грslфз и rrх офrт.

ýl, Го+aолоrичбGюrй рrд полхциклrчaскhх соедин€н}tй

В }rатGхarическоi хиaaratt спФlилась трад|lцl.r иgученr, клас -
соa граФо!, !кrэчaцllх a сG6, графl, соотaетстa)ц!tе структур-

}rrr Форliулах сr.нтезироaаф}fх орraнrчэсl(их соедDrнaнrй. Укaхех

дaа приrrэр, тэкrх кпассоз - поJlllл.ю [t] и кФические rраОl [2]
(колrrчестlо GсIлок rюrcт бtarD аначитэльно больrrrrr). Этrr исслс-

до!aни, нахqдrт прицеЁ€ни, a хиr.rчaской rнФоряarrкa,а устаllо!-

лGнии сar8Gй "струхтура - сaойстaо", они по8aолr!т лучrе очaD-

тить х9уг t|хиrrич€сtоrх граФоl", слуяат стиr.!.ло}. к поискан путей

сllнтэaа нозIх соэдинений.

В наGтоrцaй рабоtе азторrcбраtают энrrrrанис на HoayD бес-

хонечн5lэ однопараветрхческуa сеD} rDаФо! Pr , д :2 . п"-

тGрес к этин граФar. эоаник ! сэязи с aнaDlgor п9инениlФсrи пра-

эrл пllцк м, оАноаначно0 нуr.с9ации HaKoTopIx !ьстиховIх поr .i-

цlкличGских соединений, а такхе ! ходэ рассютрGния хираль}flх

объaктоa, пр]r ко}liигурационноra опхсанrill коlорt|х aоанrкаот те

или ltнrlе слоfЁоGти. Д!тоЁl обDатrли !ниraанrс на гоilологtческий

Drд структ).р, построенкJх из стопок бэясоrrlБх коrrсq, сосдинен-

ltlx друr с дDуго}. в riет8-поr!оi€нrях qдинакозой длrнl полrшет}l-

лсноatяи qепочка'ri (рис.l). Пaрruс д!а члена д€нного ряда для

несколькllх ,нaчеr.хй l описаrfl (сrr., яэпринер [3]).
Прrr налrrчии одюго, и притон однто и того le эаraaстrтaля

.|д|', g каrдоr. |.r дtух "концеaUх" бснаольнlх цrклов и такоll их
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Рис. l

раGполойэн].и отноG|iтельно аDуl, другt, которое ,иск,lочаеI п9ia -
лснrс a ,aоrtз(улaх плосt<остаf, схaaraaтрии, с роGтоaa ноaaера члaна

го.ýлоrиraGс(ого ряда (aсэ они от|.к)сrтся i тоiсчной,г9уппс cr}r-

,.етрхх Сa ) сlссстэснlо зоgDaстает слошностr хоФr.гурацrо}l-
ноrо оrtиоaни, энaнт.tсiероa do пшlaдурё Кана-Iфгоr|ьд!:ПрGrrогr

[0]. Д rrrrэHrro. пDоцaдурa поGr!ойного ýpalнa}rl; GтарJrнст.r д!ух
прaтaндaнтоз Ёa рол5 пr.лотllх ато.юз ,lацa у зтооого членл Drда

),rC чреaхaр}lо crldнa. У последtmrar.х !rле}.ов рrдa ofia станоa1.тс,

нaстолько rроa.оsдкоfi,что дсrtaGт l@lФrrгурацион|lоз описa}l.э olrx
сr9уктуD по GlrcтariG [lt rвцэлэсообрrrr*.r.

в сarsх с этин пaвлстaaлялось рацrональ}ýrt попlпaтlсr aос:

ltолtзоaатlс, мi конфrгурац.rонa{ого oatoaltli paccnaтp]laaarrUx

эн8нтrоr.еров .лLтGрfi5тr.ной процедурой (сн. [511, м, кото9ой

aообla нэ фуrl! пlлот}tla aтоý. Прх cтori, однако, r боrrэе mr-

poкor4 контскGтG aоaникает ao|lDoc; toa}r Ha ип. нз, по прaaltлах

lОПДК нуt{ёрац.rонна, од}lо!нaч}ость ! }t€g!..еqев|{Uх rо,{оrlогах дaн-

юrо рrда, постро€н.l.х по прrвч}lп!, посrlaаоaaтgлrного нарllиaa-
l*t, юшх бенаоль х колец, как эrо отрааз}р фa 9ис.l.

Дл, одноанaЧlrоrо наa!aни, костикоaUх поr li|иUtlra€ских coG-

лrнэ}rrй aooac и.! частllоGтt, кaркасного тrпа по Ho}reнl(лaTyp-
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HuH пра.илам ШtlАК [6] на

пзрзо}r 9тапa в Hrrx необходи-

но найти так(Я цхкл, звGн -
ность котооого (т.е. дrтrна

цllкrlа - число lхqдrqrlх a вё-

го атоrrоэ ) б|м фa вsксииалD-

Ho.t. Когда чr.сло 6aнэоль}t|х

цrlg!о! ! полriqикличсской rao-

ЛQКУЛС ОТНОСИТСЛЬНО НС!СЛИ -
|<or эта задalча реuаетсi на

эaрrстическо}l уро!не не

слиUхоl. спqно - простЦr'l пе-

р€6орон aсех loзrim|{llx Ko}t -
ф.rнаqий. Если re это число

ll lerriKo, то C.rtolнoctb ta-
дрч.r эоrрaстaет.

для более строгой по -
стaноaхи этой зааaчи необхо-

д.rro прсхде aсего предста -
aить изобраlэния члaно! rо-
rrологического рrда э зиде

д.rагрsвr пrюского граФа. Та-

хиэ д.taг9rraru }rогут бrr5 л€r-
ко получснl при проglсaроla-
н}lи прострaнствевньaх raоделей

rоraологоэ ! напрамениll оси ,

соэдrняшрй центр.. aсех вхо-

дi&rх э сrсте}.у бенаольнух

колсц, по правилаli qентраль-

ной пряrrой лrнсйной перспек-

тивr [7].Тогда первве четgре

членагоr,iологrческоrо рrда
приобретут вхд,пока!aннuй наPlac. 2
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риG. 2. Эт, граФ| и ,элrотс, пGрrrхrl члaная.r рассrrатшзsеId
д!лее сериrr (причсrr полинстиленоtuе цепочки ниric будут за}tеЁa-

li| на сс69а, т.е. пршiененa оп€раqиi стrгraани, rраФо!). Тaхое

стягraание не !лияет нa Gтруктуру рgrеп.rй (сн. заriечание !
конце ý3), но аато упроlает постаноrку аадачи.

0брэчаеrr aнrl{анtrc читател, ва ,о, чiо нач!ло и конец до-
к!аатэльстаа riaтевaтич€скtх ут!ерiдсrtrй обозначенч 9накаl{и a
и > соо' !ет€т !энllо.

ý2. Предвsрхтельнrе сведенrя о граФах и группах

Н]ffa сaободtlо испоr!ьзуется тер!9нологи, и пrюстейllrе сэе-

дэни, ].а теор..rи гра{Dоa}. тGоши групп. Jlлi знако..ств. с r.rсполD-

lyG.flr аппа9атоr. читатaль .qGT обрaтrtься к r.онограФиrн t8-
t0]. 3десь rфl остa}lоatrrc, лl,!ь н8 несхоJlDких r.or.eнTax, rlr.eэtlrx

принципиалrное эначенr{е.

гэхельто.{о!чв цикrlоri в граФе назIэаетс, простой цикл гра-

Фа, aкrIчашlr.й !се его aепr..ш. Если a rраФе с v !еЁинar.,i

не ихеется гаlt.льтоно!а чимa, но иrcетс, цtaкл шrrнч T- t,
то тaкой циl(л обUчно нааUaастсi гхпоiаrоlльтоноaчх. Расс}aaтри -
aaенце грatфt иrlеот чGтlФе чисrю aaрUин и яaляDтся дaудольнIrоt.

XopoJo йgaестю (сr., напришср, [8]), что лобой цикл ! дaудоль-
}lox гр!Фо и!Еiет чет}.у дr}riу. По9тоху ссли рассr4атрrэаgl.чй

граФ не содaрл(ит гa}.ильтоновa llrхла, то он liolleт содерхать

толýко поостой цrкл дllHI 9-! - такой цикл, есrи он с!це-

ст!ует,l.u таюrе будеrr нaglaэть гипогаи.rлýтоноauн.

Группа подста1.1оэок в соот!етсlэии с [l0] трактуется как

пар. (С,r) , где С - rрупп., ! - rrHolccTro х С дей-

ст!ует на мно!(еGтзG l . Дейстзис подстаювки s€ G хa

оле}.gнт !€ Ш обоаначаэтG, череЕ #. Будет использо -

вана лсr..а бернсsйда (прасильнес ее назUaаtь лешФй Ко]и-Фро -

6€нrусэ-БернсайАа, crr. I t 1 -1 2 J ), хоторая утвGрrдает,что ко,вче-
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GTro О(О) оgбrт группI (C.r) на хнссстэе ! rp-
ret бirTb auчrслено по Форrrуле

о(с) ,-L д 11d,
lcl 8со

lде {6) '. ,ар.*rсс подстано!l<и 8 , т.е. колr.честзо
элехенто! Х , Ф.хсируэrо,х (остаэлrеrrrх на хaстa) подGтaно! -

коЯ t.
На саlrох дсле леrrrrа Бернсайда будеt прarrефэна не к .lсход-

1ой группе (э нашеrr случае rруппе 8rх ýs, ), а к ново&

и}иуqи9о!анной , группЪ 'подста}lоaок, поrt)rченfiой ! дa! эrапа: Gнa-

чала раaсхатрIaаgтся элеr.aнт l иэ абстрrктной группI дr.9д-

рa, !атсв - дaйстarс на l.Ho|lacTвe aерlин одхоrо иs граФоа t,
наконец, н8 йно!(естlс гипоraш,|льтоllоaчх qrкrlоз исслед/еl.ого

граФs. В э?их €лучаrх ]l}иуцироэаннчa пqдстаноaки оtrtич8отсi от

исходного элеraента, с noradlbD индекса и знахэ а.,. Испольа)rе}rая

наa|и cxeia прr}t.нениi леr.iсa бGрнGайаа подробно иirкпlaна в

[!2L г4с Taкre ,ioв}lo найти элЭхaнтарнlэ' сlGдaнrя о группах

подGrallоaок, и rруппах аато.ФDlизlфз граооa.

Након€ц, oTt eтrx, что дaа циlоа од.lнакоaой длинu r граOс

Г ,* наачэасrr, изо.aорtt|хr, acлr один цикл rrfie' бlть перезaдан

! другой с norrdlDo подGтаноaкr, явлrпtеЙс, alтoi.opФ.rlr.ol rра-

Фа Г . в противrrоlr Gлучaе qиклl назчвsтс, неrэо}rоDФнша.r. та-
ким обDаао , в дaHlror KoHTeKcTG тврrrин "lзоrrороr.rэм" означ8ст

одинакоaое pac]lor|o|laн1re цrхлоэ ! rраФе (чишу одинакоэоЙ дли-
ltl,взtтуе cata.. по сa6с, вне Г , коя€ч1.1о, !сегда изо..lорФнl

как rраФr.).

ý3. граФ, Р }r HeKoToDue их сaойстваa
8aедеи в рассr.отреЬие сa}rейстaо rраФоr, KoTopIe шl будев

HagalaaTb ll-слой}чr.rх стопкaхи и обо3начать сиta!оло}i Р!
граФ Э иllggт & BGp|llrH, эт, a€plllнu рaспоrlойGнч !i
д слоir( (этаlrх), Hyмe9oaaнHtx числаrrи 1,2r..., а. Ве9]r}н

l|,



из l(а|дого сло, пороrдаот цикл длrrlil 6. 8 капАои из таких цик-
лов инеется две тройкй BcФrrн, образуýlих пустцс подграфl, бу-

дail наэuвать их пуст} iи iройкашr. Kpo}re ребер,входяцих в цикJъt

на каl.дох слое, иraеDrс, еце по три ребра r.re*дy соседни1.1и слоr-
t{и. Эти ребра соединrьт aaрlлинt из пустой тройки l-rо слоя с

ооотвaтствуцlиlltl вепlинаraи одной и9 пустuх троек i +1-го
слоя, причеr если с (t -1)-" слоем соединена одна иа пустчх

троек l -го сrк)я, то с (t +1)-" сло€}i соединена другая пу-

стая тройка. В итоге все .епtинu из 2-rо, 3-го,..., (Ь1)-го

а t ь

с l
9

l
Ьr'

п ta

а

l

с
ii сf

lерl

ь

,, оt

t 7

а ,

е
l сrюев, а такrе по 3 вер-

шиrrч из l -го и !-го
слоя и!ЕDт залентность

3, остальнlrв 5 верrдr.rн

(йg l-го и д-го сlюя)

ий€лт валентность 2.на-
конец, соотaетстaие }rar-

ду leцarнaни t-го и

(t+tr)-го слоя вuбира -
etct так, чтобr aaсь

грsФ фи rrнlaриантен от-
носителDно сихraстрltчс-

ской группU В, по:

а

a l
р.

Рис. 3
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рiдхa 6, пGрarr€iаэqGй lcprrriнu aнутр]. хr;дой п!.Gтой т9ойюr.ддar-

рsr.!,ч rр!l0о. Рз r Р9 l Р5 приведену нa D!rc. 3.
ПрOrraдвнноG опrGани€ граOо! Р! a содсрlатGлrftlх тер ,

xllнax 3acbr.a rроaýrдко, посто.i!/ rU приlедarr TaK]te Форtaалr}rос

описание этих rр80оa.

пусть Irr (аrЬ,о,il.эrf }, Х з П(п) = О12,...rд} ,

тогда mлФlх Р. = (Т(Эо). Ё(Ро)), 
"д"".

Т(Р. ) = 1,r3,

Е(ро) . 
'.9r".ru 

{"-u'Q.) ,

rде

а

м, простотч обоЕначих

будеr. rспольsоаэть обоsначснrrе

([а. л.l, [b.,o.1, [о., ё.l, [d.,о.l ,

[э.,t.J, [t.,a.J },

[{[a.,B..,,J, [a1,o1.1I, [О., e..rJ ),

l ".n, i*2ts_li
'l fiъ.,ъ..i J, [il., с..' L [f 1,f 1*1l },

[ ""nl L-p-,.

в l

l

(xrt) чсDзз tл r

Ira в Il r (t },так

кроaпэ тогоr

чlо Er .
- (aarbarOardarOarfa}. Р€6ра иs..rноrест.а Qt АалвG

будеr.. нaruзать ncpcroporlKal,gr.

Опrшек пре|де зссго сиr.rrетрио граlOо! Ро .Уоо6rо бу-

дет отйдесталять 6-эешдrнrrй цикл с граDои Pl - перэUrr члG-

}K,r. Gе9ии Ро . Очезидltо, ДЦt(Рr) = Da, где Da - гпуп-

п. Аrэдра порrдка 12. Напо..нив, что D" l ýrх 8,
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ЛЫltА l. /7ри а } 1

Aut (эо) l ý, х ý.,
{ Прrr П=1 лемма верна, пусть O,Z2
Введем в рассlttотрение три подстановки на

):
/anbrcrir"rf ,".Ь.аrё.в.f а... \

\а rёпсrf .,аrъrо.d,.е 
"t 

.""Ь 
". 

. . f '

/"rbro rdr"rf п'.ъ.о.d.е.f . "' 1l lr
\arf ,э,dn9rbn..f .".ё.a.Ь 

". 
.. l

1,1HoжecTBe

ч(рц

gп

tl

[аn

Е,]

)= g,
h

i

/".ОrОпёr"rfrа. 
Ъе Cz ё. Qz t"", 

\l ...abadef lз=| rlаЕвпаl.
" 

\aoboooаo'of.'o-lbo-1co-1ao-1go-1fo-1 ", l
\ ... arbnorёlerf r/

если

tr'
Дчt(э.)

ц = !ts,;

/аrЪrОrdr"rf,". 
Ь. Сz О. аz t"", \

,"= | "' 8ob.G.do"of,r 
\

l а е f а Ь Gndo-1€._rfa_r8B_rbo-tco_t о" 
I,\ ooll!aa-t1-1 !-1 В- 

...ёn.rf,rarbror/\ 
еqли цз2tstr.

Используя приведенное вшtе форa.{альное описание граDо9 Р. ,

нетрудно убемться в Toli, что 8. \ lt
Рa . Поскольку, очевидно,

являDтся aBтoltop -

Сизl,{аl.lи граФа

t l
)*

( 8.,hо
перестановочна с , имееи

} Вrх 8".
(8о

8r' Вa , так что

Теперь для описания сиl,шетрий графов Рa
каЕать, что никаких других автоl.iорФll8мов, Kpo},re подстановок из
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груплU

ииеот.
ýl'ý. , дейстaупlей н€ Т(Э.),.оао. р не

прЦлOIЕниЕ l. 
'рU 

д }1

^ut(Pn) 
iвrх 8. .

{ Дохазателrстэо про!ед€и }.iэтодон t4ате}aатической индук _

qии, При это}r буде}r использоаать леr.rrу l. В качGстве базI ин-

дукции рассa.отриц п-lи D,-2.
При tl .l предrrоrение !€рно. При Ц - 2 дока9эт€льство

нет9удно прlовести, испольэуя, нвприr.ер, rсаФ Р],двойственняl
к пrюской]. граФу Рa . Пять вершиф граФа Р] соответствуют

6-веFлиннtrх qихлaв rраDа Э_ - граняr Gго плоского изобраше-z
ния (crr. рис. 3). tЪгко видеть, чrо лut(Р:) = в_х 8л
3ат€r. показчваел., "rо lчt(Г]) r Лut(Ра) .' ' З

тепеDь пооaедеl,t rндукционнuй щаг. пУсть для Po_t
а Э 2, Аоказано, что Дцt(Рп_r) l g, х Ва . Рассмотриr,t

rраФ Ро+.! . 8 это}r грsфе только б веплин и ерl валентность

2. Пряriая проверка показUвает, что эти б aерtllин обра9уlот одну

орбиту гр).ппu G=8rХ8a - подrруппч Дut(Ро*r) . шIесть

веплин валентности 3 из перэого и последнего слоя характеризу-

lотся след/пции свойствоra, 0ни имсот по 2 соседнrх веп|lинu эа-
лентности 2i эту б вепдин TaKlre образуlот орбиту группu G

0тбросив укаэаннче зurе 12 веицrн и c}aetнlle иra ребра, мU полу-

деляет и авто.rоplфrзri граlDа tо_i 3rачrт,
i EXýr х 8a), l.а. f - подгруппа группч

чин г9аФ Ро_.1 ,причсr каждr.й и9оr.о!Физr граФa Ро
Arrt

+1
(Ро

л

опре -

1
лlrt(р- n- 1

таэляmlая на rcстa каrд/о laпщrн]a первого и последнсго слоя.
Подrрупп€ Е oдHoBperreHrro iмяется и подгруппой rруппI

ДUt(Po_r) , гае Po_r получGн отбрасчван,tем пер.ого и

последнего сrюя. По предполо*€}оrD инд!.кцrи, AUt(Po_r) 
=i 8rХ 8а , поичсrr ДUt(Ро_r) дсйст.ует д,lагонально на

!|Hol{ecтta всплин граФа Pa_t " riнanec?le эепrrи" !rlJDo_' .

Ilоэтоr.у дrагонально дейстэует на эrих нноiеGтaах и подгруппа

) ос
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Е группu дцt(Рц_i) . Jъ опреАеленrо, К действует н!
!rU!r,+r как ем}t чная группа, значиr, Е = t3} , так что
дцt(Рп+r) з 8r * 8а >

Для характеDизации чиклоэ в Ро lюлезно использо!аrь
сJtедуOцее просrое

пРЦлOхЕниЕ 2. лр4Ф Р" dвааолDнdй.
С Предстазllr Т(Р.) в !идс V| U Т' r гдG

Т!= (а,,С.,,Сr rЬ2 rd2rr2rаз,Оr,3, r... },

Т'= фr.dr rf ,18зrса rG2rЬ'rdзrfr, ...}.

И3 описанrя графа следует, что лобое рбро граФа соединrет фс-

xoTop5ro зерttl"ну из Т' с некоторой верцrюй &з Y" , Те-

перь дtудольность следует из того, что Ya П V" . У . }
слцст8иЕ. Всякuй цuкл ерафа Э uдееп чепцуlо

0лuну .

ПРЕДЛOIЕНИЕ З. Прц л22 ераф Р не яоляепся ?а-
лuльпоповад.

a Допустиll от протиэного, чrо в граФе Рa сучествует
га1iильтоноа цлкл z . Тогда этот цикл проходит череэ эсе 6

вепrин слоя Bn , в частности, через вер{линu Ъ1 , d1 , f1;
поскольку эти эеп!иltl ил,|сDт вапентность 2, цикл Z проходит

через все рбра слоя !, . Поиttlли к противоречио, так как по-

лучили, что пDостой цикл Z содерпит просто+t подцикл длlнu 6
( подгDаФ, натянутьlй на сло.l Trr ). }

УчитUвая двудольность граФа Рa , rюлучася

СЛЕДСТВИЕ. Всякuй цuкл в Р| uлееп ёлuцg е бо -
лее бl - 2.

напоalник, что rtl усtlовилhсь назцватL цикu длинr D-t в

всрlлинноlt дэудольноц граФG (Л_чстное) гипога.аилDтоновr -ц-
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ПРЕ,ДJlШЕНllЕ \. Пуспь Z - zuпоеа.пцльпоNов цutл в

Ро , поzОа Z oOuH раэ проаоduп через 4 ребра сло-
ао !, l !. u по Ова раза череэ ребра слоео llo...
...,D"_i: оОuх wз череэ оОцо ребро, а Ору2ой

раз-черезЗрвбра.
< l, докatarGльGтaа прGдлопеlr.я 3 спaдуaт, чrо Z не

п9оходит чсрса oaнli aэрUину сло, Iril и чере9 одну эaр{t{ну
qлоя !a . 3Ha,orT, Z прохqдит чaреа aсa вёрllи}н сr|о€a

Еa r...До_' . Ппr,чэ" Z - это аэrкнутlй иаршрут, котошl
проходиr чсрG! бП-2 реОзр граоэ Р. , часть aTlx Dсбср

со€дrнlэт laрlиar ио опного l. того rc сло,, 8 ч8сть ,мяетсi
персгородка.{.r. Поскол5ку дaа сосqдних сло, соедхнсн]. toJtbкo

т9сяя персгородкахrr, Z пЕloходхт чGрaа дзе таttих переiород -
Klr, а . Gо!окупности чере, 2(в-0 перегородок. 3аФ.ксrр),а1

овну ха aapr.rн цикла Z .. объiзх.r gэ пa9вой. Пустý 9то будет

laрrинa Grto, Irn , соепrrrешrэ, перегородкой со слое.. !r .

Тогдr цlхл Z дэлаaт хечеtное число uarоa по слоо !a ,

проходит чсрGа пэрaго9оrlку rrсuду сltояни !, и !, .r т.л.,
доюдrт до сю, Da , делает по Herry 4 оaгs, проходrrт черё,

псрепо9одку ,.аrду Dr " !a_, , делавт неqетное число ца-

rоr rro Da_1 и t.д., rоaaD!{!еrс, a сr!ой Е, , Iтак, цихл

Z п9оходrrт по 4 робраr слоеэ !l , Da ll лaаЁдr. по нечет-

}оцl числ!, ре6aр з сDr,( !r r...Лa_r , 3HarrrT,l rrTorc ?,

проr<qдrrТ чсрa! чзтноa rirсло рGбэР r слолх !rr...Лr-.r ,при-
чед с!,ш.!рк, черса 4(1-2) p66Gp. УчkтI.аr, что Ё.r чэ9Ga

сдrн Gлой циш нa проrroдt т по б рсбрrх, arолучаGй, что ц.lш про-

хqдrrт череr Ц pc69l кцдрго
tl,дrlЕчднfiЕ. Ес.п. кцд!r! п.рGгородку

rr, GlIоGa Dt ,. . . Дл_r
гр!оa Р. aar.aatт5

ts , тоrкак Gлaдуaт lra рх!|а -на цепD qдюй r. той lэ
rслLстaа пpqдrt Gtrrrr l, cTgltKTypa qиклоa lакGихалlфой дrrrrr Ёэ

,8r.ёнитGr. Поотоrу дл, 9Gaлtlraцrl. поGтltлеllнUх в ý1 qслat дос-
таточю olrrclтb tcG гIпогa..tлDтоllоr цикrr r Эa .
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ý4. 0rrисанlэ гиttогalllлltоно!вх цrхлоa з рl

В предц}цеr. параграOG бrл, найде}с необходrl{че услоэllr,
Koтomr. Фrlrен удовлстзо9ятl псоrазоль}tй гrrюгаrо.лDтоноз qtlкл

в Р_ (если тахие цrклr loofr. Gлестrуоt). 3десь будaт до-l
к98аю, чrq гипог8!iaл5тоноlll цикrfl дсаGтвrтсльно с)цэстaуDт,

веa они 6)aд)aт llолностьо описанt.

Введarr сначала удобнуо дл, дальн€fi!{х исGлсдоtа}+rй систе-
}ry кодlроэaния цикл(ra. Буден счиtаtь, что у н!с !aдэю плоское

иаобр5цение граФа Pr з вrдG дrаграr...tu rоаФэ. Слояr D, ,...
...,!, на такой дaaгрartiе cooTaGTGTatlaT систalrа концехtри -
чссхих цестиугоttDникоa, причсх зерt!|lfl lrrla r...rla , где

t€(аrЬrСrёrЭrl)1 oacrcrronrc,r на одноr. и To|l lз "paдrryce||.
Слой IJr явлrGтся !н€llниli, a слой Т.ra _ BHyTpcHHxr. UGcTrt-

уrольфика.., a дхагра.{.ra. llpr}raЁ. ,rю.х д..arрaхr. м, ll . 2,

3,q бсrли прraедG}rt ранaс на Drrc. 3. Кога! плосха, дtlагранrrа
граФа Pl !aд!r€, rer .{oie.. рaar чaтl д!a нaпоаrлэния дaиlе -
ния - поmЁи?елDное х отрOrцат€льноG по ка|доr.у }rg подгрaФоэ

IJ., 1 S 1 ý D . Догоaориatсr, нёпрrtriер, что пJюG соотaGтGт -l-
в}rвт АвиllенrD по чaсоaой стрarlкG, a tolнlrc - дэarr€}сlо протиa ча-

,со!ой стрсл(..

сдслаэr одiо ваIноэ !аraчанйa, котоDоa будст поsднее lс -
польэовэться в Haцlx расс}tотрениях. (ltрздвлGнюrе a пtшпе 3

подста}к)!ки to r Ьо rt ,а 
",.о*естве 

Т(Р.) обладапт сле -

дуцlим свойст.о}r: дп, к.llдого слоя lrar 1 g1 з! , о9rен -
тация цикла, пороlденноrо слоa}r !a , coxDrHleTc, пр]. дGйGт-

эии подстаllоltlк 8о r ln (т.э. созпадаaт с орraнтацrсй обDаза

эrого цикла) и .aGнrGтGi на п9отиaополOlнtп при дaйстarl пqд -
cTalloBox ь!

Jlycтb т€пaрl Z - }€которuй гrmгаrliлltоllоa цхкл э Рa .

Этот qикл проходrт чaрс' дaс aнqtних r дaa внут9arlнrх зGцDlнч,

соедихен}rUх псрсгородкtl.,l с laпlrфахra Gлед]ших слоеa, дaлэa
будсм показuвать rrх крaйнrl{rt, пусть I_ qдна ,а TaKrx fGDlr.H,

Тогдl дlиrение no циклу Z , наrrrная с крайнGf, aapfrlr f ,
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,,oraт бtть оGуц?ст!лено (aornaa*o прсдлоrенио 4) такин спосо-
боrl по псрсгородхе из I переходиr. a слсдуulий слой, д€лае}.

Pi щагоa по этову сr|оо, затеlt по псрегоро,l(е переходиr4 а

слсдушrrй слой. по KoTopo.ry далaG... Pt шагов и т.д.r делаея

Dо чагов по послaднеr.у слоо, !атек по псрaгородке возвраца -
ейс, в предпоследний слой, по котоооху дqлаеr. \_1 чаrовrи
т.д. пока не 9о9!рэl|ае}rся в исход}uй цrкл, по котоDоraу делае}r

q.! шагоa и приходив опrть в крайноa aерUину Х
8 итоге получае}r, что цикл Z rorHo аакомроэать следуЕ-

цtri .Gкторо.. Or(Z) = (ЭarЭr, . .. rPl_i rPo i\_1, \_2,...
..,, 9дr9lJ . При этов цикл Z сднозначно aосстанаaлиaает-

ся по !нач€нио ! и саrюaaу коду. Oтliстим сраа!, trе, что все

состaвляlоие кqАа - цеruе чlсла| пlмчсй l э.l= lчrl = 4 ,

ма 2 3 t SD-1. вlэ. 1,1ч. l€ (1,3},lэ. l+h.l = 4
дальнейrен, для большaй наглядностиrцl будGм иногда поль3оaать,

ся слсдупlиц изобрэцениеrr кода:

,...r D!_t, ч

Q.1 r {2r !l1 r...r

чтобu подчеркнутD еrо цихличGский характер.

ПРl1НЕР. На рис.4 изобраrснн rраФ Р, , цикл Z на этом

гр.Фе, а тэкхе его коя Oan(Z) .

Oтr.етиi. Gр€зу ra, что и3обрrхенlвй на рис.4 rипоraralлlто-

юэ цикл r.oreT бчтr 3а(одирован еце треr.tя другиNи способаl.lra, а

иненно относительфо аеп!ин Orrl9 и

такхе л€жвт на Dассltатриваейоit цикпс

d, . Всa эти acЁll.|}fl

принaм€хат либо

J"" J',

z
!нсlлнсву, либо энутреннеху слоD, и3 них иде' перегородкa э сле-

дупlий за даннч.. слой (т.е. являDтся крaйн}aн.r). Jlриэедев соо?-

aеrс?l)aпчaе gначени'l кодоэ:

О. (Z) . (+l, +з, -3, +4i +1 , _l, _з, +q),-t
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о,
сd

(z)

'(",,

- (+З. _3, -l, -4i +3, +l, -l, -4),

- (+l, -l. -З, +4; +l, +3r '-3, +4).

а ,

'r?
l

ь l

о ta i

i

+rr+'lr-lr-l

o"r{z).-/,-.,,_r,*/

Рис. t

Под}rеченна, на рассtФтренно}r прих€ре laio|loa.epнocTb легко

обобlаетс, на случай про.r!!оль}рrо числа слое!.ПустD I - край-

нrя эерUина ЕнеUнaго с,лоя, ui? - крaй}ие !евц.ну внутр€нне-

го слоr, причен путь по z иs х с9aзу r€ че9ез перегорqдку

к aнуrренне..у an& nporoм, сначала чaрсз эGрtlrну tl , а ra-
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Tar. чеtЕ! aapr.{Hy Т . Тогда крaйние tlaрitи}l. : n Т будеl
Haataaтt оппоaициоlfltrai lсЁltaнalи цrкла.

3А}lЕЧАНl{Е. Оrпоэrrqrrо+rlrс aзш{нr нa о6rraтелью raлrотс,
дrial.стDаль|{о пDоlиaоllошнчra.r !aпl'aнахr. l|икл8, это нс art)rтpcн-

Hrl хaрактерlстrl(a aGцlин l цrкле, а х8рaктеDистика 9аспоrrоце-

.ия вевrr{ цйклr r граФa. 0днаl.о в нехотоф.х Dасснатриaаеi,цх
|tife сriтуэцхrх, коrда qикл инaэриaнlен относитgльно опрсдaлсф-

rux подстакraо|(, эти дaа ]|онятrя Gовпадаот.

ПРЦЛОrЕНХЕ 5. ПуспD Z - zuпоzалuльпонов цu|lл
е ерафе Р.о Z|' - крайнuе веgцчнп в z uэ внеч -
пе2о слоя, ro;J - крайiuе веwuна uэ вцуmреflце?о
с!lоя, прччец Zof - оппоэццuоннае верчцха. П!спь
ar(Z) = (P.,Pr....r Drj \_1r..., 92с|1), поzdа

C"(Z) . (q_r.\_1 r ... rý. lQ1 iDз,Dr,... Л._t,P!),
О. (Z) . (-Dr-, ,-D._дr . . - rФrr -Рlr -Q1 i-8, r. . .

. . . 1-\_r r-Р.) r

C"(Z) = (-lr,-Сrr ... r-{_з l -\_1r -Do i-Dn-1 l....
...;-Pr9-Pa1-9,rJ .

a ПреАст.aим "оя фz) в цикличсскоr. видс и обозначl4х

l{a HGl. по3иции, соот3етств!,ц", кр8йнин точкаr,:

t.a фц
!g, D; ,... r D._1 r D.

//l/
91 r 9зr...r Ч_а, Ъ_r

Jr{ ФТ

Эти поэиqиrr обоаначa}tl Glr.зоrlо.. саюй крaйнaй tочки и стрелкой.

Стрслl(а покarlraе, вапоаiлgфие двl.tенri по циклу a случае,ког-

дa код цrкла Gтроится по данюй хоайн€й точ(€. Тепер5 для обо-

сllозаBиt исконUх форr.ул достаточно )/raecтr, что прll }.аrlgневии

напраlлсlt я обхода цхкла ,нaк чисaл Рa r Qa rrсняетс, на про,

tиaополоцнtaй. }
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Пэрейден теперL ( доказaт€лDст!у суlествовани, гипогаlrлD-
тоноэух цикло. r rпаФах Рa . [|ослэдр!атель}tость (Р" ,э, ,. . .

..., Ра; Ъ_r r...r9argtJ цешх чисел H.tor€rt D€эrrrзуеrrой,

если э Ро cylecтBynт такой цикл Z и такэr хрэйнri зерuхнa

t 9того ll|.кла, что

Or(Z)= (э.rэrr..., pei \_1 r...r 92l91).

лЕнlц 2. луслD (Pa,Drr...r Dli ч_r,..., 92181)-
реалuзуелая послеOовапельноспь, поеOа оха аёовлепво-
ряеп слеdурцuл условuя:

с) Dr,q.€ t tl,t3}
прх 2 зL < ц-trr рл,qr€(-лJ};

Р) ]pl|= lDr+tl -.rrЬr) = -.B(p!+r)

т) ql= -gtв(Dt)(4-]рl|)

при

2при

2sLsъ2i
зl slr-1 ;

6) r_[
ро = t4

r-4qr' 
t*4

a Усло!ис 'cn содсрп,птсl a предлоленпr l.TaH re лoкaзallo,
что ]q. |. 4- |э, ] при 2 S 1 < э-1.

Докаrем полЙстьр у*оэ". n1" . Пусть , Harrplrreo, Рa. 3,
тогда ФOаг}.ент цlкла Z , рсализуЕlarо послGАо!атGльностl, au-

глrмт так, как это покaga}lо на рис.5 (стрелкa )rкagu!ает !Uб -
ранно€ направление д!иlения по циклу). тогда прrr !о9!раlцении

на8аА rоt ..oleв поласть rrз сrюя !11r э сrrой Da только по

qдной aполнa опрсделенной п€рсгород(е (она обоан!чена отриха -
a.tr), поGлG чего дaиlени€ по слоо !a возпоrно толlко на одr.rн

, еСЛИ

, ес,'

, aСЛИ

a еqЛИ

Dп_i€ (-1,€};
9l-r€ (+1,€}i
qs€ (-tr,€);
Cs€ (+1,€}.
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]аг npoTrtl чaооaой стрэлкх,
ТаК ЧТО 9r . -l. Днало-

rично

9. l'

трс{

l-
)-

L

дrуrихaоаaaоlнllх rфачaниi

Pl
пaрaйдс.,i к дохаааiельGт-

ла lг. l= lэ.t' l .З.
lЪ огрrнrчraа, обчносrr, прaд-

полоциrt, что Dr . 3. До-
пустrra от проt}laного, чlо

Dl+r ' 3,, ТОГДа....Gст йес-
то схт)raция, иgо69 знфа, нa

prc. 6. Тэперr при дarraфrи
наrад ll| доr lf aоglрaтиться
.! сrc, !l+l . слой !t ;

одliаl(о дл, этоrо елrg, ]lc -
полtаоaатD нrl одну хз дэlrх
непМдaнlflr переrоподок rrGi-

ду этиr, слоiхr. 3начrrт,

Dr+r '3 rraaosrr нo, tак
что Dt.1 . -3. пустD TG-

перr lD.l = lЭ..r] . t.
тогдаrисполlа!r, 5rслозие i.;,',
получвсв , что |
. 

', 
отсцдs

. _вtВ(9з+r

l-r aу услоarri nP". пуст. ..а".-

P.ic. ,5

Plc.6

йl-'
п

исполrз!r, услоaие

rопlть

'Y' , -r,y_

) .оr"цд"

.ае" rgB(p.)=_4p(p.*r).
Итак.иIплrкацli, ||слqlа + нa-

праао'( з услоrии nP' поrr-

ностýо докааана. Пlrстr тз-
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!+tп

п.Dr lDдl l lD l
t

}t

- 3.
l+t

lp l
8нo!l, нG оrрaничlaа, обlю-
Grи| пол!гaGr Da . 3. Тэ-

псрl надо исl(tючиrь случай

пустD сначам

Е111 - -|. Длi этого gac -
п с..отш}r рис. 7. 3десь lll

ra era aоtэрaтитьс, lll! слоя
!t+r . елоЛ !t толDко m
пaрaa,о9одке 1 с!язrнной G aер-

шlной , поt.aчонной анакои a.
фна(о то|,д5 остaaтс, фе

проOlден}rой r цихлс Z qднаРис

свлзaфнIх с 9той

Случай lD. | .
ниеrr услозrr if
заю.

1-1

7

Перraя чaсть услоr"я ПбП з сJцлaе, когдa

легt<о уснатриaaстGi на рис. 8. В caнol делG, еGли

иg ДaУХ aеРШН G.rЮ' !l+r,
. 3н!чtYr a это}r случае Drot - l.

l рассхатризаaтс, ан8лопiчнс) с rсполlаоэа -
. таки..r обрa!ойrуслоз"е '9r полноGтrD дрка-

Ро_1 , 3,

D. ' l,

Рис.8
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rJU не cнor(era вернlrYьсяl.3 слоl

ро€н иGко.tlй цtкл из

! слой !o_r . ПуGть

теперь Dr_l . -l, тогдэ обрaтrнся к рис. 9. Здес}, прaдпо -
лагая, что Рa . 4, п aозaрацаеr.с, из слоя Lo в слой

!,,_, череа пер€город(у в aсрlлине, поr.еченной _ f, а 8aтeri
нaизбGlrно остаrлrен незатронутчхи циклоa А!е aеяDlнu из слоя

La_r . Втора, чrсть услоэ"я 116' такпе докаэuэаетGя с исполь-

зованrе.. условrr nln. }
Такrк обра9ом, Har.a доказан9 нGобходa*|с lrслоaиi с)цесt -

aоaани, arпогаrirльтоно!а цикл8 a Рa . ОказuaаGтся,эти ус-
лоlия яaляотся и достаточнur.r.

ЛЕfi}Ц 3. 
'rcrtD 

по9леdовапельноспь (Рa, Р, ,,..
| аёовлепворяеп асловuял. . ., Dr; {_1 l...l 9. lQ1,

/ с '- ' ý '', прuвеdецвiл в форяgлuрооке леллd 2, поzdа
оха реалцзgела rcак коё хеltопоро?о 2 uпо?алuлDпонова

uuкла z в zраФе Р
i

a Зафксируе кaкуD-rr.бо эеро|..ну ва внешнеri цикле а ка-

чссlве крайхaй и начнсЕ ст9оить цикл Z l соотlетстrии с со-

ставляOиr.и кодa. УGrюari " с " rаранrrруоrrчто фикакйх прс -
пtтстaий на пряriо}| учaстке лути (от Uнqд}Еrо к внутренн€},tу

цrrклу) не воgнйкнет. РассriаrDиэая рrсунки , аналогичнUa рисункаaa

5-9, нетрудно убедиться, что аIполнение услоэий 'Pt_'5n при

KoнrpeтHor. значенrrи t гарантируст кахдuй раg возliо|lность

продошенrя гипога|.ильтоl{rвa цихла по 1-у слоо при дaиrе-

ниrl на обраlноli путr. ilоэтову a консчllо.i счете будет пост-

вешшн. }
ТЕОРЕlЦ l. Лри az2 в ераОе Р. соаеwuп-

ся в mочноспч З.2|'2 раэлчцнаz еuпоеалчльпоно€u,
цчклов.

a Jlодсчитасr. количестtк) послaдовате,пьносtей rудоaлетворяо-

ц4х усm!ияr. " с'l-"6".ti|з iсло.ий " y", " 6" GлGдуGт,что xar-

дая такая последоaатaлlвость поляостьо определrетс, значения-

lut D2lD1 l...Фl_r.Иа услоaия 
ncn следует, что знaчение
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Рa чrст бчть вuбgaно q способаr+.. Из уGлоaий 
Пg'слэдl,ст,*то

9начGнис Pl , 2 S 1 = п-it rпослс того, к€к tuбрано ахачaние

Р1_1 , южет бUть вUбр!но 2 способа}9i. 8ссго пол)rчае.., TaKxt

образоrr.lr.2 П-! последозэrеriьiостей, удовлеrво9яltlrх усJ,tоaияи
nc.'_nбn. эти и тол}ко эти поGл€доaательности tвлtотG, реа -
,lr!ye!шrai,l, соrласно ле}Oaап 2 и 3, П9и эrо+a хаlда, реaлr9усIая
последоaатепьность r.o.eT бь.ть рсаrизосафа, начина, с одной из

6 вешин валентности 3, лежа]их на BHlцlHGri rr BHyTpeHHert crtorx.
наконец, кашдlй гrпогайильrонов циl(л l,iotrBT ф|тD,соглас}iо пDед-

лоral{rп 5, за(одирозан чстчрь}aя способаiaи, a 9аэисиt{ости от вч-
бора крайней эеп!r.нu. Поэrову !сg.о иисстся 6.4.ZB-'14 .

_ лn-a- 3.z- - ра9личнlх гипогайl,|льтоноalх циклоa э граФс Pl , }
TaKrh обраrо.,r, lu похазали| что r Ро при Dl2 ,r.G -

DTci гrпогаl{ttльто.lоlr цхклal, пмчaь l.х хоrtrчaстэо растеt экс -
поЁенqrально с уaелrчениеri Д . ocтarrocb тепGрr научитDсr a!од-

считUвать колич€сlaо попaрю нсtilоюрФltlх цикrlоl, т.с. циклоa,
по-рaафон), располо|lсннa|х a Рa .

ý5. Подсчaт коrlичaстза

неиаоaорФцlх ги]югarNlлLrоноэчх цrкло!

обоgнэчи}r череа а
циклоз а гDаOе Р
. 3.f -S . Пу"r.' G =

о,. l
хноr(сстaо всех гипогафильтоноauхп

8ше 6.rэ доказаю, что 
1

)i,l

та alчrcлиr. харaхтер Gго rндуцrроaан}lого дэйстзиr на Оо

этоli учlсra, чrо элепснтч иа qдюго и тоrо ,(с .(лассэ соп9пraн-
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Каrдaй аaтоrФрФrlt граloa

.При

Pn пзре!одrт ,rбой rrпоrах{льто}.оr qикл l какой-то д)угой
гиltога йльтоllоl ц.rкл. Поэто.rу xoppcl(тнo оa!ределaно индуциро-

la'Hoe д€lст!r. (ё, О.) группч G фа .iнorccтlв Qo

'lлr 
rrодсчaта коr!ичеGтaа лола9но Harзortoportx гипогаrr.льтоноlluх

циклоа следуaт пр.{rtэюrть лэr.aaу бернсsйдs к гр!rппе подстаюaок
(ё, О.) iч будсв прхх€нrть леr}rу Бврнсаlд. по следlmlей

Gхaхэ! пaречrcл,||a lcG элеl.эхтra групru G и ал, каrдого элеarан-



|.lx gлGиентоa alrcaT одlФ и то rэ tначal*tс ха9актера прl.l ,!6ora

.rrцt цrpoaa}ra]r. Кро..ё To1-o, !iчтсl, что подстаноокa l€О тог-

l l GcTl aaTo.opOallr.

В iDуппa -lфl tлaссa сmрпaнюlх aлG|aэнтоt i сд{вlчхa, под-

cтaнofKa. Tpr. пqдстaюaкl mрrд(a 2 и дaa подсraноalо{ порrдка

дl ]l Torrr(o тоrдa пaрaaодит ц4кл Z из Оa . cc6r, коrда

8 . }bпorrHrrrr (Glr.ý3) ,фто О l g, Х 8s.

поlдGтафо.ка. дэlc?a!шq!, на Рa ,

подста|.оaкn порrдке 3 и 2 соотзстстlснно, оltDGдслGн-

J, Пустr

Е.'Ь.
1.1G ! пункlе 3. Пустrrнaко}rэц,

ла:

подстaноaкэ |tо9rдха 2,

тах la оlt9qдзпGфнar. тоrдЁ сraдaв., о aсех шaссaх сдпрrrcнluх

элсr.aнтоa r rруппс О , rrх пDaдстаarтgлrх ll l(цllolcтll прr!aдс-
lr соотraтGтaaфtrо !l пaрaо.., atooo.. .. Tpaтlai Gтоrtбцaх табгrцI.

ПрGдстaaитэль

клtсса
Hq|rocTr
клaсса n-2k n.2k+l

,-2'Р'
0

0

3- 2t- l

0

2 
L-i

'.z
0

0

0

0

2'

at-t

)Ьрrктср liндуцироaан}.ого дейсt-
lи, прl.

п.2
}
пп

l

2

э

l,

5

6

3l
8r
ьl

t l

.т
a

.t

I

2

3

l

2

3

,
0

I

,
0

I

Таблицэ

Paccr.oтprr. Gнaчarla Gлучaй ! - 2. qяесr ,iGэтс, трrr цик-

Za ,i= 
(al.bl Лl Дlralraз.С2rОдrЬjrаз) r

Za.". (С., rt, rltrЬl.С l rО а.Ъl rаg rrд raa) о

Zr rr= 
(С.1 Лп.alrrlrаlralrrзrе2.ОзrОз).
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Единичная подстaноэка Gz

трех циклов в себя, так что

".T]

цикла длин9 l0, так что

лiет на i.ccTe эец!инъl а

Х(Ёr) . 3. Поскольку подстанов-

Х(8a) - О. ПоАстановка ha остаэ-
и da , отс|ода нетруАно заиетить,

, очеaидно, переводrт (аrдUй из

В2 ииеет порrдок 3, она не lro|.e, яэлiтьсi а!rолlорФr3a,rом

i,]

что

Z".' '
ка tа NeHreT r.естани асе соответств)rЁцис aершинч внешнего и

внутреннего слоaв. ]lo это)i прrчине

Е" пе9е9оtит цикл Z, ," в себя и переводит циклu

Z" r, оо", " oorii-r"* .rо х(f,а) . l.Подстанов-

i2 переводrт ! себя ках-
. 3. По этой ,(е причинедrrй из трех циклов, т.е. х(

х(t)= xlg..ryr1" х(Е) =

i.)
.ta).Т"" сам|.п полностьо

обоснованu все числовUе Еначенияr приэеденнUе в четвертоri сто116-

це таблarцý. теперь iro{Ho непосредсraенно приненять ленlrу Берн -

calиa мя подсчета количества С(2) попарно неи9о."lорФячх lи-
погаl.rльтоllо8цх циклоэ :

с(2) =д(х(аа) + 2х(ýr) + зх(ffа) + x(la) +

+ 2х(g". ?r) + 3х(f,. €.) =

=Д(з{о€*з+о€) = 
8 

= 1.L2 L2

Такиl,i о69азоrl, r.ý сrрого обосновали тот изначэльно очевrд-
нчй Факr, что асе три цихла изоиорФю влоlrенU в rрrФ Рs
т.е. находятся в одной орбиiе tндуцироaанного действия группu

rUt(Эa) . Так что приведеннuе эuчислени, моrно рассr.атри -

taтb как перзоначал}нуо илrэстрациD лецхrl Б€рнсайАа.

В случае проa3эольноrо D реализовать приaедефнуl) внше

cxer.y a полноra о6}еце не удастся, так хак tlolllнocтb иноrестtа
Оо резко ао9растает пр, у!елrчении П . Лоэтому t!ч исполь-

зуе}r введеннуlо в ý4 кодировку элеraентов Оо " дп" эuчисления

значений хар8ктеров индуцированнчх подстановок из С .
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, дUt(Рr ) . вIчrrсrЕнх, оудar проэqдlrтL отдель}iо мя чет}нх
и нечaтl х а|iачaниl Д r ,a; кrх arд З. зa.хGит от чaтrrо .
Ctr. чlcлa ! .

ЛЕiМ l. лусrD а з E lL )! , поеёа х(Е.) --

= з.22Р|, х(?.) . s.l'1 х(Е.l.) = z}-1
IG.) , х(fi.)- x({.i. ) _- о.

a 'Ooc.,ryrl м, d8") GпaдуDт нG,{Gялaню r! teopёrfl l.
так ха{

Фr9r.or. цхкла длиrfl ХG.) - 0.Аналогич-

допlнa пQрaaод!тD l.ноЁa-

aзпr.н qиtсла Е r сзбя.
(: rn urv} Ёаходrтся

иrсет пооiдо( 3, ol.a нa ,aо е, taлiтtc, aaтоaaор-

, так чlо

нуе расс!,rд.нr, пок.OaаDт, чtо X(q.q). о. пусtь теп.рь

l€ 8rх 8., l l з , х(i.) l 0. Это оgЁ.ч.ет, что су-

лaстlуэт хот, б. одrн тlrой чrrкл Z€ Оa i чtо пOяст!ноaха

l. пороцIllGт atrol.o9olrlx грaоa Z (еслч гра0 z DaccýT-
pr.Baтl сах по ссбс). К9оr€ тоrо, дэf,стrrrз lo оохеанrэт ,!-
бIс осо6aнносtи рaспоrlfla}ri., гвDа 8 a Рa (с точноGтьо

др ор..rаЁт!цr.l rрaоэ нa плоскости),, поскоrt}к!. од}.оaреrtaЁю

l€ l
стaо

Есл1r

(х
п

rУл
). 8 частностl, l.
Л} иg четrрсх кDайних

пр.i этох дaс зсп!.нu и9 r.rrопэстaе

! qАной офrтa пqАсtaноllсl
poeн.fle m сти.. aaрlинarr, ,Ю созпsдаaт,r}6о поrччýтсr дDуг

иg друга t r.rorcirGrr Hs -t (a laaис.rrфстrr от Toio, ооr9анrэт

mдстaitо.кa l. о9lэнтацrэ слоез Da грstos Рa шrr mз-

нiет зс фa п9отrrзополснtо). Далее rэ считaеr., что обоaнaчa -
в., м, aaрс..н l.r.urv arбра}в ,al( lG. к8к это сдGлa]rо a

ýД . РассrютDиrr оGтlil.зся три пDraнципrrлD.о рarrхчua aorr.d-
кrстх дrli l a

l = Ь. тоrда

l. . то ,<oгl циклr ! . пост -

п
ьз Yr У r

ь
' Ir о' =?,Пустl

ь
Tlrtl ПоGкольФ, Ь. псрсrодrrт цrrш Z r сз6, , ш.aаa
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0h
хп

h(z ") = cx(z)

-c"(z)

h
. С другой cтopoнi., поGкольку I ! 

= у

и ориентация cJloeв IJ. изйеняе..iа, то получаен1-
h

(Z,") -

про}r9воль .
5l, поrлучаем

(!)

Используя вuражения дrii кодов

ного цикла, приЬеденнrrе в Фор}rулировке предlоIения

из равенства 0r(Z) = -C"(Z), что

(РarР, 1...'Poi Ч_., 1...'Qar9n) =

= (9ar9, r... r\-2r\-1rPo i Pr.-r 1 ...lDlrР2rР1) .

В частности, для лпбого 2SiS n-1 получаем равенство Pl =

= 9. , противоречацее услоэ"п 'Yn. Полученное противоречие с

yanoin"" |!7" 
показшвает, что наще предполохение о существова-

нии циклал_ ,Z; инвариантного относительно hо l н€8€рноrТЕк

что Х(fr;) з Q.

Пусть } = Т. Нетрудно видеть, что тогда ХТО = u,т_тт
u П 

= х, у l = Tr Y r= у. Поскольку то не меняет ориен-

тацир слоев, получае,.t О , {ZT')=c-(Z)" 0 t (Z'o)=Co(Z) ,

,".* что (р., D, , .Т .О, ро _1 ,р. ; ч_rТ .1 . , q. , q, )

'(-Ро-.1 r-Po_2 l оо о 1 -Pr l-P2 i-91r:9a , о. . r-\_a ,-Ъ_r) .

" 9r = -Ро , причен вьaполнение 9тих условий необходимо и

доGтаточно для того, чтобш цикл Z бш инвариантен относитель-

но То . OTr.reTиlt, что равенство Qr = -Ро следует иэ усло-

""" Po_' = *а и услрвий 
' ПСtl-06ti, приведеннь.х в Форltу -

лировке леr.rlч 2. Подсчитаеи теперь количество всех циклов из

Q, , инвариантнчх относительно lo Параметр Ра внбе-
pe}r проиЕэольно одни}.:иа четчрех способов, тогда дrlя вчбора Kalr-
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доrо из паDаrraтDоз Dr a..., Dt )rнeer. по даа способа, а па

p,6teTDr Pl1l 1...; Р. определrоrс, из (l) однозначно. 8aр

цину а }iЫно эuбрать шестьо способаи.r. 3начит, X(io)
.6.4.z1-8 /4. ].2r- r

пусть, нахонец, Jt = тй. Учтеrr, что t . ь в]еняетцл
ориентациD aсех сrкЕa на протиtополоtl{нt/D. Рассуlдая аналогич -
но, получ8€ia:

т .h т
I r r=TrT в

h t.Ь t.bl=tryo О=чrчО О=у,
a

0t.
!r п

i.д
h (z ' ') = c-(u),

h (z"
ь

lс t.
!l

at(z)

) cT(z) ,
i!

з {v(z),
так что

(Dr.Drr..., D.i Ч_rr..., qarqi) =

'(-1_r r-Ч_., . о., -qsr -qti -P"r -Plr ... r-Po_ r r-Do ), {Z1

Ч_t+r = -D.. 2 st s !,',.
Paccltaтpr.fa, t c.ю!ar, (2) соэхестно с услоlrri*l 'C'-'6n.

получaэ+t,что naDar.Gtp Da rraneT бr.rь lrбрaн 4 способаr+r, каr(-

пal r.g пaрar.етроa Drr...rDl - дaуii способаr+r, посл€ чего

код цrкла оiределен qднозначно. В хачестэё aеplцнI l юпaт
6aarь вrбрaна ,ra6a, х, дDух aэрI}rн aалGнт|.|осtI 3, лешацйх на

aiqднец или aнlrтрсннGaa слое и lиксирlrе|ryх подстаноaхой ttt .

8 иrогэ получ.GN х(Т.. f,.) - 2.q.2r:t /4 . 2t-'. >

бll



ЛЕr+Ц 5. ЛуспD а. Ъ,+7rZ1, по2dа I(Ёr) =

= з,fl.-t r(f,'.. ?.) -- zl, r({) = х(ff.) . {t )

-- I(g.. i.) = о.

< доказalельстэо проэодl{тс, ан!логично доl(sgателDст!у пре-

- ).22Р1 , хG.) . ,dE) = х(ý..i) - о.
r(Ео)ле}raц. точЁо так le noKalllaacl. l что

L

8 случае l =t слой

дсйстaияподстaноaки т!
!r+r инaариантaЁ отl1оситaл5но

пDarчеa4 Т liснrgт raccт8r.ol ша -в
етрально противопол(х}tG

зершинr qикла дпинr 6,пороп-

двнюго qлозн !*a' . 0л-

нaко подграФ Na чзтl9gх
бар этого сло,, iйодяцlх в

нgюторчй гraпоrаr,raльтоюa
t qихл Z€ Оо ( сх. рис. rO)r

llэ инa8ри8нтсн относхтель-
фо дейст.}rя tл *а \r .

Отс{д. х({). О. В слч-

l С.тЛ lвяс?lllоaка
tn. bn псрalфllт |'од}r-

rroKoe" ребро, иrобрайэн}rоеРис. l0

ю шс. l0. . сGбi. отслда
l.Ь

аакrDчаGа,что!',Цrtl
т.ь t.ь з .ь

ч r rot, у ! О. т, y a .= у. ТепGрь, учrтI!ая,

l!

что

'о. 
Ьa riенrзт оglaэнтaцио слоз!, получаarr

так что

(DlrD1 ,..., D.i \_rr..., QarQl)

гr,! о

' (D"_r rD._r r... , I)rrl}t rql i Q1 r...l \_з r\_1 ).
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ПЁrюдrtrr к оооr|эlзнrrи (prr 2 St Sl):
Drr_l+a = Dt.

1l - tl I(t,.Е) - 2.2.2Ь-1 12. 2r . >

D s 2L;

д = 2E+1.

(3)

УGлоэr, (3) не нашадlaаот l}lкaких ограrrr.чaюri нa пара -
йетр Da11 . Услоэrrrrс, о слaдуц€a.. На$lнаэ.. tюстроен}t€ ко-

да хнвlрr.нтюго цrкла с Ptal ; шбrrра.х lDrarl . t,oT*-
деGтaлicrl зе9fин!., соедrrненнуэ перGrороlдкой Gо слоеr. \. a

к!|(оl-то одной иr дaух tепл.rн эtого сло,, лсllillх на нaпqдaиl-
lrx отlюсительно t_.h_ рGбрах. ПоGлa этого кацдое rэ !ю-tl
ченrl Di,...rI)L rr eT фaтl эrбрsно двух, способа}оr, . rcG

остал5lrэ rнaчсф]L кода оп9qдэмотсi 9aaэнстaаr (3) и услоaиi-
* 'С'-'6" . }|xсart оюфчaтaльrrо (учитrrая, что Tottbкo дrlя д!ух
lФдоl

Тaпсрь rr н эх прrхa}итL лGр.!, Бернсaйда и подGчит€rь

колr.чесraо попа9но нGиaоlФрФllх циклоз.

ТЕОРЕtЦ 2. Луспа О(В) , !} 3 r - rcолч,lеспво eunoea-
дчлDпоNова, цurсllов ераФа Ро , _lеuзодорФцdЕ опно-
сuпельно Оеtсп€uя ер!пп, Лrt(Р. ) , То2Оа

2Рz(2'-z + 1), .crr,

zez (2Р1 +1), еели

п

.aпуGть n- 2kl k} l . тогда

о(о) .!(з.z'Fi * з.2l-i
l2

+ э.z )-

. J- з.2r-r 12}-r + l + l) . zl-a(zr-tl).
l2

Пусть n. 2k + t, l, Э t. Тогаа

о(r,) - J(з.zаtsr + з.zl; -
l2

- Дз.zr (2 Ft . t) - 2l-z (*-r + l). }
l2
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