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0 нЕтqдЕ диФФЕрЕнцидльtUх встрЕчнчх прOгOнш

С. И.Фадеев

Рассматривается raетод встречнчх прогонок численного реше-

ния линеЙноЙ д9ухточечноЙ краевоЙ 3адачи для систеяьa иэ В
обuкновенфuх ди(DФеренциаль}tlх ураанефий на конечно}i отре9ке.

ках и в изэестноr. r.стоде орlоrональной прогонки с.к. годунова

It,2], здесь испольsуется процедура, препятствуmtая "спtшlива-
r#o" базиснuх ра!ений однородной систеицi что позаоляет найти

численное 9qленrе к9аевой задачr, если она достаточно хородо

обусловлена. ЭOФективносrь лiетодa иллострируaтся на тестовuх

прихерах.

Aвlop вuра,хает благодарность С.К.Годунову 9а полсзнче 9а-
raечания.

i. Пусiь Д(t) - матр"чная Функция скалrрного аргуr.ента

t раэ"ерrост, Dxtl, которуо для опредепенности будеl.i счи-

Tatb нелрепнвной на отрезке [", Ь]; f(t) - 
"епрер*вrая 

,а
Tori хе отDеэке вектор-Функция Jвзвgрности tl . М, уравнения

ý+л(t)у=f(t),

относитaль}lо векто9-функции

рим Kpaeвylo задачу, подчиниэ

е J t sъ (|)

y(t)
y(t)

разriерности Д pacc}roт -

усло!иrra i

шj



тrу

*,I !I(
;]] * .,

-1, Ey11=6=a, (2)

где Ir - r,rатрица 9азперlости kxD. В - rr5трица разверно-
qlц ЕхЕ1 Д+tsЁrr;, 1 и а - эекторь| раэнсрноGти
ts и ! сооrветст.енно, rапб IдBk, rаш в=д. в даль-

нейлеl.r будеir предлолаrать, что краевая Еадача (l),(2) однознач-

но разрецияа. Как известно [3], для суцестзоaания aд.нGтaен -
ного рец€ния (l), (2), непрсрuвно дкфсренцирусйого на отрезке

[а. Ь], неМходиr.о и дост8точно э!l1олнения условиi:

где r(t) - Фуliдаr.енtальная r.5трица решений уравнения:

(з)

(4)

кlадрат-

dу
alt

+ Д(t)lr о 9.

В свrзи с описаниеп }i€тода встречнrх п]rоlонок 9ассllот9ии
на отрезке [а. Ь] п"е 9адачи Кощи от}lосительно ма?ричной

бункции Ua(t) раs"ерност, kхд и матричной Функции

5(t) п"з"ео,,ости дхDi

}вц"е(t)о uJl6"=trl
(5)

S . чд(t). ld t=b = R .

определис иg (5) Ua(t) ll

нуе ц(t) и тIвнспонированнуD

Ub(t), соста.иц

oт(t) 
""roru.,,

н

(t)
(t, ] . "nt*l = ["T"ctl, {ctl].
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ТЕOРЕМА 1. Пуспо 1сраевая заOача {1), (2} оOнознач-
но разреачда. ТоеОа UЕ(t) являепся фуноаденпаль-
ной лапрuцей реwенuй !равненuя

*r = дТ(t)у.
аG 

а t-'r't (7)

dctlДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Из (5) следует, что

являртся решенияl4и задач Коllи:
"}ctl й

a

# = rElt)o}, 
"*"l*=" = D',

(8)

#=дП(t)4.{lt=ь=f.

Такиtl обраэоtl, каlltдчй из вектор-столбцов (6) матричной функции

oE(t) обрацает уравнение (7) в тоrкдество. поэто}rу мя дока -
зательства теоре!tы достаточно убедиться в тол{, что

dсt uт(t) У О , ппп,что то же самое, aet ч(t) У о при

всех t С [а .Ь] .

Пусть d(t) - Фунда}iентальная матрица решений (7).Пред-

стави!t реч!ения (8) в виде:

"|,Ktl = dtt) dt")1-'т,Т,

dttl = f{t)d(ъ)]-'#.

0тспда находин, что

ur(t) = ъГ'(а)ч(t) ,

uo(t) = вч-r(ь)g(t) l
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амя составной матрицu получиra эшраrение:

u(t)

ц(t)

ш_.l(в)

ш-r(ь)

ly(")
ш(ь)

Далее заметиr, что U(t) обрацает э тоIдест.о ура.нение

atп_ = UA(t'

Следовательно (достаrочно п9одr4ФФеренцироэать rоrдестaо

U-r(t)U(t) ! I ), U-r(t) i!лiется Фундавентальной rат-

рицей рещений ураэнени, (4), т.е. U(t) - I-r(t) . с уче -
тон посл€внего обстоятсльства запиlл€и ц(t) 

" "rде,

U(t).

1'. '(t) 
.ц(t) =

Поскольку по прсдrолоrrенио теореrEl условие (3) эчполняетсr, то

aot ц(t) f О. Т.ор."а доказана.

Б)rде}r искать рещение уравнения (l) в виде:

з(t) = u-r(t)Y(t) = T(t)T(t) ,

где
.|

аtr(
T(t) .I(t) !I

Фу}цаr.енrальна, |.атрица рqrений (4). Согласно r.етоду вариаций

произвольнчх постоrннuх l вектор-Функци, T(t) д**"" удо"п"r-
ворять уравненио

tc"l*. f(t),

)
)

а
ъ

(

г

9|



,л,

тельно !ехтор-Функции

dт
й= о(t)t(t) ,

Paccr.roтprrr тепеDь дaе зsдачи Ko]rr на отр€эхG [а, Ь]
Y"(t) с""""р.о"r, ts и эектор-Еунк-

ч(t) =

T"(t)

чо(t)

(9)

относи-

( lo)

(ll)

ции vo(t) разнерности Ц

о". 
=dt

u"(t)t(t),

d"ь

at
. 5(t)c(t),

0чеэидrо, состаэной !ектор

""|ъ. = 1,

'Ь |t=b 
= "'

обрацает в т дестaо урaзнение (9).

ТЕОРЕМ 2. ПUспD Ц(t) - сосrов ная, дапрuца (6),
dt) - 

"r"rо" 
lro векпор (11). Тоеоа оля tаrоото

t с [аrЬ] реuенuе краевой эаёачч l1r,(2) опреОе -
ляепся как реченце сuспеда лцнейхuI ал?ебраuческut
аравневuй:

u(t)y(t) . T(t). (t2)

Дейст!ителtно, по построaнио вalтрrqu u(t) rr вектора

Y(t) иЕ раtений задач Кочй (5) и (lO) р€uение (l2) обра -

цает ура!нение (l) r топдество, Кроие тоrо, из предстамения
(l2) в аиде l

u.(t)r(t) - Te(t) r

ъ(t)у(t) = Tb(t),
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а Taкlie в силу начальнцх условий задач Коlли (5) и (lo) сразу

следует вЕлолнение краевuх условий (2). Teopelra доказана.

Вычисление lra(t) и V"(t) ,з решеiия задач Коши:

$ = Яtrl"g , "I l.=. = !Т ,

,J*Ъ 
= tTlt)"T", {l.=. = 1Т,

будец фазнвать пря}lн}i п9авь.ti ходо.i прогонки. Удобно объединить

U"(t) n Ta(t) , представив прогонку в виде одной эадачи

КоrUи для однородной систеl,iu. Инееl"l

пряйой праВЧЙ ХОД ПDОГОНКИ:

bЁ] b;l :Ш] ,Ёl.=;[
1т

(lз.l)

(lз.2)

fiатрица систе}ru ( |З. l )

Аналогично для 9ýlчисленrя

чи Кощи определяется

содерхит (rr+1) -t

5(t) , vo(t)
нулевой стоrrбец.

из реlления зада-

пря ,4ой ле9uй ход проrонки i

d
tlt

lfr tъl:l :r[*]
ьт

tý rт
=ь

По за9еп!ении встречнuх прогонок (l3.1), (l3.2) остается вайти

решение краевой задачи ;r(t) , оор"rr"rись к систе е линей-

н$х алrебраических уравнений (l2) с натрицей ц(t) n np""o;
частьо v(t) , npn."", как следуе, из Teoperru l, det u(t);С
У 0, если краевая задача (l), (2) однозначно раз9ецияа.

93



Olвcтrrr свяаь u(t) с rатв.rчrrои Функцией грина G(t,B),
trBC [аrЬ] , кра€.ой задачи i

fr + r(t)T=o, Iyl.=g = о, Bvl.=5 = о .

воспольэуевсi определе""е" G(t.B) как обобценнцх рецениеr.

краевой задачr с пра!ой частьD а эиде б -Фу"кции:

* + д(t)с = ý(t-в)I , ш lt=а= о, пG lt_ь - о. (l4)
alt

Форr.rальruв прихенениеra Форнул встречнчх прогонок к ура!не-
ниD (lq) получается следflоqее представление }rатричной Функцrи

Грина:

I u"(B)]
ч(t)G(t,s)= 

|,. о J, tr",
(l5)

о
u(t)c(t я) =

-u5( в)
, t ( в,

При этои легко проaерястся вUполненис услозий, опрсделяшarrх

G(t iB) !

1)!ý+л(t)с=о, tfBi
dt

2) G(sюrg) - g(B-o,B) = I;

З) Iд lt-B - о, в8 |.=5 = о.
Согласно ( l5),

Brrp|B(t,B) ||JK = gtrp lir(t)Ш BrrpШu-r(t)Ш .
t.. t t

9ц



напоr.ни|i, что из оАнозначной разрс|!r|nости красrой заАач}r (l),
(2) сл€Аует ф.прgрч.н.t !а.иси!lость ре]ения о, r(t) , f(t) ,

arbrTJrRrl и 8 ! дост€rочно t алой окрестности изr.ененив.

napar.leтpoв. Разraсрu окрGствоGтй за!исят от константч Х ,оце-
}rrвапlей сверху юрr.rу Фунхции Грина. В этон случас говорят о

достаточ}lо хорош€й обусловленности краевой 9адачи.

2. 0станоaиrrсi r€ проблеr.е '|спrцив8ниl" р€!t€ний qднород-

l.rlх систе.. (l3.1), (l3.2), обрsзуш|их баsисr пqдпространст.,от-

аечацих K9aeвurl уqr.оэиrх при t в 8 и t = Ь соотвстстэен-
}р. Как извест}ю, игнорироэание этого яэлвни, при числaн}ю.i рс-
ше}t.и r.етодоra прогонки даже хоро]о обуслоэлсн}ой кDаеaой 3эда-
чи (|), (2) }io|le, в рrде случаеэ прr!есrи к н€gGрts|ч.l рGаульта-
Tara или бtть причиюй а9оста. ВперrUе нa лроблеr,rу "спrтциэа -
ния|| баgиснlх рещений однородной систеr{. ураaненrй бuло ухаза-
ю s [t ]. Tari rе бчл предлоIен афектиarflй нaтод реUения краa-

вой задачи (|), (2), получивций кlзвание ортогональной пDогон-

ки С.К.ГодуноЕа. 0сновная идея r.етода cocтolttт 9 следущtе},r. При

реаrи9ацrи прявого правого хода проrонки оrрa"о* [а rЬ] раэ-
бивается определенннr. образоr,r на П частей:

a=tl<ta<...< h<\* r= Ь, hд=tl.r- t., (16)

и Hal капдоц и9 от9езков ltt,tt*r] в качестве начальнuх усло_
вий при t = ta сеDии задач Кощи, описuвапцих базисньlе ра!е-
ния одноFюдной систеrrн (4), эчoираеtсi систеtа ортонорt"lироgан-

хчх векторdв. Следовательно, за счет выбора цlаго9 ht ,

hдllД(tr)ll в 1, базиснсе ре,щения при всех tlta ocrapic"
|!почти ортоноl>нированннr.rи".

Преследуя те хе цели в рассt атриваемо^l !iетоде встречншх

прогонок, будеrr сопровошдать численнь|е решения задачи Кощи

(lз. l), (l3.2) ортогональной нор1iиро9кой в у9лах сетки (16)
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(термин |lортогональная норrlировхаl| предrюr(сн G. К. Годуновш,r).

Для определевности останови}aс, на правоri ходе прогонки.

Пусть при t=t l найденu элеяентu матрицч [U"(ta) ,

Ta(tr) ] . На первой щаrе процедурч ортогональной восtliиrюэ -

ки: а) вьбирается по aсей иатрице

и сlолбец,его содерrаlий, меняется

главнDй элсriент,

с пер9g}. эектор-

ua(tt)
MecTora

столбцоr{; Ь) яатрица [Ua(ta)rTa(ta)] после воз}.окной пе-

рестафоаки столбцоa подвергаетс, ортогональноraу преобра9ованир

отраrения, э рсаультаrе которого эсе элев€нтч пер!ого столбца,

Kpotae первоrо элепента, аанулrоrс,, а абсоrФтна, величина пер-

воaо элемент€, такиr. образоai, становится равной евклидовой но9-

ме первого вектор-столбца; с) эле}iентч первой строки пребра -

зованной riатрицЕ

ra€нт.
[u"(t.) ,Ta(tr) ] делятс, на перэuй эле-

0боЕначин *.о." 1о!' Зlt.),"!'1{t.) 1 результаr прео6-

разований первого |дага процсдурu. На вlоро}r шаге пп. "а", "Ь",
"с" пDименяотся к иalrрице, у (оторой мьaсленно вuчеркнутt пер -
вая строка и первцй сто1lбец, причеr,r элеl.ентв первой строки уча-
сrвурт lолько в перестановке столбцов при вьaборе rлавноrо эле-

r.eнTa..Ha третьех шаге пп. "а'|, "Ыt, "с" приr,rеняDтся к кrтрице

1o!'Зtt.)r"ý'l(ta)]- nro. второго шаrа - с иuGленно вuчерк-

вутцяи первь|хи двуriя строка}lи и сrолбцами и т.д. 0чевидно,}iат-

o"u" ф*l{ta).T[rJlta)1 будет иr.rеть rрапецевиднуlо Фор,.rу с

единичнчхli вед!циии элеri€нтаtiи на rлаэной диагонали. Заaев!а -
еlся оDтогональная норriировка перестановкой столбцов

o"["J{ta) , восстанавли.апцей их последовательность в i.атрице

rra(tr) . 8 итоге получиrr хатрицу [fra(tt). ?a(tt)],
ff.tt.)=u!'11tt), ;a(tt) ="ýr)lt.), t = 1,2,..., х.

Аналоaичнrlti преобраэованиr}r подверlается матрица

[5(ta) , vo(ta) J при реализации левоrо пряi.ого хода прогон-
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Ки. В реg)rльтаtе ортогональной ноЕ {ироaки будеrr иl.етl rrатрицJa

${t.l, iъ(tl)], i =п+l,tr; ...,3,2.
llополни}r о.r}rсан}.е r{етода эстрсчнIх прогонок, ранее пред -

ставленllого Формула..irr (tЗ.l), (l3.2) и (l2). При это+r аадач}r

Кощ.r рqrаотся последо!атGльно на отрезках [ta.taanl и tci-
кrй раз начапьнUе уGrlоaия преаaарительно под!ергаЕтсi ортого -
нaльной Hoprr.rpoвKg.

r:]

а - [rт- 
[rт

(t) о Ца(t )п t,

;]

г)

(t) о
l

)
(l7.1)

l+l l+l
= 8a*a t ,L = LrZ r...; Ш1

п l+,i

гдс ýa*1 - олер"ц"" ортогональной норr.ировхи np' Ь tl+t.
лсaчй

(t (t

('.*., )

i.{t,)

(t

(t

)

)

d (t) оп

(t) о

)п l+l
г]

)

r)
в

(t
'.)
t

ъ l+.l t+i

, 1 зtr+llХ, ..., 2.
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( l7.2)
t+

д(t l+l ) )!

0чевйдно, рg|rcние Kpaeвoi Еадачи (l), (2) r узлах сетки

определится иэ реоенr, сисrеriJ линейнUх апгсбраическrх ]aрaвне-

}rrй |



7 = L2....r IT+1 ,

f(tr)y(tr) = f(t,)

ffa(tJ)

q(t,)
fi(tr) - i{tr) =

( l8)

rд€

?.{tr)

fio(tr)

3. 9ФФектианость приr'lенени, ортогональной }rор+rировки ж)п-

но набrIдать на елaд)пla}. приr,rере. П!rсть Д - постоянная нат-

риltа крае9ой задачи (l),(2), причеr ее спектр строго делитс,
..нiir.ой осьо, lах что ci lQ l... lo! - собстa€ньЕ .rсм l ,

лехацrс 9 правой полуплоскости, а 91о 91 ,.... 9. - собст -

BeHHue числal, ,tсt lацие в левой полуплоскости, и k+Д =Д .Нa-

поrrниr, что k- число краGвчх )rслоaий на лaвои кофце отрез -
ка по t, Ц - чtсло краеaух условий нir праэох конце.Длr rro-

деrrrровани, ситуации, когд€ спraцивание ба9lснlх р€щений llиест

пJrивципl8льное 8начение при численюн реU€нl.и краевой задачи

ветодо}. aстDечнuх лрогонок, ш будеrr cтporrтb r.атриllу Д с эа-

данннл.l. собст!еннuaali чисrЁшa. 0днако нсс}.отр, на достаточно

больчой разброс эн€чений собстэенltlх чисел А , KpaeBar за-

дача останстся хороOо обуслоэпaнной.

0писаниG прrнaра 1€чнсй с рaсс|iоrрерlя дэуr ,адач Кооlи

дл, ).ра!нGний atcоr<оrо порядкa оrноGхrельно Функций Зr(t)

" з.(t) на отрезхс [ОД] no t ,

э.(Д)х, о !.t(t).
(l9.1)

C'-l-
(о) = о,

atl-'r-r{о)= 5{о)з lоо з
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q.( *) ta = га(t),

x.{r,)= 5{r)з ооо Е atl-r
Злесь Er(t) a(t) - ..np"pr."*. ,"

(l9.2)
d'-iх

1)=о

оункции;

,

Д)

о1

п отреэкс [о.1]

- дlrФФеренциаль}не операторr сР*( a ч( dtat
постояннчriи вqllественнýми коэФФaaциентаl.iaa степени k и Д

ч(r) = r.. 
rlв, 

Qrl.-'= 
r}r'^-urr.

Пусть Er(t) - ве*тор-qункция разr.ерности k1 l., - kxk-
ватрица; ба(t) - .ектор-Функция раэriерноGти D. 

',а-ЦхЦrиатрица, определеннче в виде i

8r(t) = [о...., o,rr(t)]T,

B.(t) . [о...., одl(t)Р,

о1 о1
о1

А , . дr= ,

01 о 1

-р -Ъ-.' -qr]}-1 -p.r
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прича., по построa|ф, С1 о03, r... r

l{атрицI l1 , Bact s _0 < Q 1r 1
ъ
,2

- собстэен}€е

,...Д, а 9tr
р,

Е1,2,..., д

rде

образуе}. "з Т., (t)
иерности tl i

['.,*,...,
d'-lx

l t,E-"",]F

и'

шЕгЁ

(2о. l )

<2о.2)

а8.(в)ёв.

ра9-

s. Во9rе 6> о, tr r
Как извсстфо, pacc}{aтprlaargx Еадачаи Ко]и

lioжHo придать эквlaалеrвu€ Форцулироtки:

собстlaннrс чrсла ,aэт9ицI Л

9! = д.rrr+ tr(t) , ,' l.=o - О,

* = л.".* 6.(t), т.|.=. = О,

d.t-'x
п.l

l2=
аЁ-1

записаэ рqDение (2o.1) и (2о.2) 9 виде

l
(r-.)д r8r(э)dэ, п. (t)._ э

э п

(t-.)Д
тr( t)=

F]
(t) Gоставной вектор T(t)

(t-.)l..
T(t) =

пп(t)

w, (t)
в,, (в)

в. (в)
dв+

t

о

э о

оо

l00



l

+

г(t,в) -

(t-. )д

0

о

о

( о-.
.,( в)

(r)
<lB . 1211

)А"
аi

0тсода следует, что itатричн.lя Функцив I{trg)

гr(trв), t )8,
г2(t,в),t (в,

где

г.r(t,в)=
'о о

i.j

, = о, te [OJ],

га(t,в)=

)' 
'.-:(,_,)

(r-. )д а

явлi€тся йатричной Функцией Грина однородной краевой задачи:

о

at

.|

о -Д"

[I.,оJп|.=о. о, [o,I.1r].o' = о.

3десь I_ и I - еяиничнче нат9и|lu разперности Lх k ,la
Дх д соотgстстэенфо. 0тrетиr., что соглас}lо леlйе ГельФанда-

l|lrrtoвa и}aеот raecTo оценки Hopra riатрич}ýх экспонент:

||l о(t) lцц
6 )'-';:"-,,,

(t-.h.,

(t-. )Д"

t ) g,

s > t,lle |ls а(ц) lцJ
6

l0!



гАе O(J)- постоr.rая, зависяцал ,олько о, J обратrз -
|!ись далее к (2l), (22), приходиl{ к !rlводу, что нор|rа riатрич -
}ой Функчии грина Г(trв) оудет ограничaна, каков бu ни бýл

спектр цатрицU Д , подчиненнuй указанноraу условир мхотоa,rии
iiн9riой осьо.

Вообце говоря, упе крае!ая. задача

dп
dt

l о

(22)

n_1_1)

s.s( t)
ta(t)

t€ [од],+

[I,.,о]т1..о= 1. [orr.]wlt=l о э,

о -Д,

позаоляеt илJтсtрировать я9ление спr цrвания базиснIх

llycтb, наприriер, при k з Ц-! собственюши числаrи
рещений.

r.атриц

А1 и А, булут: cr = -1 . J, = 1r2,..., k-1 , с.
= -со , со>> 1i p.r :1, 9. } F, .

Тогда

Pr = Д-3+%r Ро_2= со r Д)3r

р (+-"")t (r_r), ( 2з)

1= 2 31...; D-ý ,

qi= -(Рr+ Р.), 9а = prp2,

что полностьlо определяет ват9ичu Д., ра9,ерности (п-2), (д-2)
и Аa раз"rерности 2х2 систеNу уравнений (2l). Представляет ин-

те9ес сопоGтавление точноl,о и численного решений крае9ой зада -

чи, (оlда со r F1 и Fa много больше l.
Для построения принера тоr.ного решения краевой задачи (22),

сохраняюцего tl в качест9е параиетра, поступиi4 простейдим о6-

разой. Возьйем достатаqно гладкие на отрезке [О,1] Оункции

l02



On(t) n oa(t) и определи^i правче части уравнений (l8.1),
( l8.2) в виде:

!n(t) = р,_а(Д)9r(t), tr.(t)= e.(fin)o.(t).

IlDи начальнчх услоaиях:

хr(о) = оr(о),

Рtоl=|}tоl,...,
ао- lx

atl-'
(о) =

ао-'
ёtP-'

о).

gg
dt

(1)

Ф!aнхции х , очевидно, будут рещения-l
r,t!| соответствуOцих задач кощи. следоaательно, эектор-Функция

х.(1) = о.(1),
d.х

-з(1) =
alt

9(r),
at

(о) 9r(1)

9., (t) , х.= 0"(t)

r(t)=
dп-'9
Ъtо-'

даст реttlение к9аевой эадачи (22), где

[o'rol,

ttl ffctl,... tr),o,{"1.9{tl]T

9col
at

d.o -'

'. " 'ati-, rE

o=t ý1,

Ha.,l осталось приАать краевой задаче (22) обций виА, при-

яенив х },tатриqе систеJ.u преобразован}rс пояоб.r. 3десь удобно
использовать о9тогональнур сим}.еrричеGхуD натрицу Q в каче -
стaе }rатрицu перехода, Q.Q . I , Q' = Q . Рассllотрин Kglac -
Bllo задачу l

ý+ ду = l(t),dt

Ц7lэ=о = 1, Rylr-i = 8,

l03
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rАе

е

т.е

л=Q

l

n

s.,(t)

8a(t)

r0
о -Д.

f(t) = q

сrа
1, zr:o.

-1 , zi <О,

L = [Tr,o]Q, R = [о д.]q .

Из предuдуцеrо следует, что

G(t,s) = Qr{t,э)Q
яэляетса хатрrчной Функцией Грина однородной (раеэой задачиi

ý+ду=о, oýts1,
dt
!ylt= о 0, Rylt=r = О,

npr"e" "оо"а G(t р) ограничеяа. Далее, если r(t)- pene-

ние (22), то вектор-Функци" y(t) =QP(t) , очGвидно,6удет ре-

Uениеr. краевой задачи (24).

Ка|( известно, отраlения Хаусхоrиера зада|отся си}Ф.етричес-

ской ортоaояальной натрицей. alусtь, наприr.е9, яат9ица Q оп-

ределrется и3 условия, что отраженнuй аектор иr.еет оtличнчй от

нуля только первuй элемент:

п

0

о
=

а

z

z

z

l0ц



-Yr

-Ts

-Yl

-ъ

Yz Yr
r+ Yr

2
Y,

YаL

-lz.tд-Е

Yа Yэ

r+ Y.r

Yз1Q. 1.'t Yr

-йal Yr

.1Yr

Yэtr

.'. Yr

... 1_
2

ъ
l+Y1 r+ Yr

где

!, 1о 1l2,...l дYt
o||z. ll

В частности, если 22= 'r= ... = Zn_l = О, Zr>O и Z!>O,
то

р1 о -р2

аз оI n-a

-Р8 о pr

где

z
-п 1 9

о

в l
р1 1

z|+z2

В последнеri случае lrатрrцu Дr! и R краевой задачи

(24), где k о д-2 , определяртся 9аданией паранет9ов ц ,

$r91 ,9. и р., l n:4, % Е1,9i:1, 9.f F,
О S p.t 11 , пр"чеrr Со r -91 и -Рa являотся собст-

веннч!lи числаliи д (остальнuе равнн l). 8месте с ДlD и В

|05
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эти параliетрu определЕDт Функцио Грина

ной норliой. иriееr.:

k = а-2 l Рz

д=

I piq.' р1

lo оl: :l: :

lo о

1-orn* p*_n

|ъ 
о

[-рrр.9' р"

C(t ,в) с оrраничен-

.Бr,
. о - Pa9a -PlРzq1о

_1 о
о

о

о

о

:,]

... о

... о

... -1

0
о

;
-о,l

оо о
оо о

1о о

Рх-z
о

о

р

о

о

0

919z

- PaPt

-рl
z
l9 qr

f ( t)=[- р.r.( t) р, . . . .о,F r(t),o . p'г2(t)- р2r r(t) ],

о о -Ра

R=

п

оо
1о
о1
::
оо

о о0 о1
-р2 о о о о

где Р1 ,i= 1l2r...1D,2 r 91 и 92 вьrчисляlотся по Фор-

мулам (23). При хелании ltol{Ho вк,rcчить 9 число параветров крае-

вqй задачи бdл"ч,ее "rcno 
собственЕrtх чисел ват9иqч l, ,подчи-

нив их различфuя усrювияll дихотоriии.

ц. [lрогравr.наi реализация }tетода эстречнчх проrонок под -

твердила эФОехтивность исполь3уеrrого зАесь способа фор,i,Dаэк}l,

!06



В случае тестовоrо приitера леrко указать эначениi параметров

Cqr91 и Рa в за9исийости от Dазрядности ЭВh, когда опи -
даемое совпадение точного и численвоrо решений краевой задачи

ивеет llecтo лиlль при использоэании норr,rировки. 8 проtивнои слу-

чае возникает авостная сиrуация. Преможенный ранее вариант пе-

тода эстречнчх прогонок [q] этиra свойсrвоx в обце случае не

обладает.

5. В заклlочение отиетиr. частнЕй случай ФоDraулировки крае-

вой эадачи (|), (2).

Если при Ьа либо при t = Ь задано только одно крае-

вое условие, то при организации соответствуцllего пряiiого хода

прогонки не 9озникает пробле}аu сплоOlивания базиснчх рещений,а

ортогональная }lорнировка совпадает с обuч}юй hорrrировкой. Пуст ь ,

напри.iер, k =1 ,

[o"(t).Tr(t)l = 1о!i)ttt,...,о!'){t),о!'){t)з,
причеr{

[u.(t),ч.(t) ] 11=6 = [!rr,Lr.,..., !1o,1rJ.

Тогда при t = trlJ =!r!,...,Ш, операчпя S1*1 (l7.1) со-
стоит в спределении riаксивального по r.одул! элеrента

o!1)ttr*.,)

р = P!|){t,*.,l1 = ,"*p|!)ct1*,) l,

и вuчислении [ffa(t)rfa(t)] по Форr.уле:

t - tr*n, [f,a(t).ia(t)] = +[ча(t),та(t)].

Пусть теперь краевая задача Форiiулируется дл, д!ух урав -

н€ний псрвого ПОРЯДКа: D =2, ts- Ц-1. Из пр€дtл/це-

|07



го ясно, что решения задач Коши (l7.I), (l7.2) сопровождак)тся

процедуроЙ обь.чноЙ нормировки, вклоченноЙ в выбранныЙ числен -
ный }rетод речJения эадач Коu!и [5].
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ПРИЛФЕНИЕ

Приведеrr кратхое описаниa на алгоритническо|.l язuке ВДsIС

програнхt| ВРR-L, пD€дназн8ченной для решени, краевой задачи
(l), (2) етодо.r встречнuх проrонок. Текст програ..rнч следует

9а пе9ечислени€.i (бо9начений:

N - чисrD Dаа6raний отрезка [a.Ь] ,

NР - разнеDность систеr.iЁ| дкферaнциальнчх ураaнений (l);
}ю - число краевUх условий при t = а ;

Е9 - константа, опрсдслfiцая условие обрацени, к процеду-

ре ворr.ироаки: еслrl }lil oTpesкe

ока{ется, что
[t*,t**J, а stl< trпl ь,

t
l|Д(t) |Ft > Bs,

t
}

пЕlи енrется операцr, оЕlтогонапьной Hop|{}rpoв-l.tt

p[tl - уаел t. сетки (16) по t il
M[.ll - rrolrep у9ла сетки, при кото9он тоебуетс, получить

р€rление крае.ой gадачи (l), (2) из систенu (l8);
19 - чхсло таких узлов.
коriпонентч д(t) ,f (t) ,IrrR.I и t,входяциевФорr.у-

лировку краеэой задачи,эадаDтсi при поr,lоtltи rассивов at11, G[I]

и H[I]. Их соответстЕие усlана!ливаетс, на при}.ере. Если No-4,

l,!0 - 2. то Форr.уrмровкa крaе!ой задачи (l),(2) принимает вид:

топриt=t
ки;

t
,) Q(2) Q(з) Q(4)

6) Q(7) Q(8) Q(9)

ll) Q(l2) Q(lз) Q(|4)

!6) Q(l7) Q(l8) Q(l9)

d

dt

у2

Уз

а(

а(
+

У,

у2

'з

у4.

а (5)

Q(lo)

Q( l5)

t09
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с( l) G(2) G(з) G

с(6) G(7( G(8) с:l
yl (а)

у2 (а)

у (в)
3

у,} (s)

yl (ь)

у2 (ь)

уз (ь)

уц (ь)

с(5)

G( lo)

lt(5)

H(lo)

(l) н(2) н(з) н(4)

(6) н(7н н(8) н(9)

3начения }l, NО, }o,E9,I9 и элеr.енru r.ассивов D[Ш+l],
G[tо(шо+|)], н[ (Nо-}о) (шо+! ) l, M[19] задаотсл ! подtlDогDа..o.G

lNрlп (строкr з0оо-399о). Элементч ,.ассива Q[По(м)+!)] при

lrаrцон !начQнrи D (обозначенйе t) вччисляотс, в подпрограмNе

HATRIс (4о0о-499о).

в подпрогран,{е oRToG (l84o-222o) !нач€ниЕ кшпоlЁнт
yl(tt) вектора y(t1), яэлящсrося рqдениеri систсrqr (l8), при-
с!аr!аотся элеменrак lассива Y[I,K], разr.€рность Y[19, o].3Ha-
чения t. D[H[J]] и у. - Y[и[J],K], к. !,2,.,.,по, в!цаDтся-I
ha печать в подпроrраr.lе РRIШТ (5ООО-599О).

0стальнrе r.ассивr прогрal.йu носят эспоl,lогательнuй харак-

теg. Ука еr их р.зr.ервости: А[3,Ю(NО+l)], R[З],tI19,NО(Nо+t)],

sINo,}lo+l ], р[4,Nо+t ], U[Nо(Nо+l ) ], ч[шо(!lо+! ) l, к[шоL L[No],

сtq].
Jlля решения задач коllи (17.1), (l7.2) используетсl "клас-

Gичесхrй|' метод Рунrе-Кутта точхости 4.

Текстu подпрограr.и ltlPoГ, }ЦТRlС и РRINТ, gаполняеriче

пользоваrелеr., в данноaa случае содерrат описаннчй Bbrllc тссто -

вUй прихер, в Koтopoм % . zo, Р.| . l0, Рa . з9, z1=
= 3/5, 'z 

. \l5 в програr.r.е соответственно задартс, Ао -

ll0



J

= 2о, Al - lo, А2 = 3о, Pl = зl5, Р2 = 4l5.) Кроме того, Nо -
='l0,Ш = 4о с равномернurч раэбиение}l отрезка [0,1]. В качестве

9r(t) n ga(t) вэяты t' и 1-t , так что точное реше-

ние краевой задачи имеет вид:

y(t)=[ р.-рrt'rзtа, бt ro, .. .9O rl-tr-pt-prt']8 .

В связи с при}tеро}t используотся вспоt"tогательные массивч

в[Nо(Nо+l)] и о[ttо].

Далее приводятся 1glg7 програl.t}tu BpR_L и печать результа_
тов численного решения тестового приr,rера (сr.,r.таблицу ниже). В

таблице содержатся ко!iпоненты y(t) при t - О, *, }, ; и t (I9-

= 5), найденные численно. Вторая половина таблицн - точнче их

1l1



Програмr.rа BPR-L

BPR-L

lo,
l le
l2c
l3,
l4,
l50
l6,
l7,
l8a
t9a
2rс
2lc
22с
23,
24a
2{
26в
27Q
2вс
29,
зсс
зl,
32с
зз,
з4a
з5,
з6,
з7a
38,
з9,
4tc
4l,
ц2,
4з,
1.дa
45,
46а
t!7c
48,
49,
5a,
5la
э2с
5зa
54,

Dl}l Dtl9l l,At3, l l!lrOtl ltlrGt88lrHt22l
DtM Ut lttleV( l lCtrUtl lrll0leYtl t.ttl,Mlll l
Dl|| St lt, t l trPt 4r l l lr Kt lI l,Lt lt], сt 4lrRt 3l
GOSUB 3rш
ýl.Nr+l
lU 5sý+ t
FсВ Mrl т0 N'
КtМlзýt r(l|- l )
N Е(т .{
]E2rltt
N 3r!
L, I l: l
D:D( l l
GcsUB 4aш
GOSUB 2аз,
FOR rlзl т0 }I2
FOR M.t тс Nl
Ut кt., l }.Y l. Gt к t tl ] +йl
NEXT м
N Ехт .J

lF lЧtll>l тна\' 3е'
GOSUз 25в,
зоSUз l?ra
FоR ltl т0 N
HrDtl+tt-Dtll
эOSUB 238,
lF MtIll>l+l тнЕ{ 38'
GoSUB 258,
NЕхт I
ý2зýr -r{'
\' З.ý l +.tt'
FO.Ч tJ.l тэ N2
FCR ttBl тэ ýl
Ut, Kt J l +,r1l з Н( Kt i' l +|rl "-

:,lЕхт.Ч
.{ D(T J
IF i,!t l9]<N5 тнЕ\| 48,
эоSUв 2980
сэsUв taш
FсR IEN тс l STEP -t
H=D(l1-Dtl+l!
Gэsub 238,
lF мt t t 1< I тнЕ! 54е
GсSUЁ 2586
rJ D(т l

l12
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BPR_L

55a
56,
5?a
58,
59,
t,ra
lala
l,2a
la36
l,4,
ta5,
t a6.
lз7с
l a8a
l с9,
l lra
llta
l l2a
l l3,
t l4a
ll5a
l l6a
l l7a
l l8a
l l9a
l 26a
l 2la
l 22J
l 23a
l z|1o
l25a
l 26с
l 2?с
l 2ав
l 29с
t 35,
t зlG
l 32,
t 33,
l346
t 350
l з6a
t з7,
l 38,
l з9a
l 46,

FсR lrl то 19
GOSUB l 84a
}J D(т I
GcSUB 5rш
GOтo 6rrt
RB}t ++r SUв-РROGRд,{ "ýЭR."1" +tt
Rrб
FOR J.l тс N2
FOR Krl тэ Nl
StJrKlrUtK+K(Jll
NDm к
NЕхт ъ,

FсR Krl т0 N2
Сл-З
FсR ir.K т0 ,{Е
Cl зt
FсR еtзк т0 N2
ClrCl+S(MrJlr2
.V Ехт l\'

lF cl<ct THEN tl?6
CtrG l
JG-LI Klr.J
N Ехт rJ
FOR йrl т0 N2
OtMlrStMr JG ]
StrЧr rJO lз S[ &le Kt
St.Чr Kl зос.ч l
.ч D(т l|
сr.( (0tКl >.' )-(0tK]<0))rSOR(Cr)
FсR !l,K тэ V2
ot м, ,оt r{l /об
S[$rKlr!
ND(т м
S[KrKl-t
FЭR rl=K+t т0 Nt
Сс=с
FоR мзК тэ Nа
с8=с8+о(.Чl*StМr,J]
.vExT м
cl =( St KerJ l+Co ) /( l +8t к1 )
StKrrJ];C?/06
FOR rЧ:К+l т0 .ý2
S!Mr Jl =StMr Jl- Cl tOtM l
NEXT ,Ч

NЕхт J
NЕ)(т к

1lз



BPR_L

l 4ta
l 42a
l 43a
l ад,
l45a
l 46a
l 47о
l 48a
l 49a
l saa
t sla
l 52a
l 53a
l 54a
l 55a
t 56a
l 5?t
l 58a
l 59a
l 6aa
t бla
l 62a
l63a
l64a
lб5a
l 66a
l 67a
l 68,
l 69a
l7aa
l 7la
l7zo
l73a
l7ц
l?5a
t 76,
l77a
t 75a
l?9a
l 8r,
l8la
l 82a
l 83a

FсR Kс.YZ То t STEP -l
.IlrLt Kl
FоR Мзl то Nа
Otrt|l=St.!r.Jll
S(MrcrllзSttt|rKl
St.{r Kl:0 С !!l
$Ехт tt
uD(т к
FOR tlзl тс ltz
FOR Кзl т0 Nl
UC K+Kt J1l - S(.lr Kl
NЕ!(т к
Nжт J
RЕтtяN
RB! +it SUэ_рRоGRдм "RцlGЕ, t.t
G( 3l:H
Ct l lrCt 2lf. 5rH
Ct 4l r. l б 6667rB
FOR .l=l т0 N2
KtrKt rI l
FOR Krl т0 Nl
v( к+кa !. Ut к+кa l
ýD(т к
FсR Lзl тс А
l!rL-(D2)
FOR K:l т0 Nl
Gtrt
FOR lЧrl т0 Nt
ca.cacAt tt r кt.ч l +кl *vE i.!+Ka l
ýЕ'(T м
РtLrкlзGa
.tD(т к
lF L-4 тнЕ! l??a
FOR K.l т0 Nl
чt к+кa l r tlt к+к! l + сt Ll tPt L, Kl
NЕхт к
NЕ(т L
F9R Krl т0 Nl
Цr(+Кt
U[tll r tлlЧ] +с( 4' r(PC t, Kl +2*(Рс 2, кr+Р[ 3еК] ) +Р[ 4rKl
NЁ(т к
NЕхт J
RЕтtяN

,

I14



BPi-L
l8oa
l85a
l86a
t t7a
l8Ba
t 89a
t 9aa
l9la
l 99a
l93a
l9|
lrзa
l 96a
l 9?a
l 98a
l 99a
2aaa
аata
{2a
2a 3a
2a.'
aa!'
2a6a
2a7a
2a8a
2l9a
2laa
2t la
al2,
2l 3a
2l сa
эl 5a
2t 6a
el7a
al8a
2t 9a
22aa
22l a
222a
z2эa
224l
22r.
226a
22тa
22вa

яЕl .rr stв-PпccnAt фсптсGl' .i.
Fоя J,l то ýa
гOR K.l т0 Nl
st.r. K!.vt t.Ka.rlrKl
!lD(т к
NЕхт.,
FоR K.l т0 sa
0a.a
FоR l,|. к то a
or.carstй,Ktr2
Ехт ll

еa.( (saK.Kl r. a)-( stK.K!<a) DrsOR(ca)
Fов 8l.K то 1,1a

elйt.sa+l,Klloa
D(т .l

st к, Kl. l
FOR J.K+l т0 Nl
оa.a
FOR .к т0 ila
ol.ca+Ot lIsa,Jl
ýD(т
cl. ( st к, Jl +оa ) / ( t +о ( к l )
SIKrr,ltrOalO0
гOп M.K}l тс ýa
st !!, r'l.san..'t- Gl +ot!i'
ýD(т !|
хDm J
N D(т к
гOR K.Ja-l то l STEP -t
oa.st K, ll
FOR J.шa То K+l STEP -l
O0.0l - St .j r t l rSa K,Jl
.! Е(т .,
stK..lt:toa
N EJ(T к
FOR J.l то t{a
Yt t,Jl!s(J,ш l !
0a D(T .,
пЕтURia
RE! rrr st в-рROGRА.! ..MAssl v.. .+r
FOR й.l т0 шa
FоR .rrl т0 Nl
AlL,Kl l +J 1.oI Kt йt +J l
ll Еr(т t
ýa D(т й



вРR-L

229a
23aa
23la
2зф
эз зa
23{
235a
2 з6a
2э7a
238a
2 39a
2цla
эala
242a
эaзa
24цa
аa5.
2.6a
2а7a
24вa
249a
2saa
25l a
2з2a
25зa
25ф
2sз,
236a
2з7a
э 58a
2зеa
g6aa
26l a
262a
26з.
26cl
а65a

lг L.2 THE\I 2з7a
оr.a
FэR .l т0 ýa
FоR .r. t т0 

'сa.сa +0t Kl м l +.r l, 2
N Еr(т .,
lt Ехт ll
Rc Lr. sоп( с' )
RETURv
RЕ\' rri SUв_рRоORл! ..STEP.. |rr
L.3
rDa l +(HDa )l
GOSUB aaaa
GOSUB е23a
ь2
Е.. 3r( D( !l.Dt l+l l )
GoýUB 4aaa
GcsUB 223,
GcsUB l55a
R.R+. 5. ( Rt l ,.Rt зl ) rлв3( н )
it l l.R( 3t
FOв a.t.l тс N'
FсR .r.l тс N l
At l е Kt }ll +.Jt rAI зr Kt lt t +rJ l
NЕr(т J
N а(т }l
lF R<Е9 тн ьa 25?a
с0 slв l aaa
RЕтUпý!
пвч irr ýUB-PRoGRAri 'LссАLф tlr
FOR.r.t тс N2
FсR .t тс i|l
Ut ll rKtrtl+M+N3'.Ut кс.'t+ l
il Dý
Е'mJ

l!. l l о( t l.t9' r(N3.a)-( l l> l )l(ý3>a)
вЕтURh|

l lб



BPR-L

3ara
3ala
3a эa
3a 3a
3a 4a
3a 5a
3a6a
зa7a
3a8a
3a9a
зl aa
зl la
зl еa
зl зa
3! al
зl sa
зl6a
зl 7a
зl8a
зl9a
32aa
32l a
32эi.
3 э3a
з2{
32э.
э26a
327a
328a
э29a
33aa
33l a
332a
33зa
334a
335a
336a
зз 7a
338a
339a
з 4aa
34l a
342a
3 А3a

Rв! rri sl,в-PRoGRAr{ "lNPUTn
READ Nr !l lrE9rt9
mTA 4a.llr8:0r 5
READ ýit l !, t2]r t3t,}ltАl,й(5l
итА 1,1!.2t,3l,al
FоR 1.1 тс N+l
Datl.(l-t)/$
ýЕхт l
Dlй Bt!lat,Oa lal
READ Aa.Al.A2, Pl,P2
mтА 2a, la. 3a, .6, .8
ca.soR(P l r 2+рэ r 2 )
Pl.Pl /сa
Р2.Р2 | cl'
Rl.- (Д| +ДЭ )
R2.А!.А2
N l.a{a+ l
ЕсR м. l т0 .ta
FOв K.l т0 ill
вaк+Nl.(d-l l l.a
it E'(T к
ý Еr(т
e.l
A.ot l l..{a- 3+Aa
FсR й.2 т0 lla- 3
Bt.!+l +Nl r(ai- l ) l.-l
е.О+ (i|a- l -й, /$
A.A+Aa- l
0aal1.orA
t{ Ехт }l
эalaa-2l.м
Bt l l.P2r arRl
Bt2lзРl
Bti{r -l 

'. 
-Р2 rRz

вaNa l.Btitl1(Na_l )+l l._p! rPz+Rt
Bct{l r( a-3r+l l.-Pl rot,{a-2l
гOR !t.2 т0 Nr-э
B($t .(i|a- 3) +йl.с(l!a- | -Jl l
il D(т rl
BaNl r( a-э)-t l.-Pz.ct1,1a_2l
Bci,|l l(i!a-2) + l !.Bt$l r(Na-t )+el.P2
B( l r( a_l )-l l._Pl
atýl.ýa-eI.Pl rR2
Bcýl i a_l!,Plr2rRl

ll7



BPR_L

34zl'
3 45a
з46a
зд7J
3 48a
3 49a
з saa
з5la
3 523
3 5з,
3 54,
3 55a
3 56a
3 57a
358a
3 59a
з6aa
36l a
362a
399a
4aat
4ala
4a2a
Аa 3a
4a4a
4a 5a
4a6a
4е7о
дa8a
4a9t
4t aa
4t ta
412c
4l 3a
4l4a
415a
Al 6a
417c
499!
5aa,
5ala
5a2,
5a зa
5a4J

FOR }l. t тс м'
FOВ Krt тс Nt
Gt K+ýl r(M- l ) lsa
NEXT к
GtM+y1 +(M-t ) ]s l
Nжт J|

G( l l=-Pl
Gt N0 l=-P2
FOв Mrl то 2
FOR Кзl т0 Nl
нtк+Nl r(M-t ) ]sa
ND(т к
ýЕхт .\t

HtN3-1t=l
НtNa +2r. -р2
Ht2+N1-1l.Pl
IF мо<4 тнЕý 36аa
Gt 4+Nl ltб
нЕ2týllз-t
RЕтtвý
REI,I tt+ SU3-PRCGRAM'MATRIC" til
lF Nl=A тнЕ! 4a5a
tF Nl=s тнЕý 4r7'
Fl r 6+сt N! - 5l + Dt ( б rcI r|a - 4 ] + Dr ( 3*с tN3-3l + Drc t Jea- 2 t ) )
Gсто 4a8a
гl.D*(6+D+( 3ict t 1+Drct2l ) )
Gст0 4a8,
Fl, 6+D+(6tct l l +Dr( з+сt2t +DicE 3] ) )
F2зR2+( l -D)-Rl
FсR M=l тс Nс
оtшl rM!ra
FOR Jзl т0 ýt
оС rr+Kt}r! l.вt J+KtMl l
NЕхт J
NЕхт м
ocýl]z-P2|F2
0tNt.(Na-2)l:Fl
0tNl iNalBPl rг2
RЕтURý
RВ! rrs SUв-РROGRдI' "PRINT" +*+
PBINT " Nar";Nai"ý-"iNi"E9="i Е9
РRINт .. Aar.';Aa; "Al r"iAl i "A2r"iAz
PRINT " Pl:";Pl; r'P2:"iP2
PRtýT

г

l18



BPR_L

5a 5a
5t 6,
5a 7a
5a8,
5a9a
5l aa
5l la
5l 2,
5l з,
5l 4,
51 5a
5l бt
5l 7a
5t 8a
5l 9,
52сa
52ta
522с
523a
524a
52 5a
526a
527a
5а8a
529a
599a
6aaa

PRINT t.+___-____--+_______-_+_____-__-_+-__-__ --_-+
PRINT 'r Тзa Тз.25 Т=.5 1=.75
рRlNт t.+______ ----+_________+______-___+______ _--_+
FсR M=l тс N'
РRINт USlNG "2Xr 5(Stj.AD,4X)";Ytl,M] oYl2lM],Y[3eMl
lчЕхт м
FOR I=l тэ 19
ГсR 1,1=l тс Nt
Y[ lrM] =t
NEXT м
DEDtl,tt l] ]
y[1,1]з_РlrD?З+Р2
Ytt,2lз3tDr2
YtIeN!-l]=t-D
YtlrN3l._P2rDr 3-Pt
lF NбrA THEN 5а4'
Y(l,з1,6tD
lF Nars тнц| 524a
Y[lr4]зб
ND(т I
PRINT ..+_______-__+-_-______+__________+__-_______+
FOR r,|rl тс Na
PRl.\!T USING "2Xr 5( SD. ADr4X)"rYIlr.ЧlrY[2rý|trYt 3rMl
ND(т l,|

PRINT .'+_-_--__-__+_-_____-_+__________+-__-__-___+
RЕтURN
EvD

?

119



тsблица
результатu численного решения тесто9ого приraера

RtN
BPR_L

Na. la
Аa. 2a
Pl. .6

N. 4ra Е9. a
At. ta А2. 3a

р2. .Е
+__ _ -___ ___ +-_ _- ____ _ +- ____ - --_- +_ ____-___ - +__-__ - -_ __ +

Т.a Т..23 Т..5 1..75 T,l
+- __ __ -__-_ +-_с___ __ - +_- __-_- ___ +_ - _ ___-_- -t__ -__- _ - - _ +

+a.8aal +a.79a6 +a.723. +a.5А69 +a.2aaa
-a.aaaa +a.l8?5 ra.7Saa +1.687з +3.aaaa
-a.aaa3 +l. saaa +3.tttf +4.3laa +6.!t!t
+6.raaa +6.aara +6.aaaa +6.aaaa о6.3aaa
+a.ara' +a.aara +a.aarl -a.ataa +a.rrш
+a.aaaa _a.aaaa _a.aarl -a.arrl -c.tc.l+a.aaaa -a.aaaz -l.aaaэ +a.aaal +a.aaaa_1..llt +r.rra3 -з.aaaz +a.aa!? -a.rзс7+l.aaaa +a.75aa +a.9raa +a.еsaa otoftll_a.6aal _a.6la5 -a.1сaa _a.r3?5 _l.aaaa

+ - -_ - -_- __ - +_- _- _- __ _ + - - - _ - -__ __ +- - _ -__- -_ _+ -_- - - _ _ - _- +

+a.8aaa +a.?9a6 +a.723a +r. s469 +r.2ala
.a.aaaa +1.18?5 +a.?9.a +!.6в?5 +3.aaaa
+a.aaaa +l. зaaa +3.aaaa +4.srra +6.rrш
+6.aara +6.aaaa +5.aaaa +6.!3!l +6..tlt
+a.araa +a.alaa оa.aaaa +r.arr' +a.rrra
+a.aaaa +a.aaaa +l.tttl +a.aaaa +a.alra
+a.aaaa +a.aaaa +a.aaaa +r.araa +r.aara
+a.aaaa +с.ссaо +r.aaat ra.aaaa +a.raaa+l.aara +a.?sra +a.saaa +a.25aa +r.aaaa
-a.6aaa -1.6125 -J.7lOC -a.937S -1.4|a'

+- -__ -_- - -_ +-__- _- _- - +-_ _- - - - - __ +_ - - -__- - - - + -_- - ___ - - - +

D0.1Е
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