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Исходя и9 свойств хласса Функций, вýlчислиrlllх 9а полино-

ииальное вреr.я, а таюхе классов гхсrорчика ý! при п - 2 ,

в статье сlDорiiулироaан ноarй подход к и3мерениD слоIности ал-
горит!lов, по3воляDщrй упЕюсlиrь исследование вноrих изaесrнвх

l.iалuх классов. новнй подхоА осноэан на анализе алгебраических

cBoricтB иерч слоlхности вuчислений.

С его по}iоцьо автоD рассйатривает классu "э(фективнчх|'
и "хаследственно эlDФекrивнчх|' алrоритl..оa, являцциеся обобцени-

ен полrноииально вЕчислимого класса и классоэ Г)rегоDчика сооr-
ветсr9енно, и показцвает, что для этих классоa спраэедrrrва тео-

9elia о б - неавтоустойчивости.

Теоре а о 8 -неавтоустойчиаости , дока3анная в ý2, ут-
аерlцает, чtо л9и вuполнении некоtорýх услоaий '|тонкости|', на-

лаrаемь.х на класс Функций б , не суцествует бесконечньlх

6-автоустойчrпвuх d-хонструктивньlхtiоделей.

ýl. Слохность алrоритмов. Алгебраическrй подход

в работе нас будут ,нтересова?ь алгебраическ;е сaойстrа

классов алгориtraов, т.е. свойства, xapaKlepнue не для отдельно

aзяtнх алгоритмо9, а лиlль м' нехоlорой их совокупFости, бо -

гаценной генеричес(иrirи соотн(IlенияМИ raеХДУ НИl"l', таки}rи как lь|-

разиr.iость одних алгоритнов через друrие пос9едствох операций

суперпозиции и рекурсии.
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алгорит1,1ов лобuе подалгебрu некоего '|алгоритпического унйвер -

cyria" - Фиксированной абстрактной алгебрu Je клоювской (пrDс

Hexoтopue конста}lтu) сигнатурu. Аналогичфо будем предполагать

с)цествование Функционального униэерсуNа f, - rrножества всех

частичншх Функций на ý . Соответствие }iе,{дla алiоритнаии lл

Фун(циями определяется rоиоr.iорФизиоi ll : CS а F

Нg будеи считать классаi.и

о r где S - 
"rопест-пп

f Х Через оо обозна-

По определенир. { =

во всех частичнr|х оункций из

тьa сигнатурu

U
€ý
ха

ia

чим сигнатуру, содершацlуlо силi!оrъl следуоlltих операций над эле -

riента}rи из r :

(|). ý (f; 81 ,...i6"): (хr,...rх,,) - f(gr(x-),...
..., 8.(Хr' - суперпозициr;

(2) IП: (xr,...,x,,),+X"r 1sD ýD;
zеrо =о (zеrос {);
щ9g: х ,-о х+1 ;

!!: (x,y,z) r.o [если х=О, то у, иначе ZJ|..

Щ: (r,у)- хЗу= [если хa J., то х_у,иначе O]i

3ц!: (-,у) юf если I= о и у= О , то Q,n*a,.e 1] i
!ot: аю[если =lo, ,о О, иначе 1] - *оr"r"" -

оо

a(f,6) = h - прииитивная Dекурсия:

h(O,fl = f (х-) ,

b(y+l,i) = 6(b(y,i), ч, i);

Сигнатура О1 богаче Оо - в нее добавленц сиriвольl

опеDаций i

(з)
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Ql ?7t(t)=B о5(х1=1пf{у|f(у,х]=о}лitоц g=Р -
частичная опеDация }lиниriизации.

0прЕдЕлЕниЕ l. мгоритrrический универсу!юй назовеr. всякуlо
алгебру f сrгrатур* ol , снабхеннуD О1 -гомаr,@рФиэ-

1.1o,i l,i : 4 - F. по определениD, n = "-'t qЗ
Буден считать, что с этого }toMeHTa заlDиксrроgан некоrорей

алrоритяический универсу}r 4 n еrо представление l{. Эле-
ненru ноlества 59 nъt будех наз9вать алгоDитi.аии, а иноrда,

допуская вольность речи, - Фун(ция}r.a, оrо,,десrэrr"" f€ g0 с
xte Г.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Договориt"lсi писать ВЁ* , если

В 9 ,е " 13 есть оо -подалгебра 4 ft.". а
сояер*.т ro , U9Д9, Щ, ... и заl|кнуто по суперпозиqии).

для aS а полаrае'l в = а1* дналогич -
ноfо соглашения буд." прrд.р*"".J"." " on" *n":.o. С s f.

2. 0 слQЁцlос!и алrоDитirов. 0дноврейенно с ?] ич ра€сr.от-

ри|.{ еце одно отобра*еr"е 
': 

4-9 , yre не iвляццесся

rоiaо|,lороиз|iо!r.по сriчслу оно ставrт в соответсrэие кахдопу ал -

lоритi{у Фун(цио, показr.aаоlllуо затратu на его эuчисление в 9а-

висимости от значений 5ргу}rентов. Такое оtо69аrение l.в назовеra

нерой слоI(ности и потребуеи, чтобu для него вrполнялись следуо-

щие соотноlllения.

АКСИOНА l (алгебраrrческие свойства l.е9ч слоl(ности).

|. Если h = ýi(fi 81 ,...r8.), то

ilD <. f(Br(i,...,B"(E))+ 6r{fl*... + a.(xJ.
2. Ес; h = rR(f ,в) , то

y-r
Е

l=o
i(y,fl <. i(я)* ?(b(t,o,t,x-) .
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з. Если ь= ?7t(B),то

h(i)
Е

J=о
tta s. 8(уЁr.

,,. i1 , й, Ёй, G, бGъ, аd, @ . с .

s. ( 1р€ * )[т(р) = р,,Рс с] .

6,. (Vf€*)r+(r)E?.
класс с Е Т Аолхен соответствовать Ав.ун следурци..r

АКСИША 2 (свойства gаrtкнутости

l.C s9 , т.е. С -
с),

оо -подалгебра f,

$r(*Я,,о в. С
t=0

3. Если f€C и gSf ,то веС.
АКСИОМ 

'. 
Суцест.ует бункция р€ С1 такаr, что.

l.x <у . р(х) < p(v);
z.p(x)>x+x;

2. Если f€ С lr g(yý=

з. ( vf€ С1) Jk fs pL (=Р р по определе -

нио). 
t

Ньl восполь9о!ались обо3наченияяи для сравнения Функций:

|. f 
=g..опр 

(Vxl,..., хо) r(E) s g(х-) ,

2. fýg -опр 3у (Vxr,...,xo: у) t(xa 
=g(х],

з. f {с 8 -onp (ЗьеС ) fs g+h.
Класс с послу!.!ит HaI,l в качестве криtерия эФФективно -

сти: с его по}rоцьD riu определий хлассý, € "эОФективншх" l^

r "наследственно эФФективньtх" алгоритнов.
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0прцЕлЕниЕ 3.
l.s={f€Лl f€С};'
2. Хе Е Я есrь наийенылая Оо -подалrебра, содерха-

цая Р и занкнутая относительно часrичннх операций

ной рекурсии iE и огранrче.rой винилизацип /r|
оaраничен-

, aде:

l. Й1to,tr) = f oonoa(fo,f r)= f , t.€i
,. &G) =f -ono vt(t,) =t " te е .

Из олределения 3 следует, что €Е * l т.ё. е
заикнут по суперпозиции, значит, инеется целочка вкrlФчений
'1с9 е 9 4

В ý3 и Ц будет показано, что оба класса € " И
удовлетворяот условияri Teope}ig о неавтоустойчивости l к доказа-
тельству которой rlu сейчас приступаеri.

ý2. Teopel,|a о неавтоусtойчивости

этот параaрао э и9вестной йере изолирован от остального

содерх(ания сtатьи, а и9олiторо}i послуяит "усrrовие lонкости"
(см. определение б нипе). llt,t будем иЕучать 8 -*o"crpy*rnB"ue

свойства бесконечнвх lчоделей, где б - некоторчй "тонкий"

класс алгоритнов, а именноi доках(ей, что не суцествует 8-ав-
тоустойчивчх r.оделей.

l. Идея Teope}iu. Пусть Л - счетная l.одель сигнатурн о
(не обязательно конечной); обо3начиl.i через Д носитель Д .
пусть вЕ * - некоторuй класс алгоритйов.

ОПРЦЕЛЕЬИЕ !. Пара отобрахениИ (аlу ) ,где с: Ш s Д

и Y: А .о $l , назввается 8 -*оrструктrвизацией иодели ý ,

если dоY = idA, YоС€ б и вчполrе*u услоg"r:

l) мя лобой сигнатурной Функции Е3 дп.о А Фухкция

х r. у(F(пх., ,... , сХа)) вuчислииа в В ;
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2) для ,Фбого сиrнатурного предиката Р ý Д' преди -
*., ц-l[р] g Р разрешиrr в 6

заi,iетим, что лрактически все классы ,9 замкнутв отно -

сительно усеченной r4ининизац&и, т.е. если f€ 6 , то qyHK-

ция 6(z,i)= t!f(yýzl t(уЯ) =о} 4 -вuчислина. по-

это}iу определение lr, по суцеству, не отличаеtся от общеприня -

того. не ограничива, обцхости теореfiu, оно освобоt{Аает ее Ао-
казаlельство от мнФесlва деlалей.

опрЕдЕлЕниЕ 5. Если (с, ,Yr) , (c.,Y.) - аве В-
ковструктrвизации }|одели Д , то отнооlение @-автосводи -
riости }rеяду ниии определяется такi

(с. ,тr) 4u k,",yа) -onp (] к дчt .Ф 1.о re ос' е б .

ltодель Д на9овен € -автоустойчивой r если она 6-*онст-
рукrивизируема и лФбь.е две ее @ -конструктиэизации В-"a-
тосводятся друг к другу.

0сновнуо иде! Teopel,iu о неавтоустойчивости 
',to!lнo 

понять

на очень простол. пJ,иriсрс. Пусть иодель Д = (1;sЦСС) и 6
a"r" *л"с" бl из иерархии Гlrеrорчика. 8оспользуемся lеи,
что Функция у ь. [roga(y+1)] прп.адпе*., €1 о , no"rpon"

две не автоэквrвалентнUе конструктивизации дпя Д :

at=Yl=1\,

с.(v) = [iog.(y+1)], y.(x) =2а-!.

Эlо дейстаительно то, что ну{но:

т.(gчсс(с.(r))) = 2ч.(с.(ч))dе t1 ,

ю Yaocr(y) =2y -!l е1 .

Такий образо., решашlи}l мя €l -rеавтоустойчивости про-

стейшей i,Еделl,t явиJtось наличие парU Езаиtaно-обратнuх отобра)rе-
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ний, однО и3 r<оторýх лехит В g1 , а друrое - нет. ОФорл,lии

зlо наблкиехие в следупцих ''условиях тонкости'' класса алго -
рит}lо9.

0ПРЦЕЛЕНИЕ 6. Класс В Е ф назчвается тонхия,ес-
ли найдутся ,акие l-iiecтHb.e Функции R€ d и Q( 9f \@ ,

чrо:

l) (Yf€ @ ) qункция Q(f(Rz,,...,RZn)) вuчислиllа
бо |

2) (yf€ бr) Jx (Vуах) t(у) < Q(y);
з) RoQ = ldN;
4) R хонотонно возрастает.

2. Доказаrельство Teopeltl. Теперь будет сФорriулирована ос-
новная

ТЕОРЕНА (о неавтоустойчивост,1) . Пуспь Bg * - mон-

tцй класс. То2dа dля лlобой в-конспруrпuеuзацuц
(с,\ ) бесконечцой доОелu Л найdепся dр!?ая В-
,lоцспрgкпцвuзацuя (a'rтl) Оля \ паtсая, чпо

(a',y') (, (с,т) " (а,1) {, (о',.,,';.

докдздтЕльство. пусть в Е ý - тонкий класс алго -

ритtaов и QrR - Функции из определения бl А - rrодель с

бесконечнчн носителе!i Д " (СrY) - d -конструктивиэа -

ция для Д .

полоtхи}r gt= mR , У= Q оY и провериr,r,что ( cr ,yt ) -

6 -конструктивизация для Д , обладаоrцая всеr.и свойстваraи,

леречисленнчйи в заклDчении теорейс, точфее, провериri, что:

l)аr:шчА, Yl; А.фш, c'oY'= idА ,

\l ов1 €В i
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2) если 8: ДП + Д - сиrнатурная Функция, то

Y| о Е( clz1 ,... ,с| zfi ) @-внчисли"а;

]) если Р g Д' - сигнатурный предикатlто (а'ГtР]S
g ý' а,разреlликi

ц) Yocl€E ,"о (vкдutд) Y|o9ocy'a3.
Рёсс,,iотриr. r,rl. t)-3). Надо заi,tётить, что R: t{ Н1

, Q: Х С. П , эrо следует из свойства 3 спрелеления

RoQ = ifo отсода .!r=соR3 rE8 А, Yr=QoT3 д..i. 0бо-

з*а.l,пв f= I oq, < в и воспользоваglлись свойствох l опреде -
пения 6, псrлучин:

yr о с' = qo( уоа hR = QofoR€ 6 ,

(!r o1r=co(noQ)o1= doy= ldд .

Для сигнатурнцх F: ДП-о А и Р ý Дr проверка аналогична.
Перейдеii к п. 4 . 0чевидно, что Yocl = (yoc)oR=

= toRe в преАполохив, ч?о для некоторого к Аut д
Функция b=ylo90c ввчисли1.1а в @ ,Тоrва VХ h(x) =

= Qoyopdx) = Qou(x), где ч(х) = 1ogog(x). функ-

ция Ц не обязана бýlть 6-ввчислимой, но йьa покаr(ев ниже,

что эЧ U(х) } х 3a^.eT,nr,r, что из яонотонносtи R и

равенства RоQ=iЪ вь.текает i.oHoToHHocTb Функции q .зна_

*nr, ilЧ h(х) = qo u(х) : Q(r) , а это противоречит свой-

ству 2 из определения 6. Такиr.l образоlrrдоказано, чtо y'orpoc\
\6.

ОсrалоGь показать, uro ]ФI u(:) а х. Обозначиr.r I-
. тiД] g Х . Тогда 4, =1o9of 1: Х+I - биекция.Ввиду ни-

lrrеследуtotцей леriньl l и в силу бесконечности r,rHoiecTBa I; иrrе-

"", 
( llorc Х) q(x) Z х.но ( V:e х) yo а(х) = з,значит,

( ЗО-е Х) u(x) = фоyос(х) = ф(х) :r.
Дока3ательство теорейu заведлено.

2l
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Леи}rу I }rч приэодин без дока9аtсльства, так как оно носит

tсхнический характер.

лЕмкА l. Если 9: п фlt - бuеtцuя, по Vx
(3у:х) еу> у.

В остальньaх параграФах статьи доказuвается, что теорема о

6 -неавтоустоrlчивости лрияениriа к классаr,t t "эФФa*rп"-
ных" и 74 "наследственно эФФективньrх" алгорит1lов.

ý3. ЭФФективные алгоритмЕl

3десь 1.1u покахев, что класс б - "э66ективннх" алго -

ритr.ов - тонкий, т.е. что найдуtся R€ €1 n Q€4i\ 6 ,

удовлетворяпцие усло8илlt i

;1 (vfеб ) Q о f (Rzr ,... лztr) € Е;
2) (vfce1) f ýQ;
з1 xcq = ifui
4) В нонотонна.

l. Rи . Ihя постро€ния алгоритrrоа В и Q
liшоспольgуеraся оператороl.i инверсии IDV! J + 90 , 8u-

ра9ив еaо чере9 о.rерации сиrнатурч ol ,

щ(Ь): (z,i) *rnf (yl b(y.i) а z).

В предлояении l перечислеfiч некотофaе cвolicTвa опеDатора, не -
обход,rrчuе Hal,t в дальнейлеr..

ПРЕДЛOХЕНИЕ 1, Пуспо h: ХП+1 -i спро2о 7-ло-
нопонна ч 7-донопоннаr. Фуiкцuя u: Р+lф l пс -

rcова, чпо

b(o,fl 
= 

ц(о,Я),

h(у+1, i) s ч(п(у,i) Я.
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ТоеОа функцuя 8 = _Щ(h) всюdу опреОелена ч спра-
веdлuва слеdуюцuе асловuя:

1) 8 1-монопонна1

2) с(h(уЯЯ = у;
з) h[g(z #) 9 s ulz,xr:
4) бР+L,i) s g(z,x1 + 1.

(3десь использованы понятия: g: ýn+r.o ý l-MoHoToHHo, если

\ S yz . g(yr,E) S B(T. rE) и h: Xn+r . I строго
1-монотонно. если yr ( у. * h(yrrx] < h(y.ri).)

Из-за тривиальности докаэательство предложения 1 мы опус-
Kaerq. (Точно так же мы будеrq поступать и далее: необходимне

технические утверждения будут явно сФорл.iулированы, но их про-

верка оставлена читатело. )

0ПРЦЕЛЕНИЕ 7. Длгоритмн Q и R определяртся еще с
по.tоlцью двух вспо}iогательных ФункциЙ q и r :

|) s(x) =рХlо), r(у)= inf(x1 q(x) z у};
zl Q(y) = пr(У)(у) , п(z) = tnf tyl q(y) >- zl.
Тривиальнul.t следствиеa{ предлоr(ения l является

ТЕOРЕМА 1. СправеOлuва уmверхOенuя: а) R: Х.оý-
монопонно; 6) RoQ = ta

Для ее доказательства достаточно применить предлох(ение l
к функции т= Щ(q) в = Щ(Q). 0д"о"рч -
менно получаlотся еще два утверI(дения, которче Ha..i потребуются

в дальнейшем:

аl)Э3 ý+ Х- }ioHoToHHo; 6')во q = ifu .
ТЕОРЕМА 2. Для лtобоео g€ 8r вdполняепся

BýQ.
ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Это почти очевидное утверждение

из аксио,.{ 1.6, 2.3 и 3.3. По аксиоме 1.6, ( Эh€С )

следует

2,

с S Ё+h.



из t€ € следует, что б с С зr"чrr, по аксио1.1е 2.з
rt (е) е С. по акси<,яе 3. 3, Jk
= 1Ч* " Т ионотохна, значит,
такиlл образон, Зх (Yy:x)
= а(у)

Что и требовалось доказа, ь.

rt(g) s pk. но !о q 
=

tx ( Yy zх) т(т) >t.
е(у) s pk(y)s рItу'(у) -

ЧитаrелD предоставляется cariolly доказать премохение 2

(пл. 1,2 - индукцией по I, п.3-по У , п.! - пряхой про-
веркой, пп.5,6 - по fiредлопениФ 1).

ЛРЕДЛOПЕНИЕ 2. Вdцолпяапс8 соопночrеriuя :
х

7. Е pr(y) s р**'(у);
t=o

2. х.у S 2I.у S рХ(}.);

з. т(р(у)) = r(у) + 1;
4. q(p(y)) = palqly));
5. qo R(z) s pa(z);

с. qoT(y) < р(У).
2. Q-R- преобразование . Теорелrами l и 2 дока3анu свойст-

ва 2)-Д) из списка, перёчисленвоaо в начале ý3. Таки}i обраэоr,r,

вай осталось дока9ать свойство l), а и}tенно показать, что

Q -R- преобразование, ставящее в соотвеiствие ках(доиу алrори1-

"у fе€ ал.ориrх F : 7€ N' - Q(f (Rz 
1 , . .. , Rzл)), не

вuводит за пр"д"пп *n"""" €
rЕOРЕиА 3. g.rlr t<E и r(fl = Qof(Bzr,...

..., Rzr,), r,о Е€ €.
flеред Teм, как приступить к докаэательству теореi{ы, при -

ведеЕ несколько npoctвx Фактов, которuе Ha^{ потребуотсi далее.

ПРЕДЛOiЕНИЕ З, СаравеОлuоd упвеwOе uя:

z\



2) ( Уее с ) at
n

+ х ).
п

(Vxrr..., ) g(Е') s,-
п

s pt(xr+ ...
Функция h: ýП - ý называется монотонной, если

"r S7r л ...л*,, Sy; - h(fl s h(J

прЕдложЕниЕ Ц. дл.q любаr s д€ # вер?lо:

1) 8sh-6ъ(h-еjбэir;
2) есл.u 8ъ h и h еС, по в <с i
3) еслu g, ýс h.' u 8zъ<с hz, ПО 8l+ 8, бс

glir + h2i

8ъh
t<

4\ еслu u f е С,
h = Inv(g)

gof .5л ;1о1 .по

пРЕдлOЖЕниЕ 5. Еслц , lпо

ff(, я) ол 
о(ur'u)6(r,fl.

v 
У=о

Теорема 3 опирается на две следующие леr{мы.

ЛЕММА 2. Для алеорumлов q u t справеOлuво:

1) б Sa Э*о ч dля некоmороео k€ I ;

2)iaC
ЛЕММА 3. Длеорuплы Q ,R mакова, цпо

ll 6-<с Pko Q Оля некопороео k€ It j

2, fi'e С.
ДOКА3АТЕЛЬСТВ0 теоремы ]. Необходиl,tо показать,что

По аксиоме l. l, имеем оценку

Е€с

fitа -.a Qof(Bzrr..., Rzrr) + f(B"rr..., Rz,r) +

* filzr)+ ... *fi(r").

Но, по лемме 3, fie С 7 знэчит1

25



itа сa Qot(nzl,..., Rzo)+ i{Br. ,...,Bu,) ,

так как отношение aaс не чувствительно к слагаеннн класса

, эна-С. Далее, по аксиоr.rе 1.6, R

чит, R€ С, и, таким обра3оя,
(f

ft R iec;а

n"""" 3, Q {a pkoQ

?(пч.,,..., Rzo)e С
€ С по усJювиям теореиu). Следовательно, мox(Ho отбро -

сить еце одно слагаеиое

i(z) сс боt(вzr,..., Rzo).
Далее, эамечая, что f(Rzr ,..., RZr.)e С , у.rтu"ая,что, по

, получаел{i

k € r Р!сслlотриr. ФункциD

2ь

itа t pko qof(Rzr,..., Rzo).
по предлфlению З, 1t f(yr,...,yo)Sp'(yr+...+yo)r",no
предло)fiениlо 2, QoP=P'oQ Значит,

f;la с, phoqopr(Rz.+... +Rz,, ) =

= pk+zt о q(Rzr+... +Rzr) .

Полохив Z = ПВХ{Z' ,... 1 Zo }, тогла

f{a) -.a pk+2toq(n.Rz) S pk+2t о Qopn(nz) =

= pk+2t+2n о Q(Rz)
(Ёв аоспользовались предлокением 2 и rroHoToHHocTbo Q ), Но

QoR SP2 , значит,

itz) ..a pk+2t+2n+2(nax{z., , . . ., zл})s гФЧz.,* . .. +zo).

Такиl.t образоtt, i С С . Что и требовалось локазать.

0сгалось доказать лемяы 2 и 3.

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0 ле..|l.iы 2. П.l): требуется докаэать, что

6 Кa Г*о ч для некоторого



g(x,y) =рХ(у) и покаже , uro б ýр pk о g; отсода

следовать требуеriое. ,а* *а* сl(х)= nxlg) = з(х,о)
будет

. (l,tь|

восполь9овались аксиомой 1.1, )

flo определениD, 8 = 4(go,gr) , rае во(r) = ч,
8r(z,:C,v) = P(z). По аксиоi.iе t.2, иr,iеев

6(х,у) ..с е(у)* 
*;' 

6r{B{i,v),t,r).

но 6rе С, з*""п,, З1 6r(u,*,r) S p'(z+x+ у) s
S pr+'(rnax{z,x,y}) з"".,"", ч,о g(х,у) : пах{х,у},
получаемi

ýlх,т) s. "]"' 6.,tutr,"),i,y) 
=

x-l
SE

t=о

x-l
Е

l=o
рl+З(tв(t ,у)) =

"(у)Е Q(*) ft
тtr)п".пlх) 

.

i(y) бс 'ЬУ)р* " q(*) s

p'*'*r(y).

Увеличиl,| число слагаемuх, обозначив k = 1€:

Ё(*,у) sл 
**Ё-'п'(r) 

s р&"(у) = рk. 5(х,у)." ,=о

(llu воспользовались предлохениев 2.)

Докакеlr п.2, f СС. Оцениr.i сrю,(ность алгоритlr|а

r = Tnv(s) ,

ily) *.
х=о х=о

Так ках !: r ý Х, то иоrея увеличить чисJю слагаеннх:
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i]o предложению 2, g о r S р, значит,

f(y) -<л Ё p**1(i).
' i=o

Класс С за!lкнут по сумrrированию, следовательно,

Лемма 3 доказывается аналогично.

ý4. Наследственно эФФективнне алгоритlilы

В предыдуцем параграФе !iы доказали, что класс |'эqбектив -

ных" алгоритtчов 8 - тонкий. Теперь !lы покажел1, что и класс

"наследственно эФФективных" алгор"r"оa 1l тоже тонкийt (в

этоr.r случае используются те же функции а и R ):

о) R €u;
l) (Vtс Ш) Qof(Rzr,..., Rzn)e7L i
2) (vte7t) f sQ;
3)RoQ=i\;
4 ) R }itoнoToHнa.

Поскольку эдесь нетривиальны только пп. О) и l), то r.lы и

их будеr.r доказывать.

ТЕOРЕМА Ц. СправеOлuва уmверхdенuя:

0) Re}{-;
1) eclill f elt u Е(V) =a.(f,(Rzlro..rRzn)) ,

mс) l с7е.
Для доказательства воспользуемся следупци!rи дву}rя ле,itlttа,rtи,

проясняюциl"tи свойства класса ?U Напо"rи!t определение опе -

рации ограниченной рекурсии ý.' t2 - 4 ,

л
E=a(BorBr){,g= &(воrвr) " QeC.

ieC.
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ЛЕй}Ц l (о суперпозиqии). лgс,,iD Е 
= 

ф
эалкнi!п по h, Тоеаа uз

h = ýn*r(f; Egl8r,."r 6.) l

1 = Q(to,tr),

f9 rf 1,69,61r...r8п€ 8ПЁ ,

u в

ii в зцп-

f i -.i!o \ о:4оцпа,

I
t

t = fl(to,t),
!o,t.re б п С ,

t ] -лонопопна

'\h€с
слеОуеп, чпо hеЕ.

лцfiд 5 (о лределе). лусиD
n"y, по lJ . !оеaа uз

В= 4

слеdуеп:

( Jв еВ)
zs6(z,уЯ-zsf(уд]
В 1-лоцопопцq.

здесь f(yЁJ = Iin 8(z,y,aJz-a
дOкАзАтЕльств0 TeopeMu 4. в ý3 показано, что

ll f е С. ficC ;

zl ieC
пункт 0): R € N. lо леиrrе 5, ( Зu е а/ )л [у S

s u(y,x) <.ysq(x) = px(o)J . значит, " =Йlilе7t,
где ч(у,х) = у З u(y,x) Аналогично ( 1 ве il) |" З
g(z,x,y) €z s р"(у)] . floэToriy а= fulу;lft,rд"
h (у,х) = з: g(z,T(y),y).
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пуkкт l): а€ н . достаточно пa,иi!енить леиму 4, тогда
E(il = u(6o(fl, sr(7)) , где ц(х,у) = рх(у), gл(а =

= T(gr(a)), sl(7) = f(Rzi,..., Rzn).
Доказательства теорел{н заэершено.

дOкАзАтЕльств0 леяхu 4. Пусть вUполненg условия лемяý; по-
кахей, чtо h € 6. п,^еел, h(а = f(eo(a, BJT),...
.,.,8,'(а))

f(оЯ = fo(x-),

f (yal,*.) = f .,(f (v,x-) ,r,х1 .

Определиil новуD Функцио О = €, ( Чо ,Чr)

q(Z) = fo(Br(Z) ,...,8,,(а) ,

9r(a,y.z)= Ц[уs eo(il; f .(а,1,8.(7),...,в.(fl); о]

(Функция if - из сиrнатурч оо , crt. ýl). По поGтроениlо

иliеем:

l) 9оr91 €€;
2) (VySgo(a) g(y,D=f(y,gr(a,..., 8,,(Е)).

8 частности, поскольку f ионотонна по первоиу аргуfiенlу, то

з1 h(z) = 9(gо(а,а,
4) (Yy Sбо (а ) ,р(r,,Z) s Ь(Z) .

TaKrli образоll, достаtочно показать, что 0е С .По ак-
сио..е 1.2 и9 ý! и}iеем:

е(у,ч) {с бо(r) + "!] 6.'{rtr,ul,r,ul.

l гАа

с]цестбует l-цонотофна,
}\

сиоtiа 2.2). 0тбросrr. 9о
Ф., € С такая, *rо 0.. S Ф.' {ак-

а С и огруби}a остальнaе слагаеr,uе
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6(y,z) sс "!' or{o{t,a,i,z) s

оценки:

Здесь

6< с

1у- (h(a,r,a s Ё +(t,D.
!=о

Ф(L,а = фl(h(а,l,а, ф€ С. по аксио"е 2.2,
. Что и требовалось доказать.

дOкАзАтЕлЬств0 лемиu 5. имееи:

t(o,i') = fo(i) , )
f(y*1 ,f) = tr(t(у,х],у,х]. J

пола гаеri:

e(z,o д] = go (z,i) , i
g(z,y+l,i) = 5., (5(z,y,*') , u,y,i') . J

где

8о(z,*)=[еслп fo(x1 s z, 'о f,o(f) , n'.aue а+1] l

81(а ,z ,y,i)=[ecn, а szлfl(а,у,х-) sz,,of .(aJ,i),

по построеlиD, 8g$1€ @ n 
n*""" z+t) '

f(y,x-), есл, f(lr,i)S z,
z+l-B проlивнои слуqае.

е(z,у,Я) =

]lоэтоr.у

ll g(zrу,i) ,ioHoToHHa по z ;

z, z sg(z,!,i) rr z s f(yЯ .

Ввиду заl.iкнутосrи В no а , достаточно покаэать, что

GеС:
зl



ý1 z, у, х-) -.a бо { r,r) * 5' 6,| ( g( 
",i, 

я), z, i, х-) 5.

\<с Е
l=0

Фr( z+1, z,:. ,i) ,

здесь

s€ с

ý5. 0сновнuе примеры

в начале сtатьи утверD(дается, что при удачноrl подборе ал-
горитмического универсуиа, |{еры слохности и критерия эФФектив-

ности класс € 
"о"п"д"u' 

с классо1,1 полиновиально вuчислиr.нх

Функl,iий, а *л"сс 74 - с одниtl из классов Г)rtегорчика е" ,

П > 2 . Нюiе нu уточвим и обоснуем это утверх(дение,

l. Натуральнýе процессорý. В качестбе основного примера

алгоритмического универсума йý рассйотрин класс так на9нваемuх

"натуральнчх процессоров", за меру слохности алгоритна прийеi{

врейя его 9аботu, а криtериеir эФФективности будет лолиноl.iиаль-

ность вревени счета.

Натуральннra процессороr.i буде|,l на9чваtь rlекуо гипотетиче -

ф1 €С r Ф., l-"o*ororr" n ff., ' ф,r. Значит,

Т' r... r Эп , Способнuх за-

l еСЛИ ]С 
= О;

cKyD 14аЦИНУ, ИМеПЦУr,:

А: конечнuй набор регистDов

лоl'|инать произвольнuе натуральнне числа i
В: пDограi,r}iу - конечнуо последовательность конанд cl,...

..., С , вида:
ll

l) 9.9цI хфу - копир<)вание из r,егистра х в у ;

2) clea! х - обнуление регистра х ;

3) 1Д Х - увеличение содерIмl.iого х на !;

q) d9с х - умекьшение содерхи^lого, если I>0;
5) Ц Х, k - переход к коr.анде

iз

э2

с



6) ek - безусловr*lй переход к a*.
Часть регистроэ нату9ального процессора понсчена как вход-

rýe и еце один - как вuходной.

Работа процессора состоит и3 следуailих этапов:

l) заrруЕка - во BxoAHue регистрr 9агрlrlllаотся арг)rиентu,а

все остальнuе регисrрta,, aклочаi вчходной, обфуляртся;

2) счет - исполнrDтся хоraандн програш,5a, начина, с первой;

иХ ПОСЛеДОВОТеЛЬ!К)СtЬ l,РЖеТ НаРУlЛаТЬСЯ КОr.аНДаюl ПеРехОда;

3) останов - процессор осrанавливается, если встретит ко-
raанду перехода по несуцествуЕlеиу адресу или вlполнит лослед-

rФФ Kori:lндy програиl.t|.

Результаi счlrтчваетс, и3 вuходного регистра после ocTa}ioв-

ки процессора, еслl,t le |.lацlина не останавливаетсл - ре9ультат

полоdиr. равной числу конанд, BU-

полнен}ý|х процессоролr f при вuчислении f(xJ В критериЛ

э(DФектrвности эхлрчиta все Функции, раст!цие не бчстрее чеr. по-,

ли}lоич a

С= Е€ €l (1р - полинои) r sэ}.
Функtlио Р€ Cr из аксио1,0ч 3 определин paBeнcтBori р(х) -

(ь1)2 0сталось определить, как операции сиaнатуФl or

не опредЕлен.

}'lepy слох(носtи ?(--)

действуот на r.HoIecTBc натуральнчх процессоров } и убедиться,
что вýполняlотся все пунктU аксиоl*l l (сп9аведливость аксиов 2

и 3 очевидна).

рассriотрим са}ruй труднrй случай - прийитивнуо рекурсир.
[lycтb процессорýl FоrТr€ l9 вьlчислiот Функции fo,fne f,
построиN процессор F , ввчисляrqtий Функциlо t= R(tort,] ,

ртосе9gоэ Е: (yrxr ,. .. r xn ) rr z

Teдigterg Б ,в' Ёl ,. . .,х; ,z., rо 1 l.. . rзоr ,

lrar...r lr,
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l. 99PJ х1 ф :l; . .. ; 99дЕ. -n - ,,i
2. Fо(х;,..., xj) ro z

з.щу,о
q. copJr E,r s'i чI хi ro х| i .. . i 99дI хо 

'.l 
х,| i

99ддz*z|
ý clear т : ... : сlеаI r : сlеат z11' 1I , _

6. Fl(zr,эtrх| ,..., xr) .о z

7. ilc S; (!щ у
8.ез

Подоазуt,|евается, чrо строки 2 и б надо развернуть, т.е. впи -

сать в них програl|йч прочессоров Fо и 8.| , используя в ка-

честве их вход}6|х и вuходнчх регисlроa указaннgе регистрlr, а в

качестве внутрекних - соотaетственно fo. r.,. , lох и

I, r... r Е1, .

0цений crlotlнocтb вg(.исления r(y,x-) . Иrreer,r:

fitоя=iо{*1 *(rr*t),

$(y*r ,i)= $(y,fl*ir(B(v,x] ,y,x-)+(n+1+6) .

3начит,

i t r,a s i'" ta* 
y-r' 

f .t {r{ r,*J, y,x-)+(n+1+6X у+1 ) l

т. е, аксиоl.а !.2 вuполнена.

llpoвepкy аксrоЕ 1.1 и l.]-1.5 авrор оставляет читателD;

обсудий аксио}rу r.6: (VfCc?) rt(f ) <6 f. В,.r", 
"rr"-

чае это тах поtо!lу, что содешихое регrстров натуральноrо про-

цессооа Еохно увеличить только путей r.lноaократного пDибавлени,

едrниl|u, поэтону

]t|



l(х) 
= 

i(x) + пsI(хr,..., хо).

Такин образон, класс Функций, в!aчисли!чх Hi| натуральнuх

процессорах за полино^.иальное вре я, - частнчй случай .|эФФек -

тивного" *ласса € , и, 3начит, к нену приненийа теорелaа о не-

автоустойчивости.

2. Классý Гrегорчика. Теперь r,ч убедaмся, что класс Гке -
rорчика €П пDи лtобоц !f2 r.юrreT сл).rить принероr. клас-

са "наследственно эОФективнiaх'| aлaорrrraов 7С.
В этои пункте r.ч полоltин J= {п rt=i=ld,

Функции отоD{дествляртсi с алгориткани, а нерой слоlностl' слу -

llит скорость их роста.
В налих'терминах клаGс Гfегорчика 9П , D€ Ш , еGть

наиr.енылая Оо -подалгебра *ласса Ф , заilкнутаi относитель-

но операций ограниченiой рекурсии и огравиченной r.a.нииизации и

содерпацая Функциэ frr: !ао Х, о.lределrеry! соотноOениi -
лlи:

fo (х, r)

tr(x,v)

t.(х,ч)

fk+3( о, у)

f**, (х+1, у)

= у+1 ,

= r+Y ,

= (х+1) (у+1) ,

= f"*.( у+1 ,у+1) ,

= f**r(x,f"*r(x,y) ) .

Гхегорчик [l] покаэал, чtо мя лrобоrо tl 2 2!

l) 6€ en а h(у,х1 = Е
t=o

g(l,ra . h€ 8r ;

2) (vg€ ei) зt vx g(х) < fn+r(t.x).

э5



3амети' при этоr., что fr,*a(trx) = P't
= fo*r(O,x) = f,, (х+l,х+1) .

Значит, поло..ив С = Ф€ Яl ( ]

(х) , где р(х) -

8€ t") h=g},
Р(Х) = fo (Х+l rХ+1) , ," удо"п.r"ориi. требованияri аксиоr,r 2

и 3. Пря}rэя праверка показЕвает, что вьlполняDтся также все
пунктц аксиоl*| l.

Таким обра3о1.1, кл!ссч Гжегорчика Е2 , €Э.... - часtн{е

случач класса "наследствевно эФФекrивнвх'| алгорrт"ов }0 .

ПDи}rечание при корректуре.

Когда статья aотовилась к публикации, автору стало извест-

но, что теорена о полинониальной неавтоустойчивости (правда,

только для иоделей с чrсrо предикатной сигчaтурой) независимо

доказана Ценgеро и Реиr,iелоrr t2]. Такиrr обра3оr., данная статьi
теряет часть ноaизнu.

В свое оlравяание автор }ioвeт только ска9ать, что наличие

ФуkкциональнUх сиr.волов в сигнатуре - п9инципиальная деталь.

Так, йоliно пока3ать, что всякая oРlD-ковструктивr9ируеiaая 1.1o-

дель конечной чисто предикатной сигнатурu tО -*о""rру*rп"пэ"-
pye}ra. С друrой cTopoнu, дrrя,rодел, (If ; еХР), налриrlер, не

суцествует, по- 9иди!юиу, даlе полино}irальноi конструктивиэаqии .

Двrор вuраlает сэоо прraзнатапьность проФ€ссору С.С.Гонча-

рову 9а плодотaорное научн(r€ рукоaодсrэо.
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