
0рllблхrЕнlЕ сплАiнднli
,(ВIчислrтэr!rlхэ G]rcтarry)

8grybK t37

уд 5t9.65

0 тЕOр ]a 060цЕ}i х кубtilЕскllх сплдпнOв

o,c.3aarrrroa

аaадснlе

rлra}rr инстD)iaaэнrо.l rфтсрa!оrrrцaar при болD]ох чиGлс уrло!
в настоrlе€ aparr' ,aляотс, поrll.ноaii!льfiIc сплойru. Срсдll них

нarl6олGе по.tулrр.r, цбr.чвскr. сплaй,fl 8(I) клaссоf оtи
од . с nor,c.o пaDaIх DGfaoTc, аадач, покaлl.юl эDilrтоaоl ин-

l€рполrции на ceTKG уaло9 Д: l = lo ( ... <Il <...
... <t з ь . BTop.lG rсполrrуотся для рGцениr аадач лaгран-

rёaой хнrcя|оrriцIl r сlодrtrrхýя l( рс]aяrD лlнсйнIх трaхдrаrо,

нальflх rлl.cбрaических сиGтсн отюсrтaльllо }tcrlrGcTrflr I- .
. ;'a;J i 

".= 
8'(х.), 1.o,..., tr,,..,p",|,.oio -

Ёaх с $raгональнUra прэоблaд!}rrGд. ПоследнеQ обстоiтGлDстaо обс-

спсчrtаaт с!цзстlо!aние и сд,|нстaе}aность rнтgрl!(lllrционнlх

сплайноa и поаaолr€l сраaнrтсльво просто поц/чатD оqснки

грсllюстrr rrЁтGрполrцrtон.fх процсссов [ l l.
СlцеСТЗевrtr lGдрстaткorr ц,6ических сплaйноз яaмотся ос_

цrrллrции (эоФект Гrrббса), часто aо!н|,lкапlиG пои болцr.х грa -
дiентах a .lсюяltх,aaвllJx, тах Ic, хaк это иl.еет a{есrо лш ла-
гранrеaой инrепtо|trции пол,|но..ariи. 3аглэнlс сaтки уtлоa для

устранaни, вкого э(фэкта aо3.1(вl.э толl(о прOr ltдaнrrr. Oункциrt

нa- t|слоi отрaзкэ, но нс прr сaточ}flх Функцrlх. ]Ь этой. пфrчrнG

l пояarлl.сь обобtеннrе кубичсскra спrвl}aal, Gодарвааrra допол{и-
тель|fla пrрaхеtDt, с nor.oqlD Kolopt x }.flю tGTElaHrTD оiцrrrлл -
qии, до6r!аясr l|оноrонl.|осrи l,tли tшD|хлосYll сплrйlir rl t r€ф|re -
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}и, абGоrэтноo погро]rоG?]i приблlr a.g, n9.r riтзрполrцt х ФуЁх -

чrи, заданноl на оtрёll(с. К обобfсф.lчi сллайtlar оrюсrтсr, !
чaстllо]сtr. Dач]Ффrл}lla и cкCпoнaЁl|hiцtD}lla сплaЙ}х, r тaкхе

Gплaйхr. g до.lолнrтartь.flш уtлrш (1-1l.
Прх 8€ [trr8a+r] обоЦсfiнr.й (уf.rчaскtrй Gппaйн rrопно

предстаar!тr a arде;

Во(:). r.(1-t)+B.t+o.0.(t)+o.S.(t) , (l)

у. : . (1- х.)/Ь., bt. ,!.r- rl . оt нхц,'и E.(t) ,
Фa(tJ е ll to,r] - эrо ко}6rнsц}r*r полrною. Gтепе}еi нс !u.
т9a"}сй с усечaнlflrц сtепсЕнщi, рaцtоюльllrх и э(спонaнt|raлd-

}t,0l Фунхi|rrв. оt !9r!...aнтоз t и 1-t; Дa, Еa, 0a, Da-
конст8llтI.

]lr.ecTнu rrд. коаrнаrчП fia(t) lr Tl(t) , пD.l {о -
loptax a{€тр}rцr сrстэr !/PaiHGHrl относrtGпlно aаrriчrн д_ ос-
?аDтсr трGхд!aпо.{aлD}fвl с дr!к!нaль}rr. прaоблaд!нrrз" tl-q].
Э?о обстоrтзrrlстaо бвr!о rrсполl!оaarrо а [l] мя попуraaнN, досYs-

tочнчх уGло]rý rtонотоф|Фстrt спл!lн. fr(:) . П,п. rсGледоaа -
riих aчпуклост.t удр6.вз rrcno.llDroФTl систеrU оrносtlтGлью aэrх-
qин I_. }lo п r.!тшцI м, хrrогхх larдоa offilcн.Ux смайноl,

l
aообце гооорr. Tapraт сaойстD дlaгоiалlюпо пDсо6rъдa}ir,, ю-
l, rr raaёстнu Gлучаra Grо coxearBrrп [4].

В данхой cTaTrc !чaqдrтG, достarочнrв, а частrчно r. HGo6-

ходr.rrэ уqrр.rя, н.л.r..rчG н! оунlq.rи fia(t) ,. fralt)
прt.l aulюлненвa |(oтoprax rilTp]aql Cl.cтex оrюсlтелDно al ,r|rl

I_ (l эаrясrrrюстrr от потребностеl) булут трGr(дrrагональнlвll
G дlaгоrraлrнIх пDGо6rtaдslие... в пGDaоr. случaэ поrt!/чхпlсь rпG

llaccтlэG рсr)/л5татt t!-Ц1, - aторо.. - но!lэ. 8 х!чест.G прr-

r,€poa paccrФrpalfl tno rHtTE aа€ тrш обоаaнflх сплafiноз.

0TrBTrrr олс аsоту [5l, a ко"опой м, цaлей интс9.|олrц].rt

с аадан{р.ц raоalстрa{чеGкх.., сaойстarr.r обоfrрн.fl.оl (!f6ическиr.{

aолaлнаrфr поrl!/чсru рэaулDlaтr о поrш1lтелlюстr рGlений сrстэ}t
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G трехдхarонrпьflу.tи я(оarиеЕчa4r }aатЕиqэ}.л}l t офat случаa беs

диагофалaного прсобладаниr.

Аaтор благодар.rт В.В.Боrдaноaа, вlпопн.tlоего расчGту и

построеrме rраOrкоr | и В. Л.Нироilниченко, ,ахечан,L коrорого
спосоGст эоаiaлх улучЕниD aсGй работU.

ll. Интерполtционrflе обобqеннr€ сплайri.
Условrr, с!цестaоaаниr l. Gдивст aенl.к}сти

oпDaдсrrих a (t) поGrоrнше Дa, Вa,
atltолlrrлI,lсь tlсло.rr rнtерполrциrr ft(ra)
ю, услоar i|спрсЁaз}lости про.r!водноi

С.

g!
цa

D тaк, чтобra

и, крохa то-
tt t

)l

t! - 2, a уllл!х сетки А . тогда получасrt

Bu(x) =(1-t)з.+tз..t+hl{о,rtt){вý") tх.) -
_ 6|f[x.,x...1)+ y,.(t)(B[")(-..r) -

_ в|t[х.,з..rl)}, (2)

гдс бу"кцll Ooa(t) , tra(t) - дiнGйнlЕ ко.6i.наqrrи и!

fra(Х), fia(t) - будсr наэurать опреdеляюччАч фа,'кцuядч

(r), в , l 
"о"

) , "-*..

обобчеlно2о сплаана, ý| - с,r"вол Kpo+laкaDs.

-a*r] - псрlar оа!дaлQн}.а, Dазхость.

чтобr не l"i.eтb дGла с Функциiйи la(t), d{t

t[:r

нs опредэJ|яlirrG Фунхцих tlеla!иGицJе огранrч€нar, Koтo9re обсс-

печивaOт вUпопtсниG сФо9riулrrроэан}flх э{rе {Gлоэий интерполяilии

и ],слоэ{я нспрерuв}rости проиsводlюй ф"'{-) ,

tr.(1) = tr.(o)= о, orl(o)=tol(1)= о; (з)

l!;)tol=r!i'(r)=r.э(а;) {rt = r!;) tol = о ,
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Случай l . l. Предстýвлеrме (]) при усло9ия.t (З),(4) обе-

слечивает flепрерýвность сflrъйна и еrо первой проиssсдlrой с ys:
лау сетки д . По анаrtогии с эршaтоlьlaiи кубическrни сплайнаtial

rrc)x}ro rадавать значения Дl = {(Хa) ,fiбо r вrде условий

'r = fi , либо как 9наченяя прои!воАн!lх интерполяцио}itФх по-

линойов JЬгранlа, вопример, .вtорой степеяи [l, ý2.8]. При этоr
получаоrся ко}tструкц&н, которне естесrgеннQ наsýlвать эрлuпlо -

в'}.лц обобшенцали сплайнапи *rrа"са 0l . ч""rо кубическиiа

солаЙнам соответсrвуот Функции

or,(t) = t(l_t)', Yrl(t) = -t2(1-t). (5)

Характернал их особенность в ro|tr, чтс они не за9rсrт от икдек-

са t.
Ноfiнорассriатриватьrинтерполrционн9€ абобценftае

сплайнаl класса Са. Их параrrетрu Цa дол}нr. удо!леt -
ворять услоiия.. непрерuЁ}юстri 9тсрой проиЕ3одной сплайна ! уз-
лах сетки Д: Bf,(xa-) =gf,(:t,+). Последние иr.еот вид:

лiоХ,l_., (1)пд_.+[r,r],._ ri1)-н.о'.i.( о) ]п. -

- в.у!.(о)в.*.,= д.[о'i,._., (1)+t'.|, 
._ r(t) ],

xf, [ :t_.1 дt]+r[r'; !{о)+yI t(o) ]f lrr,rr+r],
i = 1,..., Ш-1 ,

7ъ,= Ьrr'(ha_r+ha) l вr= 1- la .

К них добавляотaq граничtlý€ усrювия одноrо из типов.

jд*ч по= ti , nп= fi .

Тил П: ,ýfl(xo) . til В[(х") = ffi , "rо да.т уравне-

(6)

дс

вца

oio (о)во+ Tio (о)пr= [лiо (o)+rio (о) ]t[:o,rr]+bo{,

О'i,"_r(l)по_.+ ч],о_r(1)5 =

бl



= [q ,ш-r(1)+Еl,п_r(1) ]t[ъ_r ftlф_.,tfi
Тип lЛ: усrlовия пGриодичности сплайна, сзодяrиеся к тоиу,

чТО В (6) ПОлагается t- tr..., ý, с циклической заненой ин_

дексов
Тип lY:

Bfi' (хr-)= вý (xn+) , вЁ' (1_r-)=Bff (1_r+) .

iltr не расписýвэем уравнения (/) в Tepr+rHax 9еличин 
'д

необходиности читатель Moteт сделать это с8r.остоятельно.

ке принять в качестве функций Orr(t) и tra(t),

(7)

. При

Если

l-
= 01l, IT-2rý-1 r Функции (5), то }iоrtно воGпоrrьgоваться yrxe

готовь.r,е,l уравнениян.t [ !, ý3. t ].
Случай t - 2.3десь рассrrатриваDтся обобченнче сплайнч

только класса СЭ Пх пaparreTpl Шa= Sý(-a) до*"" удо"-
,!€творять условияli непрешвноGти первой производной в узлах

сетки А!
ния1,1

ния

Bd(x.-) = s|(х.+) , котор.е приводят к урэ9не-

рло1,1-r(l)ш.-r+[r.g:,r-r(1)- 
^rоlr(о)]шr 

-

_ 
^rylr(о)шa*r=f[-1-.1r-зrIa+.r], 

1=1 1...fi-1, (8)

где справа стоят вторь.е раздеrrеннше разности.

Ilля этой gисте}Фa граничнь.е ус.ltовия суть:

Тип I: S|(-о)=ti , gЁ(Ъ) =fi ,что деет уравне. -

о!о(о)шо+ r!о(о)шr= -f[rd,I9,I.1J,

о;,ш_r(l)h_r+ l :,;r(1)\r зtъ_l,fr ,fol
Тип П: Хо= fX , чr= ffi .
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!дцЩ1 услоrrrr .'..рхqд.iч}l,остll сплайна - это ),pa.HaBr, (8)

дл, t . l,...,r с цrкл.lчaсхоfi Еаr€}.оl rrнде{€оi .

IILЦ: услоa}r, (7). 8 офelr случае их r.oп|lo эапrсать че-,

ре9 Фун.<циlr Oar(t) , lar(t) , В чlcтноl lG сл!iчае rоrно .ос-
польЕо!!rьс, lэaеGтliпr lipaaнeвlrr.rt [|, ý3.!], еGr!. принiть,
как дr|я кlrфrчесхих спл8f,ноa r

or.(t)= _+ t(l_t)(2_t), Y..(t)=-{ t(l_t)(1+t) <s)

прl 1 - 0,1, Х_2 Л_1
И' куб.lческarх спrвйноa сliшar l(ооlDФtциGнтоa при эелrчl.нах

I, в левой части )/ра!ненrй (8) parHa l/2 и €о!падаст с коэФ-
a

Фrцrентоп пш второй про.r!!qдной в праaой части, так как

'[rl_.,r,,:.* 
,,7 = t"(0/2, Е€ [8r_r,xl+r]

t(r)€ O'[arbJ . в этох сrflсле luполняGтGя ).G.лоэие

по второй про}.rr!одной, причсв подобцrй Фgкт инсет rrес

граничнtх ураaнaний. Наr к етG, естестэеннlr. сохранa

ства баланса по aторой проиазодюй и r Gлучаа обобцеп

ноэ. В частности, этого .,rorнo до6.{тlся, потребоaаa

равенстa

, если

балансё

то и для

ни€ с!ой-

Hrx сплай-

o!,(o)+v|.(o)= _V2, l (1)+ oi.(l)= У2.l
8t

вuполненrл

( lo)

По сраэненио Gо случаеN 8. l sдесL равенства (lo) даDт

до.х)пнlrтельнЕе ограничGни, на Функчии Otl(t), lar(t).
Натрlицu сrстсц (6) l (8) - трсхдиаrональнý|е и мя кубичс-

скrх сaиайноа с диагонalльl.L|a,| преоблаАахиеrr. потрсбуеri, чrобч

последнее иr.еJlо Hecto и s обц€н случае. Тогда ЕоэникalDт ограни-

чения:

J! '-аt
)1o1lrJloyo, os oli-")(r)<r[!-")tr). <,,l

Ит8к, йI похаЕаrlй, что dлл по2о чпобd суцеспвовалu
цбалuеёuчспвеннdццчflперполяцuопнdе обобценпdе

6,



еf|л,2йца |cjiae!:a аё , Ооспапочн-о вцrtолценilя ааловuй
(3), (4)" tl?) u (li'1 , 17оr, эпом асловuя (3),(.4.i пак-
хе пеобхоdllмп.

ý2. Построение определяшlих Функций

2.1. Введен базоеае фунtсцuu Фlit), Фr(t)
pue отлlrчарт один вид обобценнчх сплайнов от другого.
предполагать, что

т.(О) = 9.(1) = 1,

, кото-

Будеи

( l3)

) (O)=Or D=о,lз.
(t2)

Функции О, lsr(t) оть.скиваеr. в виде:

oor(t) = ъlо.(t) + сlrфr(t) + чi(t) ,

lrr(t) = Po.o.(t) + Рлrфr(t)+ T](t),
gо1, F6a, Сlз, Flt - постояннь!е, а u](t), {(t) -

= фlП

,(t),

ф)trl

rде

полиноl.iьl степени нG вьaще трех. Учитчвая, что на функции

O1r(t) , Y',r(t) налагается восеиь ограничений типа рааенств,

" "i O.a(t)l Vaa(t) - десять, попцтаемся рещать заяачи со

степеняии полиноl.tов, равнчни з, а и}iенно:

u](t)= uo.(1-t)!+ on.t'* u].t(l-t), ]} t,оl
T](t)= vo.(1-t)"+ "r.t'* Ч.t(r-t) , j

гАе u!.= ua6!, {.= TnB] (OI - сии!ол Кронекера),

Подставляя в (3) вчраlrения (l3)-(l4), находин

Col= -Цоl, Oll= -Цлl,

Fо r.= -Yо t , Ptl= -Ytt . }

64

(t5)



Из (0), (lll) и (15) вчводиr,t:

[(+)"э- о!")tоl]ооl* шll= 1+m?r,

(-1)"пrо.+ [lз.- +!")trl]o.,l= ш]t,

[(-t)"э- ot")to)1oot* wr.= ч. ,

(-1)"rrrоr+ [э_ o!")trl]"rr= 1+ п!..

(l5a)

(lбб)

1t z)

( l8)

При а - 2 пg (l0), (13)-(t5) имееrr:

[оi(О)+Z](чоз+vq.)-(ч.+т.) = },

tфl(1)-2](ч..tt1.)+(ч.+ч.) = -+ .

Иэ (l l), .(l3)-(l5) получаеr4 неравенства:

os [9(r-T)(o) * 26!JTo.- Ч. .
.1r(r-")1o) +2o!1uo.- or. ,

to['-"l(1) -2o!1Tn.* "it <

. gq( l-") 1t) - ав!Зч.l з+ u]. ý о 
"

огDalниченияa.{и на з}tачения

*!;).о, " фl*J(,),

Равенства (t6)-(17) будеr,r испольЕовать для спределения ко-

эФФициентов цо1, ul,rТо8, Т1 1 " ur, vi . Неравенства

(l8) ямяртся, в дополнение к (t2),

бабэвнх функций и их прои9воднчх

Е l 1,2.

Поскольку уравнения (l7) рассrrэтриваDтся толы(о при Э =

- 2, анализ начнем с вопроса о раарецrиltости ур8внений (t6) и на

этой основе дадиlrl классиФикацир воаникаlоцих вариантов.
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2.2. Пусть определ.,rтель систеrl (tба) и (166) (он у Hltx

один и тот хе)

A,l= т!")tоlо!"J(l) - rtо!")tо)+(-1)"ф!")сrl ]

отличен от нуля. Тогда инеен1

оо.= * tь( ++ u].)t[")(l)],

цrl. - 
f,tс+lъ 

o;.o!")to)] ,

Tolt - 
цr* 

q

n.= ;1t(-1)"-( f,+ {.)o!")to) ].

о", 
.( 

t )= Д flr- oi(r) J [- o.(t)+11-t) J- Ф.(t)+t 1,

y,. 
n( 

t)=Д to.( t)-(З.-t) + Р+ o!(o)J t 9.1 t) -t] },

*t!")tr)з,

1t9)

(20)

(2l )

Случай t - l. tDорнулч (t3)-('l5), (l9) полностьD опреде ,

ляот Функции:

rде

Дr l= o!,(o)+](r)- о](о)* фl(il .

Неравенства (16) с учето},| (l9) дарт ограничениr:

d(o) d(o)о=--l-<l- tl- +icr) ] ,Ana Аr.
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_д(r)
Ana

0тсод! ,сllо, что, !о-пaрэt х, Свд ol(o) . .Цв фl(1)
- Btsn(-Ar r)

tl+ oi(o)] . #
a,l, aо-aтор}aх,

so.

( О rr, lxa,rrT,

el(o) < -а. фi(1) > 2. (22а)

24)

Пр.r эrо+{, соглaсхо (2l), Д

9l(o) > о,
lt

Ф!(1) > о. (226,

3аaатиr., чlо 6110lrl'{.r Функцrrr+r дм посr9о9нhя цбичgских
сплайно! taлrотся (Ьrнкциli

9з(t) = (1_t)', Ф.(t) = t', (2з)

котоп.е удaо!лст!орsDт условиrl| (t2), (22) t.r после подстаllоaк,

! (20) дOт. 0ункции (5).

Итaк, а-4л счцеспвованu, ц еёutlсп€еflflоспч uнперпо-
ляцuонrlо2о обобцехноео сплайха lcllacca О' с опре -
dелrDа!члu Фr]нrцuядч (20| 0оспапоlхо, чпоба баsовае
фунlсцuu уdоолепворялч чсловцял (12r, (22l.

QrtучrП а - 2. 1lo Форнул9н (l3)-(|5) й (l9) нзхораi!

o..(t)= 
f,еrьr {+u.)+!(1)1t9r(t)-(1-tf] +

. Е+цз9:(о) l[Ф.(t)-t'l }+ u.t(l-t),

:..(t)= 
fi fir+T.oflt)][o.(t)-(r-t) t] -

- Е- ( f +v.)o!(o) ] [Ф](t)-tl]}.r.n(r-.),

а... о!(о)0!(1) - аtфо) о o!(r)] .

гдa
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Эти Форну.lч опредапяDт Функции Озr(t), Yar(t) с точ -
}юстьD до констант Цl , Yt. Iсследуем Bo9}iolxнbae вариант!a.

Испоltьзуем обо,g: lачения :

..= Д[о!(о)+2J, ь.= _frг+;tr)-а] ,

аr= а.Ф!(t)+tr , а.= Ь.{(О)+1.

fiс (t9) с,ледует, что

оо.* 
"о*= 

-f,t"l* Tt* POitrl ,

otl* ytl= - З-tч.+ ч.+ фоi(О) .

(26)

Подставмя эти вýрашения в (l7), поrryчаеr.

o.(ur+ ч.+ ф = О, ё.(u.+ ч.+ ф = О.

а) :зý |zl)

(параtlотш Цl , Tl
равнч!rи Hyrn);

6) цlФтr

Рассмотриlt оба случая отдельно. Предэаритеrrьlю эаriетин,

что из неравенств (18) с учетоll Форfiул (|9) и обозначений (26)

с,ледDт ограниченияз

о S -a.-a ,тr<L/Z + it- o.(u.+ L/2) , (29)

о ý -Ьзd rrr<7./2 + Ьr- ёл(т.+ L/2) ,

а) В условиях (27) из (29) имеём:

оa-ё*
произвольнч и их ltoшHo полоl|lить, наприйер,

(28)l.
э'
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-У4 <а. <о
_У4 <br <о

( ЗОа)

(30б)

ДостаточнчеусловrясуtцGство!анияобобq€н}.оrо смайна
(27), (]0) сqдерпат огранrченlr (27) в a..де раaaнстa, |(oтopt G

предс?slляDт сФй довольно riёстхra т9cбозaнrtя (r сраlнениrr с

огра}t{ченияЁи типа неравенств), сlц€Gт!ен}!о cjлsmre класс до-
п)rстирх базо8rх Функций. Тем не ,4Gнаa, ках покаllваaт qrъд,!-
0ий прrraер, р9ссraотрен}flй эар{ант инеет поактич€сФaD aнalali-

}iocтb.

пусrь баэо!uе ф}вкqrlr тако!rl, что ф.(t) = О. (1-t) ,,
следоаат€льно, фlt1) . -о!(О), фlФ . о!(6) . т*л.
А!.= dl(O) [9l(O) -[J , а услови, (17), (30), как легко .и-
деть, эквивал€втцl ограниченияl.

{(о) + 2о!(о) . о, о[(о) > а.

8 частностх, эти}r трсбоaавrri lrдоrлетrоряпт баgоal€ Функ-

ции (23) кубlческих сллайно., дir KoTopt x о!(О) - -g ,

О!(О) . б Боrrее того, длi них в (24) "л".а"J", содеF -
|цia aюстояннrЕ ЦдrТt , !!аивrrо уничтокаотсr, и в конеч{о}t

итоге пол)/чаDтс, Фopxyrtl (9),не заlrслlие от 9тrх постоrннцх.

6) Иs (28) и (29) l.cкraloor одну и8 .еп.чин ЦarYa , на-

приr.ер Т1 . ПоJr!iчасх:

о 
' -rr+ o r(l/2 + rr!) <V4,

о s_br_ сзчr <У4.

м t{ Ho удоlлэт!о9raтl цпе.,r шбо9!

_ , 
СJryчай cl= ol= О сrодrrтсr к aаоиаьту l|a|l.Ecrrr Оaз q

ёl t. О,,то (3t.) п.рехqп!rт. (30!), . }€ра.Q}rGт.о (3tб) зсег-

(3la)

(зl6)

ot
ре

l о , еl= о ш.rвзrr оrранlченrrя (

Цl . Аналогхч}rоr

30б), а проtrзrол в

l иGпо,лDr!rатG, дt, aUnor}t.}il, HepareHcTrB (3!в).tl
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В обцеrr Gлучее! когда ai/ О, d,r l О , неравенстваllи
(31) опредеrrяетсrl пара интерваJlов иЕйёflения ве.пичинн Ot п,

есте€твенно, пересечение этих и}lтервалов не дЬлlно бчть пуствн

||лл отого необходlrю, чтобч обе левьtе границч интервалоа леrка-

ли левее обеих правчх границ. Воsникапцие эдесь ситуации опре-

деляртся энакаии вgличин Ct, ё1
Пусть Оa ) О, ёa 

'0. 
Тогда условия (3i) эквивалент-

НН HePaBeHCTBaatl

Bgc;t sut < 1зzа)

(326)

(33)

{34)

(35)

(36а)

gд <rr t ll'
где

е
= J,-еa 1

!l pr=t{.***)-},

ъ
=-Jё.

с
$

Ё.

бозначим

Р.= ord.- 2(а*d*+ bu0.) r

Q*="tb*A.1+ аt[ф';(1} 1z-z1+ ъ.[о!(о) /z-z7 .

величиьъ Рg' Qt авязанч rlelrдy собой соотношением

F.= Q.+ (at+ а.)/2 !

Нетрудно показат}, что.при вь.полнении требований

"*) 
о, dд) 0, о. ý рt < (cl+ а|r/2,

пересечение инtервалов, опреяеляейнх уqловия}tи (32а) и (32б),

дает интервал

шах(с.,Е} s чr s пlntр.r?.}. (з7а)

E =-t(o*"*',
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В трех дру!,их Boзlior(Hux сJryчаях и!tееi,i:

ot" о, о.* о, (or+ aL)/2< Pgý о,

па-{р. ,i } " 
u. s nin{c. ,frt } ;

"l} 0, ёaa о , aL/z <эr< а r/2 ,

шх{сr. ,i ) = 
u.< пlп{р. ,Ё.} ;

о..о, d., g,.еr/2<рь<а!/2 ,

пах{в. ,frn } . uu s шlп{*. о?. } .

(збб)

(зz01

(36в1

(37в)

(36гi

(37r)

ýt'В (37) знаки равёнств отн.jfятся только к ар!,уйентаз.l
'p*

Кажднй *=х и шiп в Формулах (37) sависит от |1в.ух аргуие}i-

тов. 0 тон, какой иэ аргу}rеят!iз явллется границЬй инта:}оала

из!tенения величинн Цar удобно судить по ýнакбit разностей
Оrо, J- lr2r3rЦ, мехду вторцц и перачЁ арг-чЁента,{и;Инеем

(38а)

nr*o Ё*- п.=йФ*-+

о,.= i- u.=й(".-}),

"r.= Е.- *.= 
Й "*,

8.!. Ёt- u.=й(ч.-* ).

),

(з8б)

}iTaK, 0лл сацесmвованuя u еOuнсmвенflоспu uflпер -
поляцuоllноео обобценноео, сплайrlа хласса О2 с оп ,
реОеляацtмu фунrцuяlлч (2;4) Ооепапочно, чпоба базовае
Фуltкцuu u конспанпп El , Yз gOовлеmворялч асловuяц
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(12' ц оОцой цз 2рапп оzранчченuй:

") Ol = alr = о, (30), Ul . тt - процзвольнаеi|
о) ot . 0 ,€Оа),(316), (28);

") dt = О , (30б), (3la), (28)i

r- ) пара условuа (з6), (зi) и (28).

2.]. 
'lycTb 

теперь Ant = 0. Тоrда дл, совrrсстности си-
cleн (lбa) и (lб) ранги их расциренl+tх натрrц долtl(нu бчть раl-
rfl l, что прlвqдит к равенстэ8н

(-r)"+ u].o!")(o) . о, 'l

о4r+пr].)о!')(r) = о, J
(_1) "r*(:.агч;.) о!"){о) = о,

r*";.o!")ttl = о.

(39в)

Слуqай ! - i. Пер!ое ураввсние из (39а) и rTopoe иs (396)

не!оз.Jоlнr., l поотоr.у обоаценнuй сплайн здесь не суцсстЕует.

Случай t - 2. Розенства (39) BoErrorц, ссли Oi(O) *

l О, фl(1) l О. По"*оп.*у эти !.личинr. связа}lч соотюц* -

(з9б)

Аa! = О , то паDч уравнений (39) атвосrтельно неrз -нией

aecTHlx ЦarТa совнестнч и ицер, рещение

ч!= -[9l(o)]-', vl= -[Ф:(1)]-t. (4о)

При это.,t для Цa r Ya вuполнлется равенство (28i.

Дальвей!мй ан8лиз проведеri при ограничениrх (l2), (22).Дру-

гrе случаи исследуотся аналогично. 8 силу (22) l (28) из (l7)

следуо" ра!енства

Ооa tTot = О, Цtl +Ttl = О . (4la)

Так хаrt ура.ненrя (lбa) и (166) линейно-за!&сиlоl, то иЕ

каIцой пафl к (4la) слсдует добаtить по oдHoltiy из уравнений
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ил, .ю одной их ,i{нейной коrбинацrи, напрхr.ер,

- o!(o)uo.+1'i(l)ur,, 1, r[(о)то.-о!(1)тrl= 1. (4t6)

Из четr.рех ураэнений (4l) линейно-веаависииu Tortbкo три,

И их реi!ение hне€т проlэ!ол в один пара етр, t качес?aс кото -

рого во9ьr.ел{ Цоl. Тогда ..i9 (4l) получаел.

unr= В+ o!(o)uo.J/o!(l), (42)
Tt l= -Цt t' то l= -цо l '
iеперь ]ю ФорFулан (lЗ), (l4), (4О), (42) мл данюго crry-

чая aаrоди*

t.r(t) = -uu.I or(t)-(l-b)'] -

- чr.[Ф (t)-ta]-tq(o) г't(r-t),
y..(t) = uo.[r.(t)-(1-t)a) +

+ чr r[ фr(t)-t']-[tl(l ) ]-'t(r-t) .

Функциrr (43) олределенч с точностьо до произвольнUх Ko,t "

стант 1lol . ПопьaтЁецся гrаспорядит5ся их rrбсроil тах. чтобu

9ь.полнrлись нэ9авеяства (t8) (гю сравненир со случзеra Art l
l 0 здесь кФнстантd Цоl n Цl как бr покенялись роляrоr).

llo аналогии с (26) sэедсп обо9яаче$ия:

T!(o)n2,

l
J

(,i з)

о
!
0
t

а

о аоtфl(1 )

= _q!(1)+2,

= b!oi(o).

ьоl

ci
(44)

Учитu.а, соотнощения (4О), (42), (44) rr нсраввнства (22),

( l8) и,.ееtr,Е
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;t '"о., ъ
1_

(1)

(о)rп

з п

п
д

s цоr l

(1)

(1)

(45а)

(q56)

(46)

(1)t
аа: (о) (о) {(о)

< oolS -
ll

УGлоlr, раaрецrостrr }враз€нGтa 1t5) rr интервм допустrr -
юrо tlriaнaнli, aс.вrчинI uоl нaходятс, ,era fз способоai, что
из (32) Фшr rчrcдснr (36) !t (37). в итог. l!Ееrr:

с!а0.+ o!oi](r) + dlq(o) s о,

ао!а! + (а: _ о:) t di(o)_c{(o) ] > о;
(1)11 1

ц

{(о) {(о)

(1)а 1

усло!at, carlalt с Tpбorlнrarral

о! zаi

, . (47)

оt/o
0
1

l
3фaки DaaaHCTa оtюсrтG, tqпько ( aргуraaнтaц

Ci(o) (о) а!

-[r+ o!(r)/c!Yo!(o)
l0Taii, dля суцеспвосааuя u еdчнспвечносt|ч uнперпо-

ляцuоххоео оаэбченiоео сплаана хласса С2 с опреёе-
лярл!!чдч Оунrцuядu (4Зl 0оспапочцо, цпоба базовае
баххцчц u хохспаппа Цоl, Цtl аOовлепворялч асло -
вuяд (12i, (2а), Дtr в 0 ч (а2|,(а6), |azJ,

2.1. В !акrDчGнra oтr.eTrx, что ofirra ФоDйуrfl mtiедслцrtl
бункщй (20), (2q),(q3) штэк.от ,а наобхqдrочх t Gлоrrl сшз -
стaоaa|iи, rlфtGDпопяцrrонюrо ffцGнноrо сплaйна (3), (4).Gоор-

r.!rлироaанl}.a дл, к Jрпо ].да опрaдэлroцх оункцll достaточ,ls
к коаOФ.qхентa.. хатшц систa.r
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(6) и (8) с сооt.€ть l at|ши|.l г9al{.lчнч..l !/сrк)вtяr.и. 0rи обеспе-

фrвaот свойст|о дraгонaльного прсобJrадsiия ), хаr9rц. Есль or}.

,рGбоЕания нс, rrrюл}|яDтсr, то a обlсх спучас amрос о рsrD€ши-

|.ост.. cr.cтaй н!/хАaстся l доllол}итaлr}Фх иGслaАоaaнии r a слlэ -
cтBoaalllie и gмнстaенностt llнтэрполiцarоfl}Oого сплaйна не гaр!н-
lируется.

llиЁе рaссrl!т9и!цтс, lри частнr.х lrда обо6laнfiх сплaйноl,
отлич€шихс,, бааоaп}r Ф!rхкц}rя}rr, В к до.r сл!rчае проaерrотс,

дрстаточнUе услоlraя сlrцесtlоlaнllл ь €яинствaнностll интg9пол, -

цlонного обобцснного сплайна, yir"l,o"na*"r" t этон пsраграФе.

для вччlслсни, паDаraGт9ов ц_ ,л, I. сплайнa (2) базовuе-la
Функqи'r следует ]t()дстаэитl a определяOцrе Функц}r},, llrчlслить

коэФо}rциентra. t систе ах ураэнений и рещrть последниa, нaпрa{r.ер,

r€ТОДОХ ПРОГОНКra.

ý3. Сплайнu с дополниrелl}fli.ri уалацa

этиa.r тер}aино обо3хrчаотс' интерполrцио+iнgе сплaйнt,у ко-

тофlх , по.{rraо узJрa Gетки А, a с интерполяционflri.r уG,rкrtrя :
rlr, инеDтGя доllолнйтельнUе узлl склGйкr, в Koтoprx эти )/споaи,

fiе задаотся, а To,|bko allтолнrотс, требоral.ri глqдкости qплаl -
на. Ва9ьируя кооряrн!тj 9тих у9поa, иоuво ýобоrваться определен-

Hrr свойстa сплайна. tlE расG|aатриaасri gллайнD с до-

полн}rlэльнlйи )|3лаa{.r, nopolqlaнrýe усеченн!.и, стсленнUr.х Ф!iнк -

ция!о! ! качсстве бааовIх Ф)/нкцrrй i

( _t) D (ьр
Фз(t) -

,)
o.(t) ,' (48)

,
0 (1-р ),l

в предrюlrшсшl О (qa
3наrвrи' t . Dl

полнrтGrllllх у!лоa. Пш

s1,0=D.<1
х t - (ll опрqдеrrrDт коосдrrнатI др-

Da= 0l ýaЁ 1 они сл.rаотсл с
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:/злаt|}i сстки д в Фун.(qhи (t8) переходят в базоове Функц.и

i23) ма ку5ичесхих смайнов.
При Рa ) 0, Qt ( 1 

""ее"

о|(о) = -9-, o;{r), 6}J,
о!(о).{, Ф:(1)=dд.

2 €) -2(Ц2р

( 49)

<о,
>о..

СлучаЙ t = l. 3н!чеtlиЯ (Ц9) удовлетворяот условияi
(12), (22), и, следо.ательно, обобценфчй сплайн суцесrвует и

единстaен.

СЛУЧSй ! - 2. Для рq!еви, вопросэ о с)цесrвовании сплай_
на подсч&таеtr rio Форr.улаr. (25),(26) звачения:

д.r = 12qi'(1-р.)-'дl

)а=t п ь
Дrr{л а..(1-э.)

at= [(2-q.}(1-ч.)+э.(2*.) J/a. ,

dr, [э.(l+э.)+i-сiУАl,
rде Al = 3_(1_л.)'- .l! .

0чевиднr неравенстaа Д"* 
' 

О, dl ( 0,
or ) О, Сa > О , . силу которцх lg (33) следует

далес r€ (34) получаеl.

:]д

ь!
р

п

Qr= [-рrсr(3-2qr)-(1-рl) (l-ql) (1+2р!) J/(ъt ) < о

и .KlэTor.y из (35) иrесм Рa < (Оa+ BL)/2. В итоге эtпол-
неrr усло.r, (36а), следстэиеr Koтoprx являетс, сgцеспвова-
нuе ц еduнспвецilоспь обобценноzэ сплайха с баэuсна -
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пu Фунlсцuялч (48) u поспояннuлч Цд, Tl , опреdе -
ляе алu соопноценuяцu (28), (37а).

та( кэ*

Эf al/z = Q.+ ё./2 =

= [э!(3€е.+е!)+л.

ý4, Рациональвсе сплайнш

Рlqиональнuе Gплайнg - зто обобщсннrЕ сплайнr. Bl(r) ,

у Koтoplx базовче Функцrи 
'влr..rтс, 

оациовальнt| и. РессrатЕ,иаа-

ец

(t_t)'

) (r-B .)'У(2д.) ,о,
pL- aL/z = Qз+ of =

= [(1_qr) 
а(bэ.+э|)+э.(1-п.)ч|l/(Zа.)> О,

то из (38а) и (37а) инеем Ёaa raa 9a
Если О <р,< q.< 1, то ,.а каrдоr. rэ подоtрезков [0,

Э.J , [Э.,ЧrJ, [Cn,f3 оrр."*. [ОД] определя!чrе Функ-

ции, а аначит, и сплай}{l предстамяоrсл кубическини полliнона-

ш, При Pl= q,!= L/2 два дополнителýнIх !,8ла Grrrваотсi в

один. Если lre O<q,<p.<1,To при te [q,r9.] иrеен

o.(t).O.(t)=o n iп.{Ё), Чr.(t) поп .=f .ri.
нейнь|е, а пDи !.2 - кrадратическlе Функqии. Такиrar буд.т
при этlх 9наqениях t rr саlи сплайшl.

о.{t)=ft

Ф](1) ,3+п.;

Фi(1)" 2(З€э.+э!).
77

o.(t) = о (5о)t
з прGдполоrении _1 < pr, 9l ( о. Прв I)f 9aв О Фчяк-

ции (50) перехqАят в Ф)rякцl1l. (23) м, куФiческrrх сплaйюэ.
Пqдсчlтаеr !нaченtr!

о!(О) , -(3+8.),
(5l)

{(о). 2(ЭrЗс.+е!) ,



Случай 8 = t. 3начения (51) удовлетворяот условиян (l2),
(22), и, следовательра, обобценнuй сплайн суцествует и единст-
вен. Именно с этого примера началось систел4атическое изучение

рациональных сплайнов в [2], продоJrженное в [1].
СЛУЧаЙ lP . 2. Для проверки достаточншх условий суцест -

вования сплайна по Формула}r (zil , Q6) подсчиi ae,.t:

Аt r= 4[(1+рi) (2+pr) (1+ч.) (2+в.)-1 J,

Q, = _3(t*q.), br = - l (1+р.),
'Aet'}Aaa

с *= а[(1+э.)(1+ч.)-r] [(1+э.) (1+ч.)+2+ч*J,. Аz!,

d,.= * [(1+э. ) (1+qr )-1] [ (1*э, ) (1+ч.)+2+э.З .. Aal

0чевндно, Аr a ,rtoжeт приниlitать значения в диапазоне

-4< Aar ( о Ясно такхе, что О1 , dl l"tогут приниli,tать

пслонительнuе, отрицательнче и нулевые значения. Поэтоllуrпрех-

де асего, в плоскости (Р* , ý. ) расс}rотри!t области разнuх

з}{ахо8 величин Aat , G., ёд 0тметим, что Аля О, n da
они одинаковu, ибо зависят от знаков

ных скобок в их Форрiулах.

линия o.(pl,Qt) = ё.(р.:9a) =_О при

гипербола с уравнеilие" (1+Гr)(1+{a) = 1,
А-.(Р., q.) = О- кривая четвертсго порядка

tiiэ.ftZ*i.)(1+чr)(2+чt) = 1 . пряrrые

Qa = { являDтся их асиfiптотаr,rи. Ука9аннuе

ласть (-l, Ф )x(-l, Ф ) на три подобласти:

дз А.a >о, ol >о, dr >0;
в:Азl>0,aaaоrdr<0;
сз Aer <о, Ct <о, dt <о.

Аaa и первнх квадрат-

Дзi# 0 есть

а Jlиния

с уравнением

Pr=-1 и

кривuе делят об-
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На рис.l области Д и В иэобрФ(енч разбитgl,{и соответствен -

но на подобласr, Д1 , Д2 , Д3 n В1 , В' , В!
для исследования свойств сплайнов в облас,тях дrвrс по

tор,.|ула}r (33), (34) подсчитчвае}l

э. = 4[(1+э.) а(l+чr) е-1]/а..,

Qt = -2(2+pl+qr) [(1+э.) (1+ч.)-r] / ъ, t,

l9



Г|..аФ.tки jlинiлй Эr= О, Ql= О прп Аа/ О

1l

,

"r,= ;;};; t(t+l.) (1+ч.)-1)(1+э.+э.е,),

совпадар? с ги,.

пе9болой,

В области Д и,ооея Pr> С, Qr< О, и, следовательrкl, в

вualолненu условия (36а). Пр.. этоt допустиянй .rнтервал для

определяетс, (Dор}rу..tой (з7а). Иэ (38а) находим
ц

la r' ; *};t 
(1+э.) (1+ч.)-1 J (1+л.+э.л.),

С учетоя вtrраrени}-| Ала Car d*rА2a ясхо, чтс ntl= О на

лини.r Рa9a+Рa+1 g О , а 
"aa= 

0 фа лиtи}l Рдlt *

+ qr+l =С (prtc. t ) ,

В подобласти

аr,iвале!lтно усJlовивrt

Акаrюfично

ol <р

Л' ийесr. 8lt> О, 8al) О и (]7а) эк-

<ч (52а)t t

da <ua sЁ., (р,.9.)е д' , (52б)

с, S u. ( Ft l (рa,9.) е Д'. (52в)

8елrqинu v оttЕ€Аелr!тся согласнсl (28).
1

на ,лr,.,"ri О r- dr= О имеев А. r = 4(З + Br+ qr)
Здеrь доrl*rё вuпол|rатьсt HepaleнcTaa (]0), иЕ которgх лолучаси

(3+э.+чr) > 2(1+в.)> о, (3+p.+q.)> 2(1+ч.)> о.
Правuе часiи вераэенств вlполнrотся пр,,t всех доп)rсти чх

pr , qr , а левче только при условии -1< pr- qt< 1 .

8 силу уравненrя гипербоrfl иa эrrх неравенсlв oUTeKanT условия

Pr rqt< (,6-1)/2. Они опред.лlот йнохест.о на гиперболе,

rранrцаt{, которого iвлiртсл точки а ((,6-1)/2, (V5-з) 12) ,
ь (lБ-зi!2,{/т-|)/2). Длr знафений Plr 91 r Не принадле*а-
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|дtiхй|lох(еству, не гарантируетсi суOlество9аБие обобценного

сплойна с опредеrио!|ияи функqия.аи (2l).
8 областях В и о вопрос о суцествсвании сплайна сво -

дится к проверкс неравенс!в (3б). В области В иr.rеем Рa(о,
Qaro " liеравенства (36б) цrполняотся. Анализируя афаки ве -
личин rll Даl, нетрудно получить ,з (376) йнтервалц и9dе -

нени, u] . i попобластях 3L, Ц= 1,2r3,иtliер.алч д]lя

ua полччаэтся lrа соответствуlоllих интервалов Е |L 152; путем

заменý знаков в неравенстэах на п9отивополо|l}ýе.

В области О из-за переr.енu знака у Аaa энаки Е*
и Q, r.rеняптся: Pt ) О, Qr <0, и усло!иi (J66) не вчпол-

няDтся.

Остается ,сследоlать ситуацио но лrrхr.rи Аaa (Рar9a) = О.

Tar< как (5|) удовлетЬряот уqлоэияrr (l2), (22), то достаrочно

прФверит5 условия (|16). По lфр}rула}r (qЦ) находиl.t:

"l = -(1+s!)< о,

ЬО. = -(1*р,)< О,
(53)

а0, = -z(r+qr) (3r3п.+ пэа.) < О ,

с! = -2(1+р.)(3€ч.+ пч])< О,

rде n- l.
Ilодставлiя эти,вuрапенил в (46) и учитuваi уравнение

Аaa = о , получ8е}i при всех Аобустr;l"luх 9a l{з :

(2+эr) (2+ч. ) [(r*п.) tr*l.)-l]< о ,1 1 1
1+q!l

(1+э.)2 0*.й)+ (1+ч.)аQ*".- fr)-
8l



+ (1+р 1
t+l)

tФ

+

> о.

2+cl (2+э,) (2+с.)
l

* (1rч.) 
[2+э
L

1,1
(Z+э.) (2+ч.) l

1
2+р i

8ьбор коистанr, ОоtrЦпa ! определrml..х Функциях (t3)

ос)пцест!ляется согласно (q7), (q2).

Такий обра9о}r, r?рL uспользованчч рацuональнаа
сплаrнов uс паралепра р1 r с1 r 1 = О ,... , Ш-1, прu

t = 2 цоrно вdбuрапо uз обласпей Д и В, вклlочая

.4uхuч Дл. (р.,q.). Q о ,цсхriiоцая указаннdе
nr"*u ,un"o'o)n Ё.{i. ,е.) = ёr(Рl ,ч.) = О.

ý5. эtспоненциальфЕ сплайнч

!в(:) пороrrАаьтся базовu}lиЭкспоненциаль}Ёе сплайну

Функцияl.iи

er(t) = (1-t)'cxp(-q.t) , (54)

фr(t) = t'оцl(-дl.(1-t)) ,

в предполоr{ении _1( Рr r9д( Ф. Офи имерт иного оФего с

рацrональнь&lи сплайнаraи. Баэовuе Функции последних ilолучaрrся

из (54), если экспонентв раЕrюll(ить a ряд по r.arux паранетра1,1

pr у (ll , сохэlаняя только два первr|х члена разлоrения.Л9и

Pr= 9r= О Функrlии.(5Ц) переходrт в базовуе Функци, (а3'

мя |(убичес|(их сплайнов.

Имеем

ei(o) = -(3+ч.), Ф!(1) = 3+э., },r,
oi(o). бrбч.+в! , фl(1).6+6э,+эl.. J
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Случай D = 'l. 3начения (55) удовлет9оряDт условияи (12).
(22), и, следовательllо, экс.поненциальный сплайн суцествует и

единствен. Этот приr,tер приведен в [ 3l .

Случай Э = 2. l|ля проверки достаточных условий с}цест.9о-

вания сплайна по Фор!,rулам (25) , Q6) подсi,lитае}.i:

да .= (4+6р.lр]) (a*Oq.*q:)..4 )

.1= - Д(r*qr) , ь.= 
*(1+г.) 

,

"r= 
а114+6рrlра) (2+4в,+ч!)_ +(2+ч.) j ,

сr= Д 112+4эл+р|)(4+tц.+е!)- +(2+эr) j.
' Ааl ' '

Как и В случае рациональнь.х сплайнов, -4 a Ь"a ( о ,а
величины Оtrё, litогут прини}iать положительные, отрицатель -

нuе и нулевuе оначения. В плоскосrп (Parqr) рассмотриlt о6-

ласти разных онаков Аar, Ct, dt . В отлlлчие от рац}lональ -
ннх сплайнов эти области разнче , С, " da

oбозначиtt ц * -Z+fr, В - -з+Б. Кривй Аa.(Р*r 8л)=

= 0 имеет две аси!iптоты: ч*= 9r. Q1= F . При Ьr, f о ли-

ниl' сa(рr rаa)= О , dl(irlQ*)=-O в точке pt= qt= О

иrrевт общие касательнуD с угловы!.,t коэФФициентопt -l и кривиэну,

paвHylo эVт/ц, а их аси1.1птота}4и являотся соответственно пря-

иые рa= Pl 9a= с , Pl= @, Qt= В .

Указаtзные кривьaе относятся.к кривчl.t четвертого порядка и

разделяDт рассиатриваеr,rуrо область излrенения гtара},tетров рt ,

9t "" пять подобластей (рис.2)!

д: Аra,о,с!>о,dr>о;
в: А.rrоrсд>оrdl<о;
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rlо оор}rул.й (33), (3ra) Ha,.oAxt

(2+4D )(е*в.+е!)- l] ,э.- -L-[' А..

с.= -*

l t

[э.(1+ч.) ({+э.)+л.(1+п.) (4+л.) ) .

(prllle чет!ертого Р
ц

л)=О пооrдко! ! точке

lцеот обчле r<асаtqльхýе l ц}иaиз|tl с криa$rх О

при Ari l О
таетrеrо Qл(рa, q

r.q!)
Pl'

доd

(р зо и

C)l

-1 , 9r=

9l'о
,О.
qз
_1

l
Асrr.лтоrаr& ,rrнrи Рlз О яlлrотсr прiц.a Р
. с , а ,Dr иt Qr. О r,oGaт асr.r.rтоrч I) l=

В облас?rl Д иrrеэr,r Pr> 0, qs< О

aчполненU услоэlя (]6а). ПостDоlм lинии

!.(D.,лл) [(2п.+п!) (Z+.,lчд+qi)+{ql J=o,

l

с-l- д
l 2 2\L

, attд 
'l,!1grr 

Dад=glgп ýa. llетрудно вrдетD, что в

86

8.(D., Q.)op.-} =;r'r*.+п!) (2с.+л!)+4п.l.о.

В ,очке РlЗ ql= О они ш.еот обqие касатель|i.с и кривиЕllь

с линlяiiи Оa= da- О и по дlе асrнптотц: 
" 

fa= О это

рaЕ or ja= с; g r бд= О - Pr= с, qt= О .
ТЕи (риэIе cr= О, Qr= 6r8a= О d расснатриваеной об -

мсти ptrgl пересекаDт€i, Kpo.r! тоr.ки (0,0), еце э точкс

а (Л7-3,УЗ-|), координатч которой опредGлrотс, ре!леlиillи урав-
неr+rл р!+6дla12 з о , ч!+2la-2 = о. Аналогично tри кrи-
ane (la= О, Qa. О, fa= О псресGкаOтся. точке Ь (r'З-l,

Л-3) (рrс. 3,4). 0тметин, что рхс.3,4 носят лццt качественнuй

ха9актср, ибо их рaз}.еф| не по!воляот иаобрааить точнуD к!рrи-
ну располохефиi кривчх э oKpacTHoCTl начала коормн8т.

В области Д соrласно (36"),0sa) ивсеl вlвв t'.ra .

и, сл€др!aтслtно,

поА-



областях Д1 ,де ,lt области Д аuпсrлняртся неравенства:

"rt )оrrаf >о, (эrrчa)€lr,

,rt ) о, rа! < О, (эa rч.)€ Д2,

!r. ( о, гаl > о, (эa rчr) € Дl ,

и, такин Обраэоll, интервалч дlя параaiетра Цl" lr , де , дl
опредепяртся соответственно Фор}.улаrrи (5Z). Параr.tетр Тa на -
ходится эатеи иg (?8).

На пlнии tr= О раздела подобластей Дl " Д8 , ис-
мDчая начало координат, 

"a*= 
О , и .,loxнo использовать ло-

фlе иЕ неравенств (52а), (52б). Аналогично на линии f _з О,
которал раэделяет Лr " Д!, ,{ollHo использоватб ,М.l из

неравенств (52а), (52в).

В подобласти В1 области В (рис.3) fa ( О, 8l ) О

и вчполненч уqловия (36а). В подобласт " В2 , вклрчая ее гра-

ницу бt= О, и..{ее},t ta a Olta S0 и соотнощения (36в)

не внполняртся, а пото|lу с)лцествованп" "пrr"Й"а fu(X) не

Рa= о, Qa= о областьВl

области Btt, k . 1,2,!. так как рar о, Qr<o " в{,
иrсогласно (38б), Ort( Or 8"a ) О , то дrlя точек и8 В11
неравенства (37в) эквивалентнr. условияr4

гарантируется.

Линияr+r

Аналогично

делится на три под-

(56а)

(56б)i =о. 
( 9l, (э. ,с.) € Bt' ,

i =о. 
(Ё., (э.,ч.)€вl'.

*a S оa ( Ft, 
.
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н?.lr:iияt Pl- 0, Qi= О , раздспяпцих поМласти, Bol-
но полъзов3Tbcq нераatFствали дr'li ,!обоi'1 иs подобластей, кото-
pi{c онц ра зiоаtl.lчl.ваоt.

Дфалоrrчно прсдrцtцеriу сплайн fu(r) сrчэст.rет в о6-

ласти

нияraи

Cr и моrrGt ве с!цaстэовать " i,?. бп""r, Oln"-
Pl= О, Qr= О делrrтся н! .rодобласти O't , ts - 1,

2,3 (рис.3). Учитчва, Ен.хrl lGлrчин rr! и tlaa ,иr (37г)

нахсдч.., что пш Е - 1,3 }rнтсрaалr м, Ul получаDтс, из
(56а) и (56с) заi€ноrl знакоa t неравенGтaах на протlвополоt( -
+ае. flри k - 2 rнiерaал мя ll определястся соотнооениемt
Ёa a Оa S сa . На линилх Pr= О, Qr= О NФ(но испольэо -

т

и

9

вать ,iФбой и! ,irе9aалоa, сооrвaтсttуOцих поМл!Gтя}r, кото-

рý|е эти ли|iии разграlrиraи!аDт.

06ратиrся теперь к линияti Ol= О и da= О ,хотояuе

раЕделiот о5пасти, Д, В, С. На rrинии Оl= 0 доrшну вчпол-

Hrтbcrl условия (30а) и (3rб). JЬгко a|охазать. что первое из

них .водится к неравенст.у Э]+6П a+Z ) О , которое вrrrол-

няется дrт| всех iочGх, раGполол(еннýх ниt:€ точки (l . Так чrо

и мя правой границr области В2 сплай, ,loxcт на сtцестэо -
.аlь. Условие (3lб) мя откршой дуrи (аrО) ,гд. da aО,
сводится к условиD (56э), а tul, части {Еlивой Е чaтэертон кaад-

оаrrс (ёa ) О) к то"у же усrюaио, но с противополохнrш:

знакаriи неравенсrа.

Аналогично на линии da= О сплайн

длi ,очек, пa*ац"r. 
""na 

,o"*i Ь ipnc.4l.
хриaой во Bтopor. (aадранте, гдс Оa 

'О
р.деления ol буает (56а), а для дуги
(56в) знахи н€р€венGтв следус, сr.е{итr нa протt!ополоrнIе.

В начале коорданат Оa= da= О и долrнu auполнiт}ся

неравенGтaа (30), что . данноri случа€ и}.eeт весто.

0бласть D кризп.и fa= Orgl= О, qr' О делrтсi

,на пятl подобластсй Dl , ts - l,...,5 (рис.3,t). В D долr-

88

ааэедоraо clolecтBye

При этоr.t дл, част

, инrераал м, оп

(о р) , оr< о,



|tr вlltолняться усло.]rя (366). в подобласriх D'rDCrDl lT-:ITJI]

Эt (О, Qa >О и (36б

aкrlлчая их границч; Рa
rцoтc,, а, значит, сплaйн

) luполнrотсl. 8 пqдо6ластrх D'rD'.
<о, Q

ft(х)
! S о l (366) не вчпол-

aaоr(cт не c)ilecтlolaTb.

в пqдобластrх Dr, k- 1,2,3, slgп Trl= slЕд fr,
slgв t t !=algд 8, Учитrrвая знаки 8пa,rд, , иЕ (376) яё-

xoдlи, что интерваru дл' опрGделснr, ul tlолучiютG, соотaет-
ственно .r! (52а), (52б), (52!) 8.ланой анаl(ов нaра.aнств на

проти!ополоrlшс.

В обrrасти Е
р3> о, Ql< о
не сlлестaовать.

Нaконец, исспсд!,сr. сятуациD на ли|ltlи Дaa(Dar{a)= О .

так как (55) удовл€тюряот услоr}.rrr (l2)l (22), то достаточ}.о

про!ерить условия (46). По Форrулаrr (tll) находrrrr (53),где T,t .
. l/2. первое из lrсловиl (!6) экrива.пентно нероэенGт!у

(1+в.) (2+э.) l(6+6э.+э!)+(1+л.) (2+л.) l(6+6lr+qi) 
> о ,

которое вuполняется прll !сех допустrt..il|х Dal9a
Левая часть второго HqpaBeнcTra (16) прrrэодитс, к в.,tду

(6+6э.+э!) [z(r-э.ч.)-(1+ч.)э!l +

о (6rбq.+ {) [2(1-э.е.)-(r+э.)е|J .

'9та gели,r,lна полоцительна на открrrой дуге (оrё) , гАс

с (-О,7552; 7,Э7О) и d (7,37О3 -О,7552) - 'очки пересеченr,

кри9сх Дaa= О " Q,=О,инеполqитсльнаlнеее.' 
8uбор ioHcTaHT Ооr, orr в олределяýlих qункциях (43)

про}rзводится согласно (t7) 
" 

(42).

Подзодя lтог продсланнuн рассуriд€нхяrt, l.ol|iнo сдслать сле-

/ушrй вIвод.

нсaualолняотс, ycrкllr,
иа-3а сr.енr| 8наха l,

(366)r так

, и сплайнА.a
как

iolieT
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прu цсполозованuu
класса а2 ur паралепрd
дохно вабuрапь uз обласпей

э Ё с п о н е нцuал ьна8 сrзлаl'tн о d

, 1= О1...rý-1 ,

,D , вклrочая ера-
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