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АсиilптOтичЕски тOчншЕ 0цЕнки пOгрЕlllнOсти

интЕрпOrиции пЕриOдичЕских ФункциR сплАRнАни пятOR

стЕпЕни лЕOЕктА 2 нА PABHO}IEPHOR сЕткЕ

П.У.Калиев

Щельо данноfi работч яэляется получение на основе с)дест -
вуших метовов [lr2] асиl*tтотически точнчх постолннчх в оцен -
ках погрещности прt6лпкения периодическини сплайнами пятой сте-
пени деФекта 2. В настояцее вр€riя для таких сплаЙнов известньa

только оценки приведеннче э [3]rоднако постояннне в них сильно

эавulценч. Прииенение для Ёасс1lатриваеrож сплайнов rrетодикиrраЕ-

работанной в [|], в отличие от случая сплайнов пятоrl степени

деФекта t [l0], поаволиrtо поJrучить асимптотичвски точнraе оцен-
ки погрешноGти приблпrения для Функций t(X) е r] и первж
двух ее проиsэоднчх (ýt). 0тнетин, что эти}t пе.способоrr }.оrут

Фlть найденч оценки дrя третьей, четвертой и пятой прои9!однь.х,

КОТОРЬaе СУЦеСТВеННО ЛУЧЩе И9ВССТНЧХ, НО Не ЯaЛrОТСЯ ТОЧНЬШ,tИ. В

ý2 описьaвается алгорнти получсния асиriптотически точtluх пото-
чечнчr( оценок пр.,tблишения периqдических оункцхй t(Z) С

a П;*' , k - 7 ,2,...,5. На основе этого алгоритиа в ý3
вчводятся асиhптотически точнgе оценки погр€чности прrблиrе -
ния В-й проиsводной ( 8 - 3,t1,5) Функций t(-) е r! .
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ýt. Дсrrllrтотlчаски точнda оцaнки ]rоrрG]ноGтt

интерlоляцrипериодrческихФ!rнкц]rй класса П
з

Пусть на отрсsке [а.Ь] ! уsлах рa.ноиaрной GGTKlr

д : в з :о< :.r< ... a ъ о Ъ о U.гон Ь,, (Ь_а)/f,
9аданu !нач€нri (Ь-а) -псрюд"чсGкой оункц}.r З(Х) t ее

произ.qдной l'(r) ,

Зr- l(x.) l l! = f
Обоsнэчr.rr чеgе! S(Х)

сплайф пrтоl сrGпсни веФеt<тa 2 (класGа С! ), tlдовлстэоряо -
цrй )rсrрaияar

8(х,) = f.r в'(-.) = rl, 1з о,lr...,lI.
На отреsхе [:arxatr] тахой сплайн !апrсr!€етGt в видс [l]:

.8(r) = 9.,(t)З.+ ъ(t)f t+r+ q(t)m| +

+ e.(t)bf;+1+ 9o(t)httt.+ 9.(t)htmt+r, (l .l)

rде ш. = ýr(x.), t= О,1,...,Ш;

or(t) = (1-t)'(1+зt+6t2), 9t(t) = gr(l-t),

pr(t) = ч(l-t)l(1€t), T.(t) = -or(l-t),

9r(t) , ц!(1-t)/2. o"(t) = 9r(l-t),
1= (--х,)/h, ч = t(l-t).
иавестно [3], что llвлrчинu ш

цей систеrru урa!нснrй

hш з G,

rде

'(r.) ,

al

1=оДr...,П.

пGриqдrчaскrlй }tхт"рполrционнuй

оalредслiотс' и! СледУо,t

(1.2)
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{ = сhс(-6,1.о,.... о,1) (l .з)

'рсхлaэгоlальнэя 
синхtтричзская циркулянтrlоя l.атDйцa по9rдка

ýхп , а ш r G - !ектоrl-GrоJбцI cooTlaTGTlGHHo G элеr€нта-
ни llл h

G. , 2(-1G._r+ 20С.- 1otr.*o)/ht +

+ (€[_,,+ 8tl+r)/ Ь.

Вrсдя обознашния 8 = I-tn r
.€ктор-стоrбaц G эле'.cнтаr|. f:

8. а-ф' ,lде l

ф - Е (l.q)

Систева (!.4) позволяaт получrть оцефки погреuности вто -
рой произlодной 9 узлах сaтхи.

лЕrм l. дсrч s(:) цNперполuравп Фанхццlо
з(r)с п! , по справеолuва 8еgлуlчцаалал оценка

]r(t- ,ll " #rr fТlц. t = о.1 ,.... ý.

ДOКА3АТЕЛЬGТВ0. И! (l.q) ц.rек.ет нера!.нGr.о

Ic l J 0 ý'ш шG ш. (1.5)

qд.сь использо!анI обознёlGниа Алi HopмE !€кrора ll cll -
- ||(сзr;с. r... rът}ТШ = Тlчt и Hop,.r -""ro,u"

llДll =ll[atl]r,l=r,ш|l = т 3l.,,l. 
оцен''rr правур

часть в (|.l). В рсsульtaте ра9r!ожения по Фориуле Тсй-

лора иiiееra

, иа систсl.l (!.2) lвсеь
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;{ i
t -.-

-ч)' 2(T._.,*)r
hЕ

.t
+ +

il

+ (х

-,

-ol'Jto'co,*- i[-1
(х.*r-ч)'

ht
+t-1

* 
2(-*rr-v)е - (x.*r-TlrJ ,оl(y)ёт}.

Преобразуя правуо часть равенства, находиr.{

G = i:I i*r'r"l{x*_'* 
th)&r +t

1

I
о

Ф(т)tТ11хt+1- тh)ёт 
J ,+

где ф(т) = -т'(1- t)' 0Tcroдa

l frrt s #ш r"'ш. .

ШЦ'tt - 1/Ц lt], иЕ (1.5) получаей требуе-Учитшвая, что

мuй ре.зультат.

Покахеm, что полученная оценка неулуч!цаема. Пусть

= 4ы . Расснотрим Функцию t(X) , у которой

ý=

50



fvi(-) о
1 1 еСЛИ

.-1 , если

-с [а-ffЬrа+fr'ъ],
хс [а+frh,ьfiъ].

11.6)

Продолrив эту Функцир на всо числоэуD ось с периодом

(Ь-а) , получи!l периодичеGкуD ФункциD t(x) С Т! . Из

(1.4) иrrееrr

аa-r,
8=Чт'G, (t.7)

где [5]

Ц' = оrэо(4r{,..., {),

"Т = {.i-r + o|o!-r. t = 1!,..., Ш1

оШ="r/(1-q), 1-7.3,

"r= 
L/(or- о.), 8t - -а.| ,

0r = 3 - 2{Тс с. - V шr.

Из (1.7) вuчислим погрGlцность в точке Io :

Bo(tT) = Ё' "IG. =

(l .8)

(l .9)

(1.10)

(1 .1 l )

= + J., I i +n'r'f'|(x._'+ зh)ёт +

+ i .|оtr)t" |(Il+r- 
"olur].о
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Учвтrвая (1.6) и gнакоllосlоrнGтaо пqдr.фтеrрaлDнl|х Функцrй

{Оtп), получ.сй

i
ý д_
l=t lBo(tT) = * Jntrlu"

о

a}ь
J ф(т)сt аш

t IЫ_r
Е

д=П+ r

Ш-fi-l
+Е

t=ш ]l
{, l

о

,ли a Gилу с!ойст! (1.8)-(1.1l) эr€lснтоr ,..Tpllц \,

во(ш) = #_ t o.12)

.д. fu >О, 1= ОС{)+О прl Ш оо . Отсша ,сфо,

что поrryчснн!, оцaфк8,!ляетс, ас}ll{,lтотlчсскr точной и ее нелt-

!я улу.rrть од}оaреr.aн}iо для всэх l[. lЪнна докавана.
ТЕОРЕЦ l. Дслч 8(Х) uхперполuраеп (Ьа)-zе-

рuоОччесrур бgнrцuр f(l)C П:[аrD] , mо lд4ерп дес-
по Евулуцщаецае оценхu

|B(x) _t(r)t s 19(t)lbcltт|b, tc [оJ] )

*(,) 1х)_ ,(,) 1-) ц 5 Е'ь.-'FТ. Ш., F о Д,2 ,J " 
'"'

2ое

r, = п9('){t)Ц ,

l (t) . чl(1rад)/ rццо . u , t(l-t) ,

э Б*ffi |

Ео
бц.720 2l бо 720

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. 3апшЕr тоIдест!о

tt Ек

52
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п(х) 
= 

g(х) -t(х)=[в(х)-п(х) ]+[B(x)-t(x) ], (1.1ц)

где В(-) - эрriитов сплайн пятой степени класса Ot . Поrо-

чечнче оценки величинu lE(r)-f(r)l и всех ее проиэводнцх

приведенч в работе [4].
Имеем

lý(x)-E(x) l ý +"'n1хll[!-f'i l .

Далее, согласно [4], lE(T)-t(x)1 S hбчЭ/7zо. Поэтому,

учитчвая лемму 1, иэ (t.4) получаеr.r

ln(-)lý l;(Ъ)F'lF"']l., 11.15)

,д. p(t) = ul(143[r) ttЦ\о.
С другой сторонц, рассиатривая равенство (I i4) на перио-

дической Функции из (1.6), с учето!t (1.12) пол}мбgд дlд ! l

'Io+ tb :

B(x).E,u.[* - .u]- Ч* - 9(t)ъ6- ъ(t),
где q(t) > О, fo(t) = О(ф , откуда следует неулучшае-

1.locтb оценки (1 . 15) для лпбого t€ [ 0, t ] .

диФференцируя (l .l q) , получаеrq

|в'(х) l ý } [ц(l-t) |2-5ь| +

+ ut |3_5tl J уlш*-t'i l * 1н' (x)-t' (-) l .

0тсода, учитuвая оценки для

t € [0, 2/5] имееrr
|н'(х)- f|(x)| иэ [4J, при

|в'(х) l f lg,(t) lъu|F''ll. g
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s |19l(t)Ць'рv'ь = к.ьuшО'ш. .

Накс"н),й tg'(t)| яосr"r.ется прr Ёt' - <l - ffiП.
Ан8логично, прlr tC[2/5, l/2l наrфrr

|в'(х) 1s t# + r.(t)

,[#t",[i]
ь'lFv|ш. 

'
5 Enb']pv l 

ц.

гАс

Er(t) =
ul(1_2t)

72о

+

о

!) .

2l0

+ T:(1_t) t[(1€t)(1+8t)Tr+ ft(3t_2) ]/ ]60 .

Еr= [(зt_1) (5t+1)+(b1) Ф! y(lzt
н€Jrлуч]5ёaФсть пол!aч€нной оценки доха!чaается тах le, хах

a случalе l- 0.

диФоерaнцируя (|.lq) дaцдr и учrтrll8, поточaчнчэ оц9фки

из [ 4 ] мя эрrитоluх сплaйноt , получaей слaдlrциa оцaнхи мя
arорой пройtaодноi

lR'(s) l g 19"(t) 1ь'цзYr 1l" s 9п(о)ьОрТlц. =

= rДFТ'll.. tc [o,to], to, (4,-1la)[o,

|п'(х) | s (1or-1) + E!(t) ]о' tro',l_)

< к.ь'шtv'll., tc [tortr3l tr= (6-16)До.

гАе

5\



K,(t) = 
u(-t:fu) + т:(1-t)[еь(st-rз)т. -з l20

- 5(1- 8t+lotl)]/lBo ,

тr= [зt(з-st)-(r-t)VЕТ4-5tiУtбt(1-2t) ],
te [to ,tr], tr = (з_rЕ)/6 l

Kr(t) = - u(l-:sr) * э|tlоtr-t)(st-z)э, +
' 120

+ 5(з-l2t+lоtд))/ftо о

эо . [з(l-t) (z_Bb)-trffiГl/[6(1_t) (1_2t) ] ,

tc [tr,trЗ ,

lno(x)ls |p'(t)lh'|F"'ll_ . E.hnlF''ll. ,

tc [t, ,L/27.

Теорема доказана. 3аметим, что при вчполнении условий тео-

ремч l, анаJlогичнчи обраэоtl, ио[но получить оценки (t.'l3) для
а - 3,\,5 с постояннчl4и К! - 1/ЦО, Еl = 11|6О, 'F, =

- Z/3. Эти постояннuе 9начительн(, меньц!е известных [3], но они

не являDтся точнul,,lи. Асиlптотически точнче оценки для ! -
- 3,4,5 будут установленн в ý3.

ý2. Алгоритl.i получения асиптотически точнчх

поточенньaх оценок приблихения периодических функций

кпасса Ё', k= 1,2,...,5

В данноrr параграФе описчвается алгоритlr,t вuчисления значе -

ний Crrr(t) при лвбш , t€ [0,1] в оценках вида
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ls(,)(x)_l(,) (s) l ý cr,,(t)
l (r+r)

llo l (2. r)шr

rде I = :.+ th, 1=Or1 l...r Ш-1; f(r)c r|+1 .
Из этих оцснок ..rогут бrть найденI асиштотичаскй тоaнs

оценки в Hopiac !a,

р(')1*1_з(") 1х) ||. s с.,о # p(,*r)

ts = о,1 ,...,5; r = о,1 ....}1

,

I

а
-20
l20

-360

'.80

-6
0

l0
0

-600
lцц0

l!

I
0

-20
-! 20
8ц0

-lt 40

0
t
8

lб
-528

|320

lt. О,1 l....ý; з - Оr1 ,... rts,

где С в Dдr С (t).lra tc[o,r] lll-
Ilлi получения оценок (2.1) 8апи]еra l!!естнuc соотнqдения

[3l, сэязuэащrе значени, сплайна 8(r) " aaо произ!однuх !
у9лaх сеrки со 8х!чениiraи инrсрлолируеrФй Фунl(цrи и сс произ -
водной.

,!л.оr"(') 
tr.tr_rl = r|"tГ'ъrf l+r_t +

+ br-{rrtl+r_r) , З= Оr1 ,...1 5.
гАе

["r,] .
0
0
0
0

|20
-ll80

0
0
0
0

-2\
l20

l

00
|-6

-80
36 168
-96 -792

|20 lз20

[Ё,r] -

Уl.но*оя эти ураtнехи, соот!еrсraефно на

56
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...15, r. аатаa сшадlaа, rx, полlaчаgх

t8ь
J=o

(о)в(: + tл)
,+l l+J-l

,
Е(ь

(t)
(t)
(t)
(t)

r(t)

- 
,!оОr.r(О)'(-..r-

1"r(t)'..1_r* Ё1*., (t )l+J- 1 ,

i = Or1 l...r П-li

<2.2'

(2.3)

где
ъr
ъt
Ь,
br

= (1-t)0(1+4t).
= - 6+ 2ott-2ýt'+12t5 ,

= b.(l_t) , bo(t) = Dr(l-t);
о t(l-t) r 

,

= t(l-t)(-6- бt+22tt-цt') ,

= _Бr(l_t), fr.tt) = _Бntr-a.
Ё.ttl
fir{t)

B(xr+l_r+ tЛ) о 8(х..r_r+ th)-t(x..,_.,+ th) l

Введеи обознrчениr

о(:.+Ш)
,.8[ъ

,*., 
(t)r.*5-r. Бr* i|fi

l+ J-l ]_,во

,+th) .

t(-)e r}+r, ts - t,

!

.3oO"n
,о1"(,) 1: t+r-,l = р(')1х.+tъ). tSk,

l'|лl a хaтричнох a.др ф(') . о('), в = о,1,...,k,где
- циркулпнtнa, l..трrцa, аaдaaaarа, OоD}tулой (|.3),il
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з(") = ф')t-о*rо) ,.. . , d") (1_r+tb) ]В ,

р( ") - 1э( 
r) 1-o*tb) , . . . , о( ") (ъ_r+th) ]Е .

0тсода

")
d_( оо(qт ") , r = О11 j..., L, <2.4)R

ý

где Ц' = С:.rС(а}rа|r..., {) , элеriентч которого опре-

деляотся Фор}rулаllи (t.8)-(1.I|). Введем величинь. { при 1-
- 0;Ш+1; Ш+2, определяе}rче такхе (ррtiулой (1.8).Тогда лег-

ко докаэчвается следуоlцие свойства

{_r*r, 1 = Оr11".1ý+21

ф. = 1.
"ýt
а} }

(2.5)

Соотношение (2.4) используется в дальнейшем для вuвода

всех оценок.

uнперполuраеп (ъ-а) -ne-
]с -- 

',

где .

ТЕОРЕнА Z. Луепо S(x)

2r...r5.ТоеOа uJqеюп леспо неалучааедае в кахOой поч-
ке * = *l + th, tc [o,z], t = 0,7,..,, N-1 , асuл-
ппопuцескuе оценкu

ls(")(x)- t(")(x)|s cts,,(t) Yш l,*,ll_,

k = 1l21...95i r = оJr..., ts,

рuоОччесrcую фчнкцuю r(х) е tT}+1[a rbJ ,

c.,,(t)= iru!,)(t,T)l u, -'}in[,){r-r,r)laT +

оо
0t

1-',, !.rо1") (t,T) |ат +

о

+

1
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Gо(trз) = arqr(trT) + qr(trt),
Ql(t, т) = 9r(t ,r)/чr+ Ф!(trт) + фr(trт)оlr,

фl(t,т) = (_1)r+t[b.,(t)T! - tfr.,{t)*-'1 ,

ф2(t,т) = (-1)r+r[br(t)(1+T)t- tБrtt)(1+т)}-1+

+ b.(t)Tt -BБ.tt)Tr-1- (1rc-t)r],

Фr(t,т) = bo(t) (1_т)l * ъБ"{t) (1_T)b-t-(t-) L 
,

Ъr(t), frrКrt , J = 7,2,з,4; ot и 0t заоа'пся

il:}
Hari доста -

(xt + tb)

формулалu (2.3), (1,10) u (1.11).
ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. В силу периодичности

тОЧнО pacctttoтpeтb однУ иЗ ВеличиН

Имеем

где

ш
Е

J=1
d'){-o* th) = ф(')(хr_.+ tb) .

разложи1,1 эначения f a*r_r, f i,*r=, n f (:i+э-r+ tb) ,

входяшие в вырахения для D(Xr+ th) , по Форiiуле Тейлора в

точке I = I,+th с остаточны1.1 члено}i в интегральной tDopMe.
!

После тождественных преобразований и приведения подобнчх, на-

ХОДиl"t

(2.7,

(2. 8)D(x.+th) = 1 d
' ,=.' ,,(t) ,

dtJ(t) = # ti*r,-,"1 
1(r+r)(-.*r-,* аh)dт+
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t

t

Чт.r,r, J=l3Ёi 1=1r2r...r П.

,

Тr{t r")з("') {Iза,5_r+ Th)<lj :l

Ф.' (t,t)= (_1)r+r [br(t) *_ rfrr{t).*-'1,

Ф.(t rт)= (-.1)t+'[br(t) (1+т)Ь+ br(t)Tl -
- rЧ(t)(r+dr-'_ rЁr{t)T,-n_ (1+гt)L],

Фr(t,d= [br(t)(1-t)r+ Bfr"tt){r_"1.-'_ (t<)L],

Trtt,d= (-1)r+'ФO_J(l_t,1-). J . 1r2rз,

п9Iчеr. в с,1лу перrqдичноGти t(X) иr€a}l

d=tJ

с[;) ttl=

(2.9)

Лаг.<о про.еряотся следуци€ свойстэа оу,r(цхй Фr(trt)
. T.(t ,t ),

ФJ(t,т)= Er(t, т Ъ{-1)'*rъr(о) (t-t)r, J= 1,2,3, (2.ro)

o!'){t,t)= ff!"){t,t). т=о,1 ,..., 4. (2.1l)

этй свойст!а по!!олrот д.tO!ерGнцхро.ать (2.8) по t :

(- tb) ,)(t),р(")

гАс

,
=Е

,=
а(
lt+t

oj")tt,.) f('+r) {:.*r_.+ть)ёт +
l

Е: п
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Подставии вuражение для

ffj")tr, T)f,(r+r){-.*r_r**ru. 
} 

.

n('){x.+ tъ)

+

1

Jt

для {
и явнче вчраr(ения

в (2.7). Дмее, проводя преобразования с учето}i

свойств (Z .9) , Q ,l 0) , (2 .5) , получаеr.{

{о){-о*rо) = 
o-;i't 

jэI''(t,Tlt(r+1) (хо+тh)ат *

1

J"l"'(t,т)t(ь+'){1_**"ъ)d" }, Q.12,

где

po(t,T) = a{Qr(trT)* фrttrт)+ qr(trT) ,

ýo{t,T) = o}Q{t,T)* фr{t,т)* [',(t,T) ,

pr(t,T)= фr(a,r).rД + {е.(trт)ш| ,

Qr(trTr- Фr(toт),/Фl+фr(trт)+Фr(trт)оr, 1= 1129

ýrtr,")= Tr{rr.)/.r*Tr{t rT)*fir(t,T)olr, 1= 1,2,

ld"){*o* tb) 1 r cn,,(tT;t)

- i {')(r,r)r('*')(-о* тh)dт +

t

ш
+8

t=l

т{тс" , ]. = 1,2, 3аАаотся Фор},rулой (t.9). 0тсода после приие-

нения неравенства Гельдера имеем

hk-г+1
к!
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с, ,r(ш;t) = 1гj") {t,r) 1а. *

fде

ден Функции

1Э[') {",r) 1а, *

1

п

m-r
+Е

l

JP['){.,"l1u, , (2.13)
о

Преобраgуей вчра!х.ние м, Cr rr(r;t) . Ия этого !!е-

Go(t,T)= arQ.t (t.T) + Фr(t,t),

Eot..")= .rýr{t,T) * Tr{trt),

G.(t,t)= arQr(t,T)o|, t = 1r2 ,... r п-:L i

Gп,r(t,т)= фrltr")о|, 1= 1r2r... r lt-li
rдс al опредслястся Форвулой (l .l0). Иa с!ойGтв (r.9)-
(1.1l), (2.5), (2.1l) нетрудно получитD

do{t,T) - (_1)b+lco(1_t,1-) ,

ф: = "14-,,
Qt(trт) = (_l)l+rQr(l'-t,1*) .

С учетои этrх раaснстa прсобразусta подувrегрalлLнче !чрalени,
g (2.'l3) к .}rду

Po(t,t) = co(t,r) + со,"(tл) +

+ (-1)r+rcrл(l-t,l-), Tc[o.t],
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fro{t,T) = (-1)t+'oo (l-trl-.t) + Gш,ш(t,т) +

+ (-1)r+rGп,ш(l-t,1-), tc [t,1] ,

pt(t,T ) = чr,.(t,т)+(-1)}+rGN,![_r(l-t,1-),
1 = 1,2l..., t{-1 , т€ [о,1].

оlGода ихее,. Ct, o(l;t) = Е. ,r(rT;t) * \(t) , '.о.

d.,,(rT;t)= iFI') t",rl lu, *'J'in!'''r-",r' lo, *
оо

ш
+Е

l=t
tсý;]tr,,l1un* JBý'}tr-r,,l р,]

l

J
о

1uý,){r,r) ld"*'J'iG(J (1-t,T) ]аt +

,|

о

,]

и, 9начит,

ýr tl= ý
!=l

величина

ýr,.(r), Бu,.{t) = ot.T/

ýnс
Ь,.{,) =о

!) .

t) поiвилась в резульlате перехода оl ю-

ýnttl;О.отяетиmтакIG,что {{t) -О no, ý.оо.
УчитU!а, вьlрэrgни, длr Функц}rй Gш ,a нстпчдно покаааrь,

что drrr{П;t) r.опно преоб9азовать к виду

а* r,(ш;t) = с",o(t) ,

где

д!/ля cyr.r.u к cytaie нояулqЙ, поэrо1,1у

1-"..

о0

I i'..,.1"'","l 1а" * Jl".,el') 
(r-t,T) Fт]

о, ,r(t) =

0t
+

t,J



кrr.| о69аrов получасri CooTнoraxrr|

,. е. Функции Сa ,'

ýэ ct ,,(ш;t) = сr,,(t)

(tT; t) .э carrorr делэ от t{ не завrGят.Та-

сь ,r(ш;t) 5 cr ,r(t)

поточечно)l оцaнкс

, ЧТО ПРИaОДИТ К ОКОllчаТСЛьiОЙ

,1], и знаки у ,lrx со!падaDт, то

с тgriи хе To,{xaxra перgriсн 9фака

t = 1r2 ... . , tr

ldn){*o*tb) l s cl,,(t) Ь(Тi')шз(.tr) 
ш. .

lloкaxara, что получснная оцaнка rвлiется аGиrrптотичlв€ки

rqчной. Длi 9rого рассr.отрин Форi{улу (2.r2). Если a ней ФункF

ции эо(t.т) l О,
Pl(t,r)l о, t€ [о

tс [o,t], ýo{t,-) lo, !€ [t,1],

докаlатсльстaо точности оц€нки пrloaодится аваrюгично, кtк a

лсriне l.
Рассl"lотри тсперь случай, когАа поIннтегральнýе Фувкqии а

(2.12) инсот корни. Пусть Ш . 4fi " torroC [Ort],
ýo.rлС [trr], tl,..G [Оr1] , корви cJTBeTcTle,-

но оун-кции ро(tл). ýott"r) и рt(trз) , 1 =

. Lo2r...o IT-l i kо,ЁоrЕt - yK.gIBaoT но*ра корней б со-
отвстствуших отрg8ках ифтgrрировавия. Долустии, что знаки

Ф),нкций Po(trт) , tc [o,To rrJ и Pr(trт),
ТС [To_rr.rlJ , rде Д укаэu!ает но1,1ёр последнего корня

Pr(t;;r'-, протrвополоIвu. На отрезке lar+ffЬ] построиrrl

Функцио Е(Х), у котороЛ ]E(-)l =1 , "".*" 
со!падарt со

энакаiи Функций Po(trT), Fo(trT) l. Pa(trT) ! соответ -
сlaуlоцих оtрезхах ифтегрирования. ]lgqдолrмra полученнуо Функцио

г(х) на ["+ffЪ,е+zffь]
Torro ' ?о.Ео ' Tlrlt '
се !нак на протl.aополопнufi. дналогraчно построrr. Г(-) на

tBaKoH напродоrl{l.н сс с противополош$a

]. ToKr+r образоrr ооGrроэна оункцйi т;l

бll



[arbJ , для которой вчполненч все условия сJдествования [6,
с. 16] периодической функции t(X)C Ё' " периодо}i (ьа)
у которой 

'(r+l)1х) 
= r(-), -с [аrЬ].

В тои случае, когда Енаки 9ункций Po(t rT ),
т€ [О rто ,.l] и Pr(t rT), Tc[Tu_r r. rlJ , "оiп"д"оr,
аналогично .{оilно построить периодическур Функцио t(X.l С

С ri*' на отрезке [ar,To ,r rbTo ,rJ
Вычисляя погрешность в точке Хо + th на построенной

Функции t(x) с }л.lето}l 9наков подь.нтегральнчх Функций в

<2.12) и свойств элейентов ý' , MoifrHo получить

ld'){-o* th)l= Чr[о.,,(ш;t)- sш(t)] ,

гяе ý*(t)> 01 бш(t) - O(q), откуда следует асиrоtтоти -

чески точная оценка

|п(') (xo+til)|ý 
*l{')(хо+tъ) lo сr,,(r) # .

Теорема доказана.
СЛЕДСТВИЕ. Прu ваполнеfluu условuй пеорела 2, спра-

ееOлuва слеOуюцuе асчлппопuческц почrruе оценхu

*(') 1-)-f (') 1-)ц. = .. ,, Yшt(*,)lt. ,

э=Or1 1...1 51
еOе

ý3. дсишtтотически точнце оценки погрец!ности

приблихения произвqднчх периодических Функций t(x) с П!
В этоtt параграФе на основе описанного в ý2 алгоритl,tа .rlч

получи!l асинптотически точнUе оценки приблиrения 1ъ,й про-

изводной ( 8 - 3,Ц,5) Функции t(x)c П|. Сначала приве-

Сr,, О 
teffirlc.,r(t)
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деri вспо,.{огательныи реэультат о свойствах Функций Go(t
Соr,

,т),
(t) ,Go(1_trT), a{Ql(trт), alQr(l-trт) и

определенных в ý2

ЛЕММА 2. Пуспо 0ля неrcопрр.оео

€ ic,J,...,5 j фунtсцuч e[")tzrT)

"rQl" Рrт) l т€ [Orr] , прu z=

tc[or1] u t€
1 т€ [orz],
t u Z= L-t u!пе-

,эп ,ёuнаlсоэай знаtс u эцакопоспояпна. ТоеOа llJ4eeп це-
спо слеOgrлцее равенсцво

cr,r(t) = lzo 1n(")(t) l,
аОр- o(t) зJОаеmся форtцvлой (]. r5).

ДOКАЗДТЕЛЬСТ.В0. Непосредственнн,{и вычисления}rи легко уста-
новить, что

1

о
J со tt,.)a" *

1

Jtt-)5ёT +

t

ar 0t 1

jltr{*," )+Qr(l-t, с ) ]ат = 120 9(t) .
1-',, 0

l'i;;"1.tr',";;i":","" 
ле},!|ы, получае!"t c5,,(t)

Отметиr.r, что для любого te [OrtJ подuнтегральнuе Функ-

ции Go(zrt) е о, т€ [o,t] , , arQr(zrT) u о ,

т€ [Оr1], Z=t п z=t,t. Такиtr образом выполняотся

условия леr.l}rы 2 и значит подтвершдается результат (1.1.]) иэ тео-

per.tu l

тЕорЕмА з. Еr:лц s(x) uнперполuр,уеm (Ъ_а) -перuо-
)ччссtj,,, lgнкцur, t(x) е Ш! LаrЪ1 ,по lt!,1е,оп леспо сле-
Э у r1,,rц ц ?i,:lt!4пп оп,4ч ?- с rц по ч нd е оце н кu

шs(")(х)-t(,)(х)ll s кrh6-'шfv'ш., r = з,4,5,
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?ае

з

,лЕ

l20

|с]' (z.т) | s

(t

l+2|Т
30

+

6

2
вкili л

tl l

Г{in о

дOкдздтЕльстВ0. в!rиу си!а}r€тDr9 поточечнчх оценок (2.6)

относительно t - l|2 рассют9и.,. случ.й tC [0,1/2]. лреоб-

9.зуеr. Фунхц}р Q.t (t,т) * rшч

е!")ttл) = _ýl(")1t) д(lт).
0t

где д(t) = цlt(|-Л) + (6-rrй) t]. при 8
Д"'(t) ,.с""ет !нак с пrDса "a """'уa a

. ((rr-lй) - ббй)z(rооr) r 0,з768е,

Paccrroтproa снач8лa проrеrtlток
(2.6), учитrrзrя, что

- 3 Фуфхци,

точке t .

" д,,, &r-.t)
l"€няет зна|( с }.инуса на плЕс ! точке tr-t .1-tr-a .
t tfr rэ-]Т7)ч ts о.)- о,оо9з99. .ункция Ъ';' {t,r)'s о
мя.сех tC[O,r/zJ, " фТ (1-trT)So npr't€ [o,t/4],

Ф|'(t-t,т) z с , ,v G t2l5,|lz!. пс, ta t|л, 2l5|
оу"кцrя ф'.|'(1-trз1 иllеет кор.нь , r' . (2-5t)/(2-t't ).

t€ [o,tr,t].

-'ii' 
^" 

Ka)rtr*) 
|+|с{, 

(з,т) |l

ш

для !=tп Z= 1-t . шrсеr.

) (t) lд'' (t) l + ýr(t) lд"' (1-t) ] +

l-t
lol' (t,T)lcT + J

lll
l

э
+

t

J
0

(1-t,т) ]ат ,

гдa
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frn{t) = }"1.1 -ffir,r, ,

1oi 
"11-r' 

- ffiB(r),
i

Jrtr-,le.

f,r{t) .

B(t) . B(1)=\,3lT..
30о

t

J
о

Учитчвая, что ДП' (Z) " ф1' (з) дл" z=t п z=L-t не

неняDт знак при tC [Ortr rr] , получаен

ý'r{t)1l' (t)|+ ý'.ttl F' (1_t)l= 2(1€trlott +

+ эф0- z8B t'+296 t6- цоо t?+ l00tc) s .lE(t-ot) ,

l-t
lФ]'(t,т)|ёт + Jlo1 rr-rл)lат.

о

о цt(1_ яt+ ll0 tr_ 8bt0+ 7ot'- 2ot6) ý 4t.
0ткуда cr.r(t) 3fr + (',-6й)t s Е, te [ortr.rJ.

при tё [t, ^,|rL/4) Функции C['(zrT) S О' n

" rQT (zrT) S 6]'тС [Oru] , z=t , i = L-t . такиr.r

обрааоrr вчполняDтся усrювия леrош 2. Поэтону

с, ,r(t)s tzo |9"' (t)l < \Гf . tc [t, ,,зrL/47.
при t€ E/4rt!.!J Функции 0r (trт), "rQ'i'(trT) 

и

"., Ql' (1-trт)- Ъ 
"ооr""rств)шl|lих 

проиехутках интеrрирования

отрицательнч и тогда с учетон леиrоl 2 получаен
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or,r(t) , 
{- I";: 

(t,T)cT - 'F;, (1-t,T)aT -

- й[ i,.'.r'(t,T)eT 
- i.,ei, o-t,")aT]}*

1-t

.[ t*i' (1-t,T) |dт о
q

'-t
Jloi'tr-.,T);cT .
о

+

t-i

"[gi' 
C'-,,T)d,a 1

о

l-t

J о1 tr-*,T)dT +

о
- -,zof (t) +

0тсюда имеем .|-t

or,r(t) { -чо l'' (t) * зJоi'(1-t,т)ilт f
€

ý -12о 9ill (t) +
4t <€,

30

где t' - коре", ф1' (l-trT)
При tC [t, ,art/21 анали9 пошнтеrральнчх функций по-

казшвает, что они отрицательнч и не иr.еDт корней.[ействуя TaKlre

как в предýц)цен случае, и.{ее}l

or,r(t)* -12od, (t) + tux, ,r,rrо" *
о

t 'ro;'(t,T) 
|ёт + ц }rn 

l (t,T)eT ý
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l - Е2ооо| (+) + 2frr(i)^,,(*)],
что . иrоf€ прrrодrт к оцснке для lR"' (r) l .

при 8 . lr qункция д|v1l)gо, а дlТ1l_t) *"r_
ет анак с llинуса на плФG в ToilKe t. _ . (5-Й)/t0 -0.35858.
Функциr Ф|Т(t,т) : о, " q.|"(ildrT) : о при t€
С I|/5, |lZ) и Ф, t€ [0,1/5] ,..няст знак G минуса на

плрG э точкa t. (|-5t )/(1-1 t). Исхqдя }.з этих свойст.
получаеr.

cr,o(t) s 12oQlv(t)+ 2i(t)дЕ(l-t)+ 8(1_4t) g

, 4[(1+2{2] + (2-5€)t] ýЕс. t€ [о,У5];

c9,ý(t) s uo9lv(t) * d'.{t)l'"{r_t) s
sa[(-1+2rlD+ 5(a-V7)t1 <Kt, t€ [Y5,t".n1;

с, ,|(t) J lzoo|lг(t) < rr. t€ [t...i,1./2] .

откуда сJl€ду€т утlер|дение тео9еиu мl
(з,т )

лйтсоаrура

lR'v(т) l
arQ:(дrT). z = tП9rr l.5 Фtнкцr}' l]

и 8 = 1-t п9оти!опоrrоtiнt е по энаку и не rrпеот (орней. ОтсD-

да получaЕх tсrшlтотичссхи Toraнyo поточaчнуlo оценку

сr, o(t)= [(2+ ./Т)- бц- бцt+(8_tо fi )ч']/в,
rде ч = t(l_t) , Сrrедовательно, O9r5(t) SE, rr Ter.
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