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ндиrтrчlд'l 0р},|Ентдция 0рЕзt|

при 0БрА60ткЕ гrцдких пOвЕрхнOстЕп

с. н. сеriенов

в насто lей статье paccrioтpeцl HekoTopug тсорётичGские и

практические аспсктl| аaто.aаrrчесхого Фрсаероaания глаяких по-
верхносrей на станках с ЧtlУ. Этa ,eraa пол)/чила оG!€lёниa в ио-
ноrра4ии [ l ], где разобрaх случай точечного хасания ФрGач с за-
данной поaерхностьо. HU иgучаеri возноllностl более тGсного ка-

[lри Dаботе Фреаа фrcTpo враqастся аокруг с.оей оGи.Поато-

у ес raожно счита?ь тarlоь, ограниченнш. поaерх}6стLр Ерiцения,

котоDуо onrcuвiIт р€l!/ц.rе кроrки зубье!. В статьa рассr.атривa-

ется тоr|ько Tot сriучай, когдa эта поверхностt гладкаr. Перепе-

ц€ниG ФрGзс i пространстве даaт qднопарaraaтрическое сa.{еЙст!о

гл!дкl.х поaерхностей. Еслrr суцест!ует огarбаца, поверхность

этого се}€йстaа, то она и будет аuрезанной лоэерхностьо. ,llля

точносlи эrрезанllя наилучоllи яlлrется вариaнт, когда sадафная.

и эuрезанная по!ерхности касаотся, поэтоtaЁ, в [l], как и в этой

cтaтbcr рассrатрraaется только lакое движение Фрaач, когда она

каGаетс, 8аданной по!ерхrюсти (1очнее той, которая oTcTotT от

нёе на припуск). 8ообraэ го!орr, ореэа касастся ааданной по9aрх-

ности одной точкой. При д!шrени}l ФрезI этa точха luчерчиtает

кDивуD, 9доrrь которой погреl!юстr будет нулеэой, Некотораi ок-

рестность этой криaой даеr полоGу с удоaлеr9орительной точ -
ностьо. несколько пDоходоа Фре3t. доJr,кньa Ha(ptlтb такиr.ll полоса-
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,4r задэнн!rо поaGрх}rоGть. 8 тахов rспaктa aадaча рассr.атривiiaт-

ся в [l].
Настояqаi cтaтl, родилaсь a результaте рсrсtrrя аадачr о

шDaаании лентоlaaдной лоaaрхносtи (одфа сторонa лопaткt насо -
сa) одни.. пDоходо}. Фр€Ф.. Тако€ ог9анrченlе пороtдaет oco6Ue

трсбоэgняя к точюсти.

,lИi того, чтобu Фр€за коснул€сь задаfiной поaсрхностr в ta-
д€ф}юй точ.(р, достатоr.но в€рDироaать три парапстра, напри}rэр,

lтrrroвeнt4e з просtравст!е Фlкс}aро3анвой то.aкr оси ФDсзU при нс-

иаaaенноr. поло|(енlr. осr. 3десь l{l под !sрьироaаниеr. понипаеli

,олько плавнос из!aанение.

На поaaрхности фрс!r a к!!rдоr,r ее поло ениr Molнo lrцелrть
кDивуD, в точках которой она кбсастсi вUрarаrl}.ой поaaрхностr,

0днопа9аriетрическое сal.сйстaо этих криtIх обр!aует aupa3rнHyo

aюээохностý, Поэтоr{у точвость прlблrl(ени, оatЁеделrется тесно -
тоi касаниi отих крrввх и rаданноfi поaсрхностr. в этой стаrье
auделенr условх,, при Koтoпlx rФшо поворото}. фреrU aокруг о6-

цей ворхал, к поlэрх|.кюти ореа9 и заданно.l (оrg qдlн aаDьиру€-

кrй параr€тр) Митьсi, чтобrl это касание бtrло трgтьсго поDrд-

кa. Jlocкorlbкy лростоa к8санис - aтоDого поDrдка, rопно в TaKora

слJa,rа€ с!цсст!aнно lUrгратl ! ,очносll..
Еслr ar6}rpaтb точ(у racaн}l, на поlaрхност]. Фрз!r Gля по-

всрхностх aраtснхя это cqc qдrн заDьируGlшй пaрar€тр),то a.rolr-

но paraTb доrtолнитслDнуa !адачу, налрr|ер, хогда бокоaaя часrь

ФрзаI ýpaaagт поaсрхность лqrатки, з!гругленнrй ,конец орэtD
эraреtaет aтул(у r,lопaточного колёсa.

Гrвaнa' аaдача стаrDи - нalхо[дение нaилуч]его !8аlll.l{ого

полопaнr, Фрсrrl r аaд!нной поозрхнос?и, еслl. данal ,о.lкl., кото-
pt|r..l онх сqlрикaсaп?ся.

Статья parбraтa нa пrтl чaстей. В п€9вой части опtс8н с,по-

соб аaданrl, ltopl.u Фоеgч. 8о .тоооЙ при!одrтс, нсобхqдиrs свс-

денr, t8 дlOФеренцl.aль}.ой rеоiстDии. i т9rтьеl обосноartаетс,
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riaтод опредaления о.!тrяaльюй о9l€нтaции Фре9ý. В чaтaсатой до-
ка38aаетсЯ Tcope}r€, устанаaлr|!аOElя отноilениG этого кетодa к

задаче о касаltии по!срхl.ссти одноврa.aенно трех крrвь.х. В пятой
ДаDтсl l{скоторlG пр€ктичсские рGковеlцaцrи по испольЕо!аниD rre-
тода, с!я3aвнlc с rlнтерполяцlей дискретно ЕаДаНнUх Ф)aнкциЙ, а
TaKre обсlalдаaтся 7руднос"и, !озllrк8пlие при сго практическоi
п9иrенaниr.

l. В дальнейшеа поА Фреaой буАсra пофиr.ать нс ее с€raу,э,е-

'Kl, ог9анхченное по!ерхностьо, образьt€нной !рallснием вв!хуцих
кроr.tок ее зубьэв.

РабочуD повсрхностq Фрезr r.orнo рaз6rть на д!G частиi то-
роидальнчй консц и бокоэуо сторону. В этой GтатьG ,.t| буден

считать, что оре!еро!ание иде, бокоaой стороной уминснфоi oDe-
зI (конической, цилиндричес(ой и пр.)l хотs теоретически о6-

суtlдаеrauй raстод пр}rгоден , в случае, когда поэсрхностD Фре9еру-

ется тороцдаль ной частьD oDсэt|.

Н!r6олсa GcrecllaнHblr{ KareTc, эадаэать ooDxy бокоaой сто -
ронý ФDеаal gаaисlraостьо радиуса попQр€чного сечени, от точки

на осli Фрa3u, черэ9 KoTopyD проходит сGl(!ца, плоскость. 0днака,

HU при.{ей другой способ, нссколько упрФlaпqий урэвнения. Пусть

дaна полоrrrельная Функция В нсотрицательюго rргу..iента. 0сь

Фрезч - это луч ! просrрaнстaе. llrr, каlдой сго то.ки строик сФе-

ру с центроr. в этой ,очкa paдllyca R(l) , где i - расстоя ,
нх€ до agp]rнr лучs. 0гибашlая поaерхносrь получивлеaося секей-

ства сФср и будGl поверх}юстьD Фрезч. вев!ину луча будсri на9u -

зать концоr оD€8r.

[lолохение ФDезьl аадано, ссли данU координаru ее конца (три

паоаl.етра) и наtlраaление ocr (д.а парбветра).

2. пр99€деra нaкото9r€ сaaАониi иэ АиlDФэрснqr!льной rео aт-

рии (болсе пqАробно св. [2l).
Пусть i. (I'J'rt'} - KooDдll'a'b. точки в п_ростоав-

стве, пове9хность задается параиетDичеGки: Ir = пl(trв) ,

lц



хе = Еа(t rз)

-( п

нооraали, ось

Ir= (Еaa,

эr

гl t, , Е2,i.
яl<оби

E'(tra) , rдс Функции Er
дэ9шr неп9ерt!но д..оФ€9енцrруёr.tt. 06означrr

. t ПrrВ'rЕ') . ЛDедполагаетсr, чrо рафг r..трrчr
9той aектор -Фунхциr patcH дaуr..

Симlомrи t.,.) и (. , ) будеrr обоlнэчать соотэетст -
вaнно скалярное и aaklopнolg прои3aедения.

вехтоса i](t л) ,. i{t ,.) (бук!а !ниrу обозн.-
чаеl частнlaо прои3aоднуD) 9адаDт кaсательн)aD плoскость, кото-

руо l.to Ho тaюIе аада!aть единrчной нор..aльD к поаерrюст" fi -
)/ll (

Проведем чер€Е ноtп.€Jrь плоскость.. Кри!ая, яaляпцэяся пе-

ресечениец по!ерхностt l этой плоскост, назUв!етс, норr.aльнь|н

сечениен. Введеrr на плоскости ,rокiцьнуо систсху кооряинат: на-
чало - в расснатриaaаaой точкс по9е9хфости, ось 0У - эдоль

)ll.

- tдоль к8сательноl к норr.алlноt{у сGчен)rо.

[|ycтb ноgliальное сечение ! этой clcтerae коо!яи}aат 9ап€етс,

ур.tнениё.. р' . t(r) величlна tr(O) н.зrЕ.етса нор-

вальной к9иэrаной э напр!влснии, 3aдaваеl.о лrнией пео€сеч€н.aя

нор.aaльной и касaтсльной пtюскостaй.

06означrц ! .
Ф, I=

, ),
,

п

'зJ=
),о= ),

НоDriальная кDraиаl{а ! напра!лении, опрGдблrеa.оп !екторон

{ * е i., да.тс, Фор,улой

l. !с' R+'
tct + 2ГсР + СР'

В l(асательной плоскостr ссть два напра!лениr, ортогональ-

нUх дрl/г другу, в котошх ю9llальна, Kpl.argнa аостигает iакси,
rвльноlо и хинrraаль|{ого 3фачефlй, Эtи напраэлени, назчэаD?ся

глaaнчrх, а соотaетстalrцra llоDхальнвa криlх8|.ll - глalнtr.и к9х-

!иэнаrar. Гла8нЕ хрraraнч 
'!лrDrс, ЕЕцLеиияili кtадратного урав,

нени,
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(ш-r')ь8 _(п+сл _zгDt + (тl_r8) . о.
Jлаэнrc напр..лGни, |аАsтGr aеiторанr 5a . Сaia *

* 9Д, гдG Сa,Рд - рG.lсние лrнGйной систэ}g

(тяl.в)с. + (I*.t)p, . о.

.tЪ,+(r*.с)9..о.
8оо&lC говор,, доста?очно одюпо }.r отих дaliх уо!a}rэнrй, тах
ка( систartа auроlдaнная.

Норrальная кrlиarзна a хапоaaлэнrllr состаэлrшр" с Т.
уrол 9 , зrчrслiGтсi по Фор}.!rле Эйлерэ

Е = trcola9 1L.rlB'9 .

3. Рассмотрll aопрос о Tor., iaK доruша двrгат)ся Ф9aаа r

чtобu Фlр€зaннa, по!срхЁосrr фаилучtхrr обрэgоri прlблиrала lэ -
даннур. JlоrDra}l].a 0ре!ьl будеr ,ад!aaт5 TPa..i дскaртоaц.rr хоор-

динаrахи ее l(онцa й трсхя дGкартоllr.ll коо9дlнатaви единrчнога

.aктора, наlраaлефного aдоль осr. Фрэ!I от конiа х обойraё, !
хоторой офа крел}rtсr. Ра9уне€тсr, дr|, tадrни, наlрa!ленli оси

Фрaru достаточно дзух параl{ётроa, и ч.lсло степеней сэободu

Фрезrl раaно пrтr.
llycтb нa gaдэнной поlGрхноGти alбрaфa кaкая-л}rбо кривая

и Фсаса прr caoG дarlrенrri поGтоrнно касaaтс, 9аданной hоtерх-

ноGrи ! точк8х этой кризой. BrpGaaHHa, поraрхность буд€т ка-

caTbci заданюй l точках !rбранвой крr!ой. Еслl по9срх}юсти

пaранGтрr!уэтс, дtаrдrr непDсо.laю дrlФОG9cнцrру€хrr.и Функц}r, -

rra, то рaсстоянl! от тоrки Д ааАанноl поagDхно€ти до вuр€ -
занной будст aслrчl|ной

л до .rбо.нной крraой.

Прсдполdр., чrо noaepxllocтl иaеет гл8дкость третьсго па-

Dядкa l. аадaдr,aся rопросоil, какоaо дoJtra}ao бtlть полопенхе Орс-

Е9, что69 точноGlь бш. .€лrчиной О(а') , и когда это !оаб-

цa toaнolнo.

о(dа), гдэ ё - расстояние от
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Проведем общую нормаль к заданной поверхности и поверхно-

сти Фрезы в точке их касания. В касательной плоскости проведе}i

через точку касания пряl"tуlо в каком-нибудь направлении. На пло-

скости, проходпцей чере3 эту пряr.lуо и норl"tаль введем локаль -

нуо систему координат, как в п. 2. Пусть нор}iальные сечения

трех поверхностейl заданной, Фрезы и вырезанной задаются сост-
ветственноуравнения,..lи у= 6(х), у= f(x), у= h(x).
0чавидно f(O) = g(О) = h(o) = f '(о) = g'(o) -
= h'(о) = о для определенности будеr.r считать, что нор.чlаль

направлена от эаданной поверхности к фрезе.

ПРеДПОЛОlrим, irTo в l.лалой окрестности вчбранной кривой точ_

ки Фрезы лежат не ни,(е эаданной поверхности с точностьо О (d.')
(верх там, куда направлена нор,.лаль). Иначе говоря, gП{О) S
S f"(O) независи1.1о от направления в касательной плоскости.

Тогда rочки вырезанной поверхности также находятся не них(е

заданной поsерхности с точностьо О(а') . Так как лобая

точка Фрезы лежит не них(е вырезанной поверхности, иr.rекrт место

t{epa.e'c'Ba g(x) + O(xl) S h(х) S f,(x) .

Пусть для лобой точки выбранной кривой иr4еется такое на -

правление, что для соответствуlоlцих норtlальных сечениИ 8l'(O) =

= f"{O) . Совокупность нор1.1альных сечений Фрезы в этих на-

правлениях образует поверхность, приблихапцуD заданнуо с точ -

ностьк) О(а') . (Разумеется, если углы }iешду такиlttи норtrtаль-

ны!{и сечениял,tи и вuбранной кривой не нулевые. Иначе совокуп-

ность нор.,tальных сечений не образует поверхность. ) Вырезанная

повепхность находится не выlце поверхности, образованной выде -

ленны!tи сеченияr,rи. С другой сторонч, первая не ниже эаданной с

точностьlо О(а') . Следовательно, вuрезанная поверхность

приближает заданнуо с точностьо О(d')
Теперь }tц }.toxer.l сФорr,lулировать правило: Фреза долlкна бuть

ориентирована такиl"i образо1.1, чтобы она касалась заданной по-

верхности, причем для одного направления в касательной плоско-

77



сти норr.альнче криaиgфt Фрезg и заданной поaерхности

ра9нв (эrо напDавление нG доrтiно соэпадать с напра!лением пе-

реr4ецения ФрезU), а по всех други}i направленrян инэрт иесто

нераiснстaа: fn : t' ,если Фреза распопожена с той Gто-

ронь. 3аданной пове9хности, куда напраЕлена норхаль; fn S g',
если с другой.

ПDиэедеи Фориуль. для определения положенrя Фре9rl по это}lу

правилу. Пусть 
'i 

n d, - едrни(aнуе вектора главнчх на-

правлений заданн(й поэерхности, а ft' , l, - соответст-

вуццие главiче криви9нш (Лi > rs) . Одно ..9 .лавнýх на-

лравriений поверх}lости Фре9u эсегаа напра!лено вдоль осевого се-
чения (единичнuй вектор lo ,угол неrду f.. r,l аектороrr оси

Фрезu l, острвй),другое - вдоль сечениi, ортогонального оси Фре-

эьl, Соответсrвуоltие главнче кривйан$ вuчисляотся по Фор.iулан

Pr = *в"(1 + (в')а - пR") ,

ра = тУR.

Здесь знак вчбирается по п

cтopollьl заданной по!ерхнос

Fа> О , если с другой

Ilyclb при оптихальной

нут на уrол Ш от Е.,

норr.rаль Hilx к9и9изн Фрезr и

отсчиruваеrФго о, En *

(U, > О) llлп рпс.2 (

= Е. В nepвo случaе ,=

гае | и ( находятся из усло!ий

(ч,- l ) (rд

^.,)

Dа9илу: если Фрсgа 9аслолокена с той

Ти, кУДа НаПРаaЛеНа НОРriаЛЬ, 
'О

,то рa( О.

ориентации Фрезьl aектор дi поэеD-

* Га . Тоrда граФики за.исиностей

_8аданно.i поэерхности от угла 9 ,

1, U"*, вuглrдеть как на рис. l
pi < О) . Граоrкr касаотся прl.r 9 ,
| + (, эо второк х= Е - Е,

t8aE. (вr- r.) (r.- ч.)
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вzLп
(r.- р.) (lr- рr)
(ln- г.)(в.- lr)

ts

pr

h

'ье

Рис. l

U пDивели то 9ешение, Iuli хоторого

osBs}.

\
!tЕ

9
Е

osxS *

Вообце гоаоря, с то{}юстьD до псриода инеетсl четUре раlения,
если одно и9 qrсел р.t и lда ,rеlит внутри отрезка [ra ,

лrl, а друго€ !не него; два рецЕнив, !сли кахое-либо из

чисел pl rF, совпадает с каким-либо и8 11 , la ,пDr"е"

\ l ъ "л, рa / Р"; бэсконечно l.,ного ре]ений, есл' какое-

либа из lti , Р, совпадает G какия-либо из l.| r la, пDи-

чеrr l., = lta или |Дt = Pr;
" Fа лсхат лrбо внутри отре9ка

решений нет, ccnrr оба pr

[ra, lrJ либо вне нсго.
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т

ffля тех Фрез,на которые

ориентирована статья,практи-
чески всегд" }Да лежит вне

[l. , IrJ . Поэтоlяу жела-

тельно,чтоб" Pt€ [rra,rrrJ.
Дhя конических Фрез р., =

- 0 и следовательно от за-

данной поверхности требует -
ся, чтобч ее главные кривиэ-
ны ирtели разнче знаки.

0тметим особые случаи:

если I,, = la, то для
точности величина и не име-

ет значения; если pr >

) l., , то наилучiлее 
'l,

= 0; если pr (_Ie , то

наилучщее il=+.
, Ны y)i(e отметили, что решений может быть несколько.,:Точнее,

если угол 1Л дает решение, то и углы t}t +ТЦ ,(В -.,ц"по" )

такке дарт решения. llля выбора из них привлекаDтся ,,,дополни-

тельные соображения, наприr{ер можно потребовать, чтобы угол
э}tехду I. и направлениеr"i перемецения Фрезы был возl.1оltlно бли-

т!жек т.
0бозначим через g расстояние от конца Фрезы до точки

пересечения оси Фрезы с прямой, проходящей через точку касания

ортоrонально обцей касательной плоскости Фрезы и заданной по-

верхности. Для задания 8 нухнн дополнительнuе сообраrкения

наприr.rер, при вырезании щнека - условие касания втулки шнска

концевы,.{ закругление..t Фрезu. Единичный вектор оси Фрсs5 опрс -

деляется по Фориуле

1-{ji(в)) а (ЫrcoBrt + Г.l1п ъ)

l,

9
lд1

ла

l.t2

Рис. 2

Г= п'(а)fi'+

80



а вектор из координат конца Фрезы

iо=f+П(в)t-вf,
где Х - вектор из координат точки касания.

Если значение величинu 8 не существенно, то обработку

теоретическ.и .ttoжHo вести на четырехкоординатноr,{ станке. В про-
тивном случае требуется пятикоординатный.

4. 1.1ожно взглянуть на проблему с другой точки зрения r
дать иное обоснование }1етода.

Если при cвoeм движении Фреэа постоянно касается .декото-

рой кривой, причем з:, кDивая находится вне.Фрезы;.:аа,исклрчё-

ниеr.r точки Kacaн}l;,, т(], достаточно очевидно, что та часть кри-

вой, которой Фре:]а ко(.нуласЕ-;J\:,i]ет лежать на вырезанной по-

верхности. Сколокиiл эаданных кривых }rожет касаться фреза, если

точка касания на одной из них и соответствуххцая точка на Фрезс

заданы? 0казывается. что в невырожденно},t случае трех.

Таким образоl.t, npaвo}.repнo поставить задачу о вuрсзании

одниr4 проходом Фрезы лентсrвиднсrй гiоеерхности так, чтобч погреш-

ность на трех ФиксироЕаннý}. непересекаюцихся ,,,кривых бчла ну-

левой.

3десь мы докажеr..r утверждение о To},t, что при сблипении

трех кривых (при Tol,t, что они остаются на Фиксированной глад-

кой поверхности) Фреэа стре}rится к Tol"ty ca}ror.ry положениD, ко-

ТОРОе }iЫ пРеДЛОЖиЛИ В ПРеДЫДУЦем ПУНКТе, а ТаКЖе ВЫЯСНИli| УСЛО-

вие суцествования решения задачи о касании трех кривых. Преrrде

всего дадиt{ математичаску|0 постановку задачи.

Пусть две Функции; ! " Е из R2 в R3 трихдu не-

прерывно диФФеренцируемы, матрицы Якоби иrlеют ранг 2 и для не-

которых ta , 8l , Z2, !2 внполняlотся равенства

fr'(ta, tr) = Е- (х., у.) = о ,

'б""rч. 
naa) ,( ц{*.,vr),ф(х 2;у,rr)) = о
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Пусть А - отобраlкение из В' в множество tчатриц ]xJ,
осуlцествляl0lцих поворот 

" Rt относительно нуля такиr,l обра-

эол4, что

(r(а,Фi.ttr,в.), ( {(х.,ч.),{(х2,у.))) = о .

Назовем поверхности f = Д( сс, B)F'(t ,в) ( t, ý
параr.,rетры), f = Ё(=rу) соответственно первой и второй.
(Первая поверхность - это заданная, вторая - поверхность Фре -
зu. Предполагается, что вторая поверхность касается кривой i=
= l(alp.)f{trB.) при t=t., ý=8.r х,=z2,
у = т2.)

flля кахдого такого значения пары параrrетров Bt r8, та-
ких, что Э, # Э", a, / Еr, 9t i al, ставится задача

Р(вrrВr) о нахожАении таких ц и Р , что вторая поверх -
ностькасаетсякривых f=Д(сrфi-{trВr) " i =

= r(сr,р)i(t,вr).
Кроме того, рассl"iотриlti задачу Р(ЗarЭa) о нахоIиении

таких с и Р ,что обе поверхности касаотся друг друга при

t = t", В = 92r I = х8, У = Уа таким образоr,., что

граФики зависи.iостеЙ норttальнuх кривизн от угла, задашцего на-

правление в касательной плоскости, касартся друг друга.
ТЕОРЕИА. Пgспь Оля елавнаý ,lорлалона8 крuвuзн I.r,

l a первой повереноспu прu t = ta, 8= 3а и plrp2
впорой поверgноспц прu I = Iа | у = Уа ааполняепся

нерааенспво Ir( вr( Ir( р, uлu pr< Lr< ра< }е.
ТоеOа 0ля любоео uз цепuре8 реченчй заOачlt

Р{ВarВa) паrсоео, цmо направленuе в касапелоной
плосrcоспu, сооmвепсmвуюшее rcacaHltro zрафuхов норр.аль-

на., ttрuеuзн, не rcоллuнеарно веr€mора Llоýfrъ(tarЭa),
найоепся пакое е > О, чпо прu lв.t - Вa| < е,
lBr - "al< 

е суцесmвуеп реценuе эаОацu Р{вrrвr),
копорое прu El - 8а, 81 18з спрелuпся ,с

эполу реаенuю заdачu Р(ЭarВa).
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ДOКДЗДТЕЛЬСТВ0. Поскольху Teope}{a с(Dорвулирована в iDopr.e,

инвариантной относительно параriiетризаций поверхностей, ио,lно

без ограничения обцности считать, что

ft(tr,a.) = {(*.,v.) = {t,o,o},

{{t.,r.) = E"(x.,v.) = to,1,o),
ооэс -ооs р.вiдс slцр. вlас
slltc совр.соэd _glд р. соs с
О slD Р сов9

Д(с,В) ,

показано на рис.3 ( ll леrит a плоскости векторов

Взаивное распоrюхение BeKiopoв Дrt, lra , Ъ

зада ч у
как си-

ъ
Ф

+

( л-э'

векто9

леr(ит

торов

q, ((

ъ

L

,ъ) ъ
) в плоскос?и вёк-

Фrt 'р

Рис. 3

4)).
l,

Вr.рааим

п
г]

P(rr,ar)
гй д1 сtему дaух алгабрах-

ческих УравнениЙ
q( с,Р, в r, в r)

Rl .l Rа
р(зr,а")

чrобt Оункци,
пDи Bl Э Эa , gч = Вa пороtl(дала

и доllускала приraенение Teoperlýl о неявно}i

так,
q:

задачу

оrоб-
ра,{ении. Этин будет доказана T€oper,ra.

0боэнsчи1,1 E(c: 19 rt,B,:, у)= r(c, p)f(t, з)-Е(:,у)
Если обо!начить чеосз tar8ar lt, yl эначенr, napar.eт-

ров, Gооraетстэупlие касанио aторой повсрхности и криaой r -
- l{аrфi(trвa), то систе}iа алrебраичсских ура!нений
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мя 3адачи Р(В., ,Вr) в наиболее развернутоlt виде выгля-

дит следуюlциlr образом:

[с(аrF,tз,Еlrхarуr) = О ,

l
'| {rtс,dF"(t.,s.), ( L(=*,v.),E (x*,y.)) )= о,
I

L

(для L = 2 равенства выполняются по .:..ловиFji .

Для исклюц=ilия неиэвестных taralrУ. , i = 1r3 , ум-

ножим скалярно систему уравнений б(,JrРrtrнrХrу) = О

на три ортонорl.ированных вектора Е*(Хarra), ф(Х 2rI , )

и Ц- = ( Е.(Х.,т.), $(х.,у.)) . Ihя нахождения t ,

trУ через СсrР16 выделиriл разе}rство

Q(ccrprt,B,x,y)=0r (I)

rде_

Qr

Q(crF, t,Brxry) = Q2

Qз

(6(c,p,t,B,x,y), &(".,уа))
(сlо, 9,t,B,x,y), 4(=.,уа))
(r(c,9)F.(t,B), ( Е"(х,у),\.(х,r)))

Речlение системы (l) относительно t, t, У, если его

рассl..атривать как Функцио параr.{етра З , иохно представить

как две кривые на первой и второй поверхностях. Параметризу-

e}i э,l,и две кривые единыл4 параr.rетроir а , являloiци}rся нату-
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ральнь...,r пара}rетро.,l кривой на второй поверхности. Получи,.t четч-

ре скалярннх Функции ОlrllфrЕ переrlеннцх Tralp та-
ких, что

Q(е,Рrр(тlсrF) rп(т.сrF)rф(тrссrР).В(тrс.Ф) = о. (2)

Пусть о'rF' - какое-нибудь рещение задачи Р(ВarВa),
о Koтopori говорится в Формулировке теоре!ш. Докакем, что при

'lалýх lЗ - gа lrlc - c'l,lP - 9'l систеца (l) иrrеет реrце-

ние.

Чтобч воспользоваться теоре}rой о неявно1l отобраlrе-

нии, надо доказать, что определитель }iатрицч

1fi;' {dr9' , tэrЭ2rt2,!2 ) "" равен нулD,

Будеr.l считать, что Т= О соответствует t = ta,
ЗОЭzrIЭZ"оУ=12

Договоримся, что далее в Форriулах, если аргуменlн фiнкций

опуценч, то 0g в сa, 9= Р., t = tznB = 8е1 З 8 tr,
У = Уr.

rЕ

0чевидно, что F =О,
так как в ситуации, соответ-

ствушlей рсщениD задачи

Р(Вr rВa) поверхности ка-

сартся. Будеи эадавать на-

прамение в касательной пло-

скоёти углом lt, отсчитч -
Bae}io}r от вектора {,"n"

^

о /
ч-

t/ ill

рис.4 Углоrr "=1= 
сlотс:и-

тчвоеlрн от lr- (рис.4).
э

Норr,rальная кривизна первой поверхности дается функцией

}(v)= LГооэеч+3ЁОос v.till v + fвlпач ,

гАе lГ = (iпЛ, f - (f..,fi), t = (fr..,f) , " ",о-
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роЙ поверхности -

r"(rt) = ЪВаовЗ* . аЁ"* rrlдв+ tЁэМ
,л,

1L 1iо,п1

lъ T.%olsa + ДЁсозс зlдg * rE"to

Lз(v) о $v+ d. 1'ooa8v + 2I'соlч зtд91 !'rtл8ч1
гАе

1Ъ ц!(оовас - glэас)

при ВаО для л!бого

a lt,

п01

определiется условllсra суцс -
d( v') = {t( у') з О.

воспольЕуеllся Taai, что

п

п

ri !Есоа'с - аЁ"оr. rlлс с !Ъtп'с.
Разница крrэиан аадается Функцией

e(v). acoBlv + zb.co.v d.av 1 o.d,n!v ,

a-f_1., ь=ц! _I., ootrt_x..
Рqlение задачи E(ra ,rr)

ствования такого угла 9l, что

При нахйдении
а (tд,у)

;с !' (дf,д-) . (f,fi) ,
lrtэ ъаовс +

06оgначия

lr- = +

lп

,r

(

(

+(ъ ,ъ),

ъ,Ф+ (Lлr.

а(t,r,у)

Тогда



(q
(ý. -Е,ъ)

!D- !'= а.

п

(ýit,E) (ýэ,т.,) (ý

_1 о
о_1

.,i.)

tr
соз сa

Blav' = о

#

плоско€ти, cooтleтстэJl0lеa
то

Локarев, что аf О. Т"* кaк нa}правлени€ ! касаrельвой

V = V' , не коллинеа9но lrt,

вlд ч. f О. (з)

И3 раaенств

il(y )= сову$ соэч+ Ь вlвч)+вtдчфаоэч+ о rlдrl) ,
ill(y)= _2rlnv(aooBr* Ь BtBv)+2coruф оозч+ о эlпч)
следует, что усло!rе
лоaиll

а ooav +ballrv з bcoBv + овtдч .о.

В налих предlоrtоl€ниrх а(v) l О . Из Фор^.уrъ.

2П(y) = {а-с)соэ8ч + 2Ь вlл8ч + (а+о)

видно, чrо аfО или ЪlО
предполоф.иl|, что lзо.тqlдggfQ или blO.
Есл.r blO,то, с учGто.. ра!енства

acoav. +Ьriдч| = о (4)

ё(v). C,l(y) Э б эквивалентно ус-

IrITrTJn
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Если Ь - О r то О l О l иl сучето.ri равенства

Ьоосч'+оgtзч.во

опять ииееr,t glВv' = О , а это противоречит (3).
Теперь дока)i(е}t, что при ,,tалчх |В - Зrl уравнение i -

- 1(ТrG'rF') оr"о""r"rrr"о а ра9реши}iо. ffля этого до-
статочно показать, что напрамениеr3адаваемое углом V' , ,l

направление касательной к кривьlи, определяеlru}r Функциями 9,
tl, ф, ý, совпадаот. Тогда Ц(Оrс'rР') l О и мо,кно

восполь9оваться теоремой о неявной Функции.

ДшilDеренцируя по Т равенства (2), получаем

(ý..9" + lEn.rl"t ( \,$))+(ýэ, ( qoo".

*Ъь,Ъ)) +(ýt, ( Ъ,Ъо.*\7уЕ)) , ot (5)

(ý.о"+Л.ч Lф"-1Ь, Еr) - о, (6)

(ý.еr+ý.ъ-ъфr-ЪЬ, Е/ = О. (7)

Из (6) , (7) и того обстоятельства, что вектора qrПГ.,
L, Ъ параллельнш одной плоскости, следует соотно -
0rение

ll.о*+\iт = ЪФt t ЪЕп .

Учитчвая свяэь не*д/ ýa , Лr. " L, Ъ , находиtJt

Ф, = 9"ооэс' - т;lлс',
Вт= 9;ltoc'+ TlaOoBe'.

Поэтоиу (5) rrorrcHo переписать в виде

(Т.' - оО)rрз. (f - хr)ъ = о.

Ев



Сравнивая это равенство с (4), получае..1

9т= CO8v', ч= вlпч',

фт= aoB(u'+ g'), Е" = вlп{v' + с') .

0сталось воспользоваться HepaвeHcTBoli (3).

пусть Br - n{Ta rФ'rBr) , 1 = 1,2,J, (по

предположениD 
"a = О ). Стреr.rление Et к

лентно стре}ulению Tt к 0. 3адачу Э(6r
представить как систему уравнений 8{т. rсr9 )

= 1,3, где 8(тrеrР ) =

Е,
, rr)
= Or

_в

нашеr.tУ

эквива -

иопно

t=

= (6(.вr9r9(т.сrФ ,1(тrс.Ф ,Ф (тrgrР)rЕ(тrе.Ф)ri) .

Эту систему llol(Ho записать с использованиеa{ обоэначений

трехточечных разностннх аппрокси}iаций первой и второй производ-

ннх

Dr(hrsllB.lBr) =

(вr_з.,) (ъ(вr)-ь(в. ) ) ( з r_в.) (L(в.)-ъ(вr) )

( 
" з-".,

(sr-go +

8з-8д

-а 9 е-81, 1

D.(hrв.,,эа,Bt) =

=2
П{вr)-Ъ(а.) Ъ(в.)-Цвr)

(вr-вr) Е2 1

в виде

Or{B('rclP)lTlr Оrтr) = О ,

Э.(В(.,olB)rT1 l Оrtr) = 0 .

(8)

(9)

При Tt
"t = О она приниl1ает вид

{вr(Оlgr9) =о )

tBJo,crp) = о о
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Р(в., в,
в = п(т

Покаrем, чtо эта сис?ейа aUрашает собой эадачу

). действительно в подстафовке t= с(тrаr9),
,сr9), х = 4l(Trc,P), у = ý(тrсlВ) ес яоп-

но переписать в виде

9з+ Д.

ý-"9d f.

nT-ЪФз- fi) = О, (l0)

(l2)

t

h(F." е| . Ё.. о"п, * F..п? -

тt

+ ý, о"" +

?{оо"в" +

ý.nтt ф*-Ъtr,

+

,п-) =О. (ll)

)a
т

иs (6), (7), (l0) следует, что

n"-&Фт-ЪЕ-=о.
Форхули9о!ка теореl'ý исклоl.ает из расс!lотрения TG рс]ения,

для которuх 1r = О. Поэrоrу li_ принaдлехит линейнойa
оболочке .екrоро" lla, \, } или, чтоrс учетоi{ третье-

)

rэ

&
(

из равенст! (l), то rе cai{oe, линейной оболоqке векторов

Ъ . 0тсода следует, что Р з О. Но тогда

'ý. (it,E-.) = (L,Ф =дt

п z
+ +

то-

\ l О, пвrrопr" к !r!oвy, чrо (!'- !') 9" *

= О и м, некоторого Y иa.l!от нссто равен-

и дл, пбого 1е в' справедливо равенстэо (дв
. (аfl . Поэтоrrу (l l ) и..сет !ид

foi.аPo,ъ+rtn|.
По!торr, рассуlдсния, прод€ланнtaе прl яокaзaтельст3е

rо, что

* (f- r')
ства 9з з

Tt
Y, ч. вlпv, фr= aoa(u+c ), ь

)v +с

ш



l{ц получили, что d(V) - О

. 0. 0тс!д! с учетой того, что

=О.

есовч+Ьзlпч=
V f О, слсдует dr(v)o

= о эквивалентна за-
О, а для нахоraдения

,

Итак, сисrеr.s (8), О) прl{ Tl= Т,
Р(Вa, Вa ) , no'oi.y что 9 =даче

(l иr€ем услоэие суцество9ания такого v ,что a(v) .
- fll(y) = О

Для эавсрOех}r, до(азательства теоре!ч ocTaJlocb показать,

ч?о предел i.аrрицU Якоби систеш (8), (9) при с r е' ,

Р - 9', зt - О. !, - О иrеет фенулевой определитель.

0чевидно, этот определитель равен

|в"р tпв l, | (l3)
|8** ETT9|

в подстановке т=О, с= с'. в=9'.
из Форrrул (прrr с= с'. Р = Р')

Аa, =

_giпсl

ообс
о

=п

..оовс о оо
о0
о1
_ý.,

иriее}l

о
оэ

д _совс
о

следует

6 r*=

^рl.Цt = rr., lB'. =

. Поэтойу мя лЕбого 
'е 

П'

о
(tсr,fi) =п

= 0. 01сOда

t о"+rо!.ц+ýtoft + ý.Il!c, fr) =

=(li.(о"+пзс) + rit(-qT+o!c), fi) = о,

в 
"u 

= (lui. о. + ruF. п" * rF. оrF. ý. пrр , а) = ч .

8в = О изба.ляе, нас от

8 arр /lалее

To, rrTo

ФОРВУЛУ ДЛЯ

9|

НУlДll alflИСýlВаТо



tттс= (2r(Еtt Qт9та t4.( oзgtrт + 9"ц*)+ i..тrп*)-

- 2(LФтфто* Ы**Е* фтЫ + fucrB*)*
* rf.оTToc + ý" n.* - QO*n - iЬо, fl =

= z(Dlqт9тсr*f { o"onr+ R.оrOп) *f пrп* -

- l,ЕФтфтс- Ё(фrоЕ, + Фrý*) - о"ьЫ.

Учитывая связь мехду

9= О , имеем

фтс = -(v,r+t)(Bm чооЕg а ооаv Elnc0 =

= о*ооас _ TlrdBlnc- Rтоовов- Ogвtдс =

= Qt*соэс - tt;llnc - Ет,

Ь = (v*+ 1)(оовусо.а - вtдувlпс) =

tl*Co8a + 9r;lпс+ Q!совс - чFlдсЕ =

= птЕlсоэс 1 9;вlпс * Ф, .

gTTf З((т,Г-т,') Qrо"о,+ {f-ш')( Фtсr!т + 9"т!r*) +

* (f-ш') ъQtс+ DЕфrъ* Ёt Bi - о|,)-rЕоrвr).

ДиrDФеренцируя по сg тождество о| * n| = 1 , получаен,

что.для некоторого 0 справедливы соотношения 9т.. =

'Ctlrr, 4тс = -OQl , Поэтоt,tу,

вtB= 2(О(а9rlr* Ъ(п1 - 9? - е 9rф +

+ lЕфtь * Ё(* - oiJ - шЕфrЕr) .
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8ттtr = Н]( v') ,

где U.(ч) = 1r'сов2уl flД'оовч glпч + Ш'вlп2ч.

Введем в расс..|отрение Функцио

\(v) = LЕоозеч*аР"о." вlлч + IЁвlпач.
Условие C(v') = il'(v') = О означает, что граФи-

ки 9ункций k. и Ъ касаDтся друг друга при V = V'
Если ts!{V') = О , то граФики касаlотся точка!tи, соответст-
вуlоци..rи эKcтpe}ty,.tar,r и, следовательпо, Fl = \ для не-

которой парч (lrJ) , что противоречит условио Teopertы.

Итак, определитель (t3) не равен нулр и теорена доказана
полностьр.

lt€F|lу прочи,.i, сис,rена (8),(9) при тr{ rr= Т, пороrrца-

ёт г€с}rt-:трическуо 9адачу о касании второй повера+lости одновре-

l'tенно

вой

rt первой поверхности вдоль кри-

5. В сrlучае прлil"{Lчё}-ия коничеr<riх Фрез для Фрезерования

леЁтовидннх поверхностей предлсrlкеннuй r.rетод расчета дви,хения

фрезы наиболее эФФекlиЁен"если при расчете Фор}rц поверхности

(; ;! l1реf,lстёалjiется как лиi"ейчзтая, т.е.

f = E(tlвj * F{ti " "б(t).
l.iривуо f = Ёiti называЁт нагlравляOцей, а.пря"уо r -

* EitrB) (t Фиксировано, В - параr,rетр) - обраэушlей.

Оfjuчно направляпltая задается набороtl точек tP.}
' l=1 ra

.4 длs t{a}ti..ri такой тсчr,и яается дву!iя углани 9t n 8l

:rаправляо4ий вектор образушlей а; ,

q] * sЬG* , Qi *, sоs6.вlаеt, Ql , coвotoog9r

Необходиlсую иdте;rilоляцио моr.{но провести следурчlиrl обра -

э.>н. 0бозначиr.r череi Ъ* расзтояние ,.rежду точка.,rи i и

93

,



Б
'д+t
tr=O

построий набор ,,rcen (ta ) по прaвилу
r. ii

Ра, Pl
п t l+l зt i+hl'

В качестaс qункций ip; € бeperr куби-
(ta } tчыь,l "

l,=1l.
, Р' ,

ческие сплайнg, пастроеннlle по набораra чисел

cooTBeTcTBGHHo to.}, {е.}, (Pl}, (Pi}, ei) . ой-
|.|о испоrlь3овать и более простUе спосо6ý rrнтерполrqии, по!!оляо-

цие ВuЧrСЛЯТЬ ВТОРВе ПРОrЗЭОДНUе.

С другиr,rи способа.аr gадан}rя повеDхrtостсй эсктор-сплrйнапи

юrно познакоииться в [t].
ВаrФо отfiетить следуЕаса обсrоlrельстaо. Если ссть' tочек,

задапlая поаерхность, густаr, то погрэuности э зtд8нии коорди-

нат точек сильно влияDт нэ 9хачgния пзрвчх и вторuх производ -
Hrx Функшrr Е (рaзулarаr" интерполяцrrи). это r.иeт сделать

предлоrеннrй способ опредэления полоrснll' ФрсзI совевдзхно нс-

прrгоднlп. Поэто}aу rслательно браrь число ,о"с* "еболь"r"') ,
исклочаlь набор даннraх вручнуо с неиэбехнrr.и прr этоr. округле-

нияr.l. Луч]е, если в одной прогрara€ р!счaт дaиraнrя Фреаr не-

посредственно следует за расчетоr. Форl'll поaсрхности или a{еtlду

этrr.t этапаr.и прокеlуточнrl. даннUе 3glисчaаDтся беs округления

на внallних фосl1тСлях.

Такого рода трудности carra}c G arCoKo.i чу!ст!rтельностьD

r.стода к Фор}G поaерхносrх (плат! sа TorrHocTb).b |{lг)rт воаник-

хуть и gaтpl/дrleнli, Ht сэяааннrЕ с глaдкостlD поЕ€рхности.

Пср!ос caraa}ro с тек, что тaорaтичсскх riaтод r.olнo прхaiс-

нять с поJ!нчri эоФекrоN (поrрaшrоara о(С') ) только при усло-

вии, что продолLна, криlrlна Фрезьl Fr удо!лет!оDrет нера-

венству Дar2l,a s р, S DlДЛr , гАе..аксиr.уri и r.инlr.уr.

бе9).тся по точкан заданной поверхфостr. Пра!да, даr(e в то}. слу,

В TaKI{x ситуaциях цел€сообра3но !мэсто интерtоляционнýх ,с-
поп"зоaar" iглаrrаа ,.rс сплайнr [|] (Прин. рэд,)
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чае, если эrо ycrloвre не 9цпqлнястся, liеrод дает йиниriально

возйоlнур поrрсшность,

Другос sатруднениa свяаано с Tel., что }teтqд, как пDа-

вило, дае, на aý6ор ч€туре полоr(ефия Фре9ьl. Два и9 них отбра -
с9lаотся хак lехЁйчески нс ос!цсствияуе. Ilля э96ора из остав -
lлихся дaух nprBJreKaDTc, требавания, чтобu угол меrду ocblo Фре-

зl l{ напра!лениеl. ее двиlllсниЕ бuл Boglio*Ho блиlе к пряraойу и

двi Gние ФрсЕфuло непрa9UtнUв. К соф€лениD, эти т9ебовaния

r.югут оказаться нссовиестицul.и. Наприr.еD, !о!lФlнu дэа aариата

плаэнух проходо! ФрезU, п9ичеri у одного и9 них в начале Фре9а

располагается поперек напраэлсния с!оего двиIrенхя, а э конце -

вдоль. У др),гого aарианта наоборот - в начале !цоль | а в хФн -
q€ - поперек. Тогда мя нaпрерUвно4l стчковки первой половин!l

псрaого варианта со вто9ой половrной второго 9арианта феобходr-

}ro, чтобU в некоторой средфей точке пoвepxнocтll достrгaися

(соотrвтстэеп"о Tn) бчл фапра.лен поперек Авиlfiефия Фрсзi..
Такий образон, для успечноrо приriенения !Етода его осо -

бенностll нало иr.еrь в !rду еце на,стади, п]юектироaанti по -

9ерхности. Наприirер, при использовании конических Фре9, ,(ела-

тельно предста!лать поверхфосrь как лrнейчатуо.

lллй ЦlД7ъ, , совпаааmtий с F1 l и вехто9 d2

Литература
l. здвьялOв D.c., лЕУс в.д., скOРOспЕлOв в.А. сплайнш в

инrен€рной геоr.е?р}lи. - Н.: Нащиност9оение, 1985. - 22q с,

2. ПОГOРЕЛOВ А.В. Геоr.етрия. -}l.: Наука, t983. - 288 с.

Поступила в рсд. -изrt, о,lд.

ll января l99l года

95


