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С ИСПОЛЬЗОВАНИЕН СПЛАЙНА СТЕПЕНИ 2Д-1

Б. С. Киндалеs

В статье предлагается сплайновый хетод рещения пе9иодиче-

ской краевой задачи длi линеЙного обuкновенхого диФФеренциаль-

ноrо уравнения lВ-го по9ядха. Рещение ицется 9 виде сплайна

степени !п-1 деФекта l с узла|iи на раввомервой сетке с lла-

гом h . Алгсритr,r построения сплайна сводитGя к решенио систе-

мулинейнtхуравненийотносительно коэФФицrентов разложения

сплайна по в-сплайнаr.. при этоl,i систева уэавнений имеет про-

стейлие коэФоициентr, которче получаDтся простuм cнoco коэФ -

Фициентов исходного диФФеренциального уравнения в узльa сетки.

В работе доказано, что прибли!(енное решение, полученное

в виде сплайна, сходится к tочному со скоростьо

нако, для диФФеренциальнuх уравнений частного вхда

сходияости повuшается от о(h4) до o(ha") в

от конкDетного вида уравнения.

Отметим работ9 [1,2], где при числен оr4 реOrении краёвt х

задач такхе при!iеняется подход, основаннuй на испоJ]ьgовании

сплайна, степень которого на единицу tеньще, чеr. поряАок диФ -

0Еренqиального уравнения. 0днако, в этих 9аботах 9ассл,|атрива -
ртся xDaeвue задачи только четвертоrо порядка, причея частно-

о(ь2) . од-
скорость

зависиraости
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го вида. kpo}re того, построение сплайна сводится к решенио си-

cтer.u разностнчх уравнений относительно узловьlх значений сплай-

на. такой подход в приiiенении к налей заааче привел бu к сис -
Teiie уравнений со слоlнuriи коirФФициентаяи, получение которой

наталкивается на чисtо технические трудности.

Рассllотри}i эадачу б отUскани, (ll -перrоАического реше -
ния уравнения

Id,.=y(2")(I) * 
hi'"ч{-)r(u)lх; 

= f1-), nz?, (l)

где коэФФициентu au(x) , v= О,... ,2д-1 l,i правая часть

t(х) непрерцвнь| и (ll-периодические, Предпоrlага€тся, что од-

нородное уравнение !ýr=O "леет 
в С2' лиlль тривиальное

решение ( с2' - пространсr9о о-периодических 2п 9а9

непрернвно д.4цOеренци9уемuх бункций).

Bвeдer,r paвHoriepнyo сетку А: Xl= ih, 1=Оr..., Ш,
ь = ryil . приближенное pere"ne зада"й (l) будеll искать в виде

о-пе9иодического сплайна 8(х) степеrи 2п-1 деФекта l,
т.е. на Katцorl отсезке [xar:aal] , t = О r. .. ; П-1 ,сплайн

S(x) - no,,nr*'. cr"n.r" 2ц-1; S(x)c са'-а[о,о] и S(х)
удовлетворяет периодическиri Kpaeвuri условиr!t, S(В)(О) -
.5(r)1.1 . k = о,... .2д-2 .

Пер..rодически продолrиra на всо вецественн)ю прян!rо сетку

Д и ý(Х) . Из"ест"о [3], что, если ý(r) интерпопирует

! узлах сетки д о-периодическур Функцио ц(х) , то

в(:.) = u(x.),

g(Э)lх.)= о(Э)lх.)* o(b2.+r-P), ч(:)е cb+r,

р нечетное, 1 s D 
= 

2д-\з;
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g( ..-r)(х.ю)+в( a"-i ) (х.-О) 
= о( a,-r ) 1хr)+о(h2 ),

2

u( z"-r ) 1х.ю)-a( ..-r ) 1х,-о)

u( х) б gan+r,

= u( ")(xr)+o(h'.),ь
(2)

a(Э) 1х.) +

+ -Ь_ bar-p
( 2п-р; t

ч(х) с сh;

,( а.-1) 
1х.+о)_a( a.-r) 1r.-о)

h

Р - четное,

= о(Р) 1r.)+о(ь2l+а-Р) 1

ч(х) е са.+а;

2 sр s2\-2 l
rАе Вa - числа Бернулли [4].

Исполь3уя эти соотношения для аппрохсиt|ации

"( 

r)
ходии к tr

g( а.- r) (х.+О)-s

производнgх

(х), К=Оr...r 2П, в уравнении (l) ва сетке Д ,при-

соот ноlлен иrr,a

( a.-r)lxr-o)
+

h

+
i1- 1

Еа
lFo ",.[в( 

u) {r,ю)
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- Д h\Fl( g( а.-1 )(Х.+о) -8( ..-.) 1Х.-О))]= r.,1з1
(2д-ч) !

.Ае 8v,t= au(x.) , f*= f(:.)
нулли с нечетнu1,1и ноriераraи, kporae

tq1.

В дальнейщеи для сплайна ý(Х) будеri ислользовать пред-

ставление в виде разлоtfения по норr4али9ованнuм 8-сплайнам [5]

N+.- r
S(х) = Е о.в_(х), х€ [o,oJ]. (4)

t=-t+t

В отличие от [5] нумерация В-сплайнов В*(х) вев"rс" по сред-

Ниr. УЗЛаli ИХ ИНТеРВаЛОВ-НОСИТеЛеЙ .

[lолучиl,| иэ (3) систеку Уравн€НиЙ относительно коэФФициен-

тов ъ .Согласно [6] для норr.rализованн8х В-сплайно. Br(x)

i = 1r..., N,
и учтено, что все числа Бер-

Bl ' -tl2, равнв Hyrlo

"Р)(*.-.*r*,'

л(в)w2ц-з-1
) -l

hР (2!-1-р) !

1 =or..,, 2в-2, р =or.. ., zE-.z,
.^" a!:] = 9'+1(т)'-Р, a=!-j, v - оператор разности

назад с единичнul,i utагоl{, z_ = (z+lz|)/2. Учитuвая это

соотношение и ФинитноGть Вa(:) , из (4) находиrr

Е(р ) (*. )

'rij ,t1}.-.,"t_.+l+J

р = or. .,. 2ь2.
( 2п-l-р) !пр
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поскольку 
'( 

а'-а ) 1r) [r. ,r.*., J иr4еет вaц

g = (-_х l

,( а.-е) 1:) = t8( ..-.)(-.*r)*(r-t)s( ..-а ) 1х.) ,

)/ь,
то

"( 

а.-z)lх
( z.-r)

( z.-r )

t+l ,_"( а,-а)1:.)
ý] (хr+О)=

h

a( z.-a) 1хr)_8( ar-a)lx
l-t

(6)

(8)

)
ý

h

Из (6), (5), используя соотношения [6,7]

(х.-О)=

,!,,l.'=o!:;:j -.(r-
tsrl

.!1;l)=.1.,;')=o,

r), k = оr...,1,
(7)

получаеia

u( a.-r)lx._o)=

.( a.-r)lx.+o)= 
;fi'i'.!|;;')r._.tr*,,

']Э].1};""._.t,
har_,

В [7] доказано, что

л( a.-r ) - л(а.-r) л(а.-r)vзlt ,ar+l- -918r ' -J+1 ,аa' J= _1 ,...,2д-1.
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llоэто.lу из (8) иr.rееrr

"( 
a"-r ) 1х.+о)*"( а.- 1) 1х.-о)

a( a"-r) 1х.+о)_"( z.- r ) 1х._о)

2

с
аa
Е

J=0

( a,-r)
J r 2lФl

с ( lo)

с.(9)t-i+J2ь'^,

Далее, учитывая (7), иэ (8) получае!i

h

1
,i. .1::]-,

h l-r+ 5

t-i+J

Подставляя в (3) вайденнче вuрах(ения и заl,tuкая полученнUе со -
отношения условиrхи периодичности сплайна, приходи}| к след/о -

щей систейе уравнений

3п
Е

j=0

(.,)
J r 2а+ rс а +

h

!-1
+Е

l-rв+ J

а2l

* 
аал-1 ,t 

" 
a

!ц2l-t J=o !i:;]l".-*, *

tB.._..o!]:]*' *
r=r h

2k-,|

Е
! s=o

J=0

( ar)
J-t ,zn-l+ (2п-2k)с ]g

+Е
8r- 2

Ес
r=i D,

в

(2п-2к+t ) l

7э

(zt-l)-
J ,a.-1-1-.+j+l +



'r='] o1ll.-r"tT+J+t = fl , (lt)

лiоrно использоaать по-

J = О,..., в,

,

(2д-1):

..., Д.
IИя вшчисления коэlDФaaциентоэ

лучсннсе в [7] реку9рентнуо

8о

1= 1,...l l

где o_r= h_з, J =Оr...rц-1 , tT*l= *с, J =1r...

с(р)
Jla

.!:]_., = t"*r-i)clз|,.* tш)сjЭ]

.1i]" = .j:] = о, р = о,...,

или явнчс Фоlйулн

.f] = ".i"'c-r)l []$Jка-l_rl"-э, (l2)

(.)
,, a+,iс = (-1).*"[; ], l = Or...r 8r

*" [:] 
- биноiiиальнuе коэФФициентч.

В качестaе илrlострацrи приведе}l д!а п9иriсра. Дi l,parнe -
ния 4-го порядка (Д . 2) систеиа (ll) иr.еет aидt

0t- а- bl_ tt б Cl- 4 ct+ ro Cl+ а .
ь,"

.+2 t- 2С11lt Сa*a
+а +! rl ,

7ц



cl_.+ 8вa-1- |8*l* 8Ct*r* ala.
+а

+а

? rl +

lда
-Сi-rt Сt+l с!a_1+ q ot+t+

l ll 2ъ 'оra+ tЕ

hб

*._з*fu . _r-5О._1 +fo 
111-4Сi+2+Сi+з

+

l

1= 1r...r IT,

где 0_t= Cп_t , Со= С!дr C[+i= Ct, \ql g= С2 .

ия уравнени,6-го lюрядка (д = з) получаеr.

q. _з-6q. _2+ l50. -l -2оа. + l 5ci+ 
l 
-6аi+2+qi+з

+

+а_.),1

1,i

+

* 
'4, i

+а_.
J,l

' '2,i

+а

2h5

q. _э.6q. _r-3Зс. _|+52С. -33ci+l +fui+2+Сi+з

l2h4

-i-2'2oi-l -2oittФr*2

+

2h

-q, i_з+'l 26q,. _2+225qi_l -7OOqi+22soi* t.1 2fu i.2{i.з
72obz

-q._i-loo._t+|oqi+lti+2

+

+

+l .
Oll

2qh

ci_2+26o'i_ 
l 
+бci*2fo ttI ti*2

'fi. i,t,,..,ш
l20

l5



где g-е= 
Ч{_е ' o_1= Чv-.t ' оо= Чs'

oN+r= gа , Чý+э= сэ ,

Систему ('l 1) запишlе}t в r.tатричной r}opMe

Ъоь, = fb,

Чý+r = 0r ,

113)

где чh, = (а,,..., olT)' , fn= (f 1r...,f,ш)',Ъ - цирку -

лянтная !tатрица порядка_ I[ . Покахrем, что при достаточно л,tалых

h суцествует d' и Hoplrta оператора d' pa.Holtep'o ог -
раничена по h .

BBeдer.r следующие обозначения [8] :

ch - пространство Ф-периодических сеточных ФункциЙ

Уь= ( ... lY- j r. .. rY-t rY. rY1; .. .1}. ,. . .) ' YJ= YJ+N,j = o,t1 ,...l с нормой llvдllо = {Ч-lv.l '
л( zr)UЁ -- - пространство Цl-периодических сеточных Функ -

ций yh с норl.ой llцll."= о}чr,ШФlШо, Ц = (Бо)*,

(Бхч1).= (yr*r- l)/Ъ, j=O,t1 ,....
Исходя из (2), с учето!t соотноtлений (5), (9), (l0), вве -

де!i следующие Форt.tулы численного диФФеренцирования

у(х) = ::::1: l:"i..!:],_'y(x+( j+l-ц)п), (l4)
(2п-1) ! j=

"( 
eb+r) 

1х)

* b-2r-r
(Zв+k,il !

'r!"'!i?i]lrt=-(j+t-п)ъ), (15)

76

k = о1...1 Ц-!,



"{.")1,) 
-;!; 8l

Ес
J=o

(а")
J ,2!+t у(ха( j_B)h) ,

'"iЪt';]-,"со( J+l-n)h) +

(l6)

(l7)

у
( аь) (х) *

h-2!
(2д-1-2k) !

в h- 2r

,i".t :";-r",* ( j-ш) tr),ь-2
+

(2д-2в) l
ts = 1r..., в-1 .

Используя Фор}iулч (lЦ)-(l7), построиr,r для уравнения (|)

разностнуlо cxeHv Lly1= fд , котооая преАставляет собой сис-
тему из Ш ураЕнений относительно ý суцественнuх ксйпонент

периодического вектора Уh .

trhя дока9ательстаа существования оператора di n оч""*,
его Hopl.|u потребуется лроверка вuполнени' условий теореliu l иэ

[8]. Необходиrао устано9ить , во- первuх , что Форr,l)rлu численfiого

диФФеренцирования (l Ц) -(| 7) являотся сходяцимися, и, во-вторых,

что характеристические значевия ФорttулЕ (16) не леriат на еди -
ничной окрух(ности. Согласно определениD [8] характеристически-
ви эначениr1.1и r!ормулu (16) являDтся вули нногочлена q(в),
которвй вхqдит мноlrителеr'l в ха9актеристическуо бункqио 

'(a.(|)Форt улU численного ди(ференцирования (16)

x..(9= rlr_.Ii:l.".rBl=(B-r)''E-q(B). 
(Is)

справедливость разлоlения Х2r(Е) " в,це

х.,(в) = (E-t)""B-Q(B)
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следует и9 свойст! сходяцихс, Форнул численноrо диФФерснцrро -
в.нх, [8].

ЛЕпМ l. Форцулd (14 l (17 ) аппроrсuлuрr,Ф|| сооп-
еепспв!w|uе проuэвоанче у(Х) со впорац поряdlсоа по
ь.

дOквАтЕльств0. 0бозначиr.r

,ý;} = ;.!] .!:}*..*-",, ,

в=оJ,...,2я, J = од,...
8 [6] показаlю, что

т!]} = О, если J(B либо g 1j нечетно,

vj]} = tz,*r-"lr .

заrrенr, ! (lц)-(l7) величинu у(:+ith) ")( 
9"**"rrr..и по Фор-

}aулс_ Тсйлора э точке t и испольэуя заrен с!ойст!а эеличин

{:] , , получаем требуснчй реsультат.
Вчясни}a распоlюt(ение характеристичсских 3начaний Фор}|улu

числGнного дrФФ€ренциоования (16). Так как согласно (!2)

.!i:J-'= (-1)"Е J ,

из (!8) шrее,. х..(9= (Е-1)"В- . СлеАовательно, хrрак-

т€Dl.стические значения Форйулу численного диФФеренцирования

д,," y(i',1x; ве лсlат на едифичной окруrносrи. Объ€дхняя

полуla€нное утвершение с ле}a}Фй l, a силу замечаниi l к теорс-

r.e l из [8] при достаточно халчх h иltеем dr е аt(С1,

a[")), пп,чех lldr ||*,со, cf..) ) 
paaнor.epнo ограни-

чена по Ь.
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Посколь ку

lld'll*,(cb,cb)= 
цfi[!о # =

))'
'зшэllD

llolo
|Б'lt g(сh,сf',llf lEll"

то справедлива следу!qал

лЕltМ 2. Лрr. всеа 0оспапоцно лал , lЭ. суцеспвуеп

dre J(Co,Co) , прччел lБnll ylgr,gr1 3К,еое

Е) О - конспанпа, flе завчсяцая оп h .

Теперь приступllц к доказательстgу осковного рGзулътата,
касапцегося оценки погреUностl,! приблшiенного raетодэ.

тЕорЕм. лус,rD t(т),аt(х) е Сl , k = О,... , 2ь1 .

Тоеdа прu 0оспапочво далаа Ь uдеей леспо оценка

llB-T 11" = 91д'1
вiлu аr(х) =.r+r(x) = ... = 

а.._r(х) 
= О,

J 2 3, и t(r),а.(х)с оr'-а[l/z]+z, k=or...,J-1 ,
t,J - целая часпь цчсла, по прч 0оспапочно аалаа Ь
uлеел

lls-ylb = оlда,-а[r/ЗJ+а1 .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ý(у;х) _ о -периодический

линоr.иальнrй сплайв степени !пl.! деqекта l с узлаrrи
интерполrрj/оций в уэлах сетки Д точное оаrrение У(Х)
чи (l).

Представии S(у,;) " 
влде ра9rцжения по норвалr.gован -

нuц в-сплайна}r

по-

д,
зада-

l9



r€ [о,о].

имее}r

|B(x)-v(x) l s ls(s)-s(у;r) l+ lБ(у;х)-у(х) l .

0ценим ка).(дое слагаемое в правой части нера!енства. согласно

[ 9 ] имееr.r

ls(у;д)-у(х) l = o(har). (l9)

Учитuваi вьtрахение длt ý(х) , .r-rуr"."

lB(x)-e(y;:) l s
Ш+ь-1

= .=_il., 
lq.-( l lB"tx) 1s пах l1-t" l ,

В последне|i нерааенстае используется неотрицательность В-сплай-

нов и тоrцество Е в_(I)=1 t5].
I'

Обозначиri через фц= ( ф' , . . . ,\)' ,"*rоо "."""*"

Ф1 = \Ёд - fц, (2о)

_ N+l-'l
8(у;х) = *_Е., tB.(-),

rде qb, = tgr...., чш,,
Учитчэая (lJ), иliееr.i

,lerir.U 2 получаей
Ъ( ъ-Ъ) = Фц. 0тсода в сrлу

(2l )llq{hllos lЁ' ll ylgыgr; l|{ъllo s к114111о ,

где Е ) О не заэисит от Ь.
оц.нин llфь llo . Заr.етиr., что при f (Х) ,аr(х) е С',

I= оr...Рп-1 , ,о".о. решение задачи (l) у(r)€ с2'+".
Поэтоi.у. пgининэя во вни..ание (2), из (20) получаем, что
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llФallo = O(hz) , ".nn у(*) е с"" ,

llФbllo = 915a'-aIr/aJ+a), ."nn у(х)с cb-aIs/a]+z,

аr(х) =.r*r(-) = ... = а.._r(х) Ё о, j:3.

Теперь объединяя оценки ('l9) и (2l), убеlцаемся в справедли!о-

ст, теорену.

Иэ оценхи погреlllности 9идно, что в случае обцего ураaне -
ния, предлоiеннuй способ получения лриблиrефного ]Ешения дает
сходиraость приблиrенноrо реrления к точнону со aторsr. порядкоra

относительно h (сплайн-!rетqд точности о(hа) ).од."*о,"*о-
Ёость сходиriости авто атически повчtлается ло ие9е обнуления

коэlDФициентов в у9авнении (t). Пэи аa._1(Х) 
= О прrбли -

енное решенис сходится к точноt у со cxopocтbD о(hо) .всл,

"a.-r(-) = 
аa._a(х) 

= "a.-r(r) l О , то скорость схоАи-

"осr, О(h6) .

В частно. случае, когда в уравнении (l) крохе ао(Х) ,

аr(Х)rаa(Х) все коэlDФициентu pa.Htl нулD, Аостигаетсi нак -

сrиilльная скорость сходиriости о(h" ) .
Разнuе по порrдку оценки погрещности вчэвансl неодинаковьп.

порядколl точности Формул (2), которше исполь8уlотся при аппрок-

сиtlации проr9!однчх. Хуже всех (с точностьр О(hZ) ) npnOn"-

rается ular-r,'(r.) , отсоаа в обцеr. случае следуGт сходи-

,ост" о(Ь') приближенного решенйя к точнояу. 8озникае, аоп-

рос, rao|(нo ли увеличить порядок точности сплайв-taетqда, если

"a._r(-) f 0? Ответ б),Ает полоlхительфu}r. Сдaлать это нопно

несколькиraи способаr.и. 8 частностх, повчсить порядок точности

сплайн-riетода lioпHo путе|{ прr9лечения диФФ€ренчиальнuх следст-

вий исходноrо диlDФ€ренциального уравнения, arодобво To}ry, как

это делаетс, э ра9юстфчх мgтqдах (crr.,Hanpr+rep, [ 1 0,с. 538-539J

8l



при..ениrельно к кDа€rой аадачa второrо порrдка). 0днако, при

это}. пqдходе суц€ств€нно услqняотся коэlDФициснll соответст -
вушей сrсtснr лrнейфчх урaвнений.

другой способ - это аппроксиtrация производнuх, входilих в

уравнефие, с боJ!ыUеЙ точностьD, Такие Форraулu и способ их гlо-

лучения п9иведёнu аaторов в [ll]. Наприlrср, дл, поJtучениr

сплайн-r.етода точ.ост, О(h') для аппроксиliацйп y0'-r)lxa )
используе.. следупlуо Фор.улу

"( 
..-. ) 1-.*., )_u( с.-а) 1х ._, )

-2h

"bag( 

а.-а ) 1х

Дh
}ýa= Уa*1- Уд_1 l

)
= о( а.- r ) бr.)*6( hО) ,

где 62Yr= Yt+r- 2Уa+ Yt_r.
В теряинах коэlDФициентоа cl Фор..|ула lхеет вид

_1
21:д..,1

ar+2
Е(с

J=o

(а.) * с!::]..*'j , a.+l

- ucl:il..*.,b._._r*, = о( a,-r) 
1х.)+о(hП) .

0днако привенение этой Фо9}iуrъ| приводит к увеличaнио цаФlона.

Каtiдое из уравненlй в (ll) будет инеть на 2 нсиэвестнuх боль -

||lc.
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