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дя c}rcтEll 0БшкнOвЕнltlх,llиOФЕрЕнцимьнчх урдвнЕнии

пЕрвOг0 пOряд(A, 9двисяlцих 0т пАрАl.tЕтрА

в предлолохении их с)лцествования и определить коли-

чество решений в заданной област, и3ненения лараметра Q

Р. Г. Лукьянова

ýl. Oбrtая характсристика ППП NЕIlsТl

Рассtaатриваетсi следупцаi краевая задача

ý= t(x,y(x),Q,}r,s), а Sx Sb. (!)

ta(y,QrlrB)= ol 1=!r...raо, при I=a, l
8t(у,qrЛrЕ)=о, l=1,...,D+1-\, npn -=Ь, J 

(2)

где y=(yr,..., у.)Т, f= (fr,... Д,)r, }ь=(lп,...
..., Лr)П - !екrор ковстант, помепацих опредепенио, в ,
. (Sr ,.. . r"._)' - векто9 эада..нчх консtант, lrд. е О ,

a

1SДoS П+1 , q - сr<алiрнчй параltiетр.

llaKe' проrра}tи NEUSTI позволяет провестa численно€ вссле-

до.ание краевой gадачи (1)-(2), т.€. найти реrле"ия Y(XrQ)
л(е)т
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j= 1,..., п.

ФорнальнО систеrrу (l) r.olнo ДОпОЛНИТь урaвнения|iй
alл- 

^ воспользоваrься для се числснного аналиэ€ коt{плск-
atr
cor. програr{н BPR-Q, описаннон в [l]. В настояцей работе иэла -
гается подход, позволяaчий rrзбсвать излич|них зuчrслитсльнuх эа-
ТРаТ, СВЯЗаННuХ С ДОПОЛНИТеЛЬНu.,lИ }rРаВНеНИЯiiИ.

llлi краевой задачи (l)-(2) Фориулируется, как и в [l]rди-
с|(реrнал raоАсль, инеплая BиA конечноltерной системч трансцен -

дентнчх уравнений, для рqления кото]юй прияеняется }.етод Ньр -
тона с параiiетризацией и продопrениен по па9аиетру [l].

в пакете имеется воэr.ожноGть ""ro*""n" 
9L " 

ё^ 
,ds dlзJJ

, (ОТОРýе нОГУТ бUть поле3н|ви ПРИ ОТЧСКании

оптиiaальнчх репиr.ов конкретн9х процессоl, описчвае}iвх урав -
ненияни (l)-(2). Предусr.атриsается так е оптиriизация располо -

яения узлов сетки [2] и ее динаrlическая paэtl,|epнocтb, что поsво-

ляет преодолевать трудности, возникапцие, хогда решения иt{еот

особенности типа пограничного слоя.

Пакет Gостоит и3 7 програ|,i"lнцх raодулеЙ, один и9 которь|х

является управляоlцяй. 3адание входнuх параиетров пакета и на-

чальнчх даннuх задачи, организация вчв(ца и обработка результа-
то9, описание правuх частей f с"сте"ч (l) и граничнrlх усло -

вий (2), а,ак,хе элеt ентов rrатрицu Якоби от f и 1, и 6a,
предоставляотся пользователр.

Програкr.u написан!l на язuке '{Фортран|' и доступнu для Kor,r-

пилятороэ с язuков "Фортра*-rУl' " 'ц9ртоан-77".
ппп NЕl.Isтl передан 9 Инстиrут неорганической химии с0 РАн

и испольэуется Ta.,l мя расчето! нате|.атrчеGких xодслей газа-

транспортного процессa осаrдения кристаллическои оазч [3].
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ý2. 0писание алrоритяа

2.1. Сsедение исходной краевой задачи к конечномерной си-

cTer.e уравнений. Введе}. на отрезхе [аrЬ] сетку дl а =

- Z.|'Zz' ... 'I, - Ь и преАставим (l) в виАе систехы

интегральнь.х уравнений [l j

у(х) = у(х.)+ f(t,y(t) ,Q,л,в)dt , srsx
х

Iх
х i t+1'

t
введем обозначения

yl= y(xr), f r= f(xt,yr.Q,л,B), hr= хa*r- хa,

Г.= v(:-.), F = t(i.,7r,Q,l,s), х-.=(х.* r+ х,)/2.

х
1

f(t,y(t),Q,л,ý).1t = } tr.* 4Т.+ f.*.).
х l

3аписав (l)-(2) в узлах сетки, получаеrr приблихенное дис-
кретное представление исходной краевой задачи

lr(yr,QrI,s) = О, i=1,...,по,
h-

Or = Yr- Yr*r*;! (f 
,+ 4f .+ f ,*r) = о,

l = 1l..., п-1 ,

61(y,,,Q,l.ý) = О, i = 1r..., п+l-по.

(з)

9э



Аппроксиllируеr. У(-) на оrрезке

oHнь|l{ 9рхитовutl кубическин сплайнон

где

у(х)= (1-t)r,+ tyt+1+ t(l-t)[(l-t)a.+ tb.1,

"t= У.- Yr+r+ htYl ,

Ь.= yt* r- v.- h.у|*1,

[r., -.*. J

у

интерполяци-

(4)

о 5t s1.
. тогда иs (lr)fl

l

х = х*+hлt l

лr J1*.1 - Дl+1Из (l) видно, что у

при 
'= }

у

о

= !(ч.+ v.*r)

1= (1' l . . . ,1.o, О.' ., , . . . , О. 1 , . . .

"' r0trn-t r"' r ý.rr-l16l r "'' 8rr)т'

получаец вuрахение l

f.r= f ,(хr, I(xr),q,l,B),

+

+

h
J (f, 

a-f a* 1 
), которое испольэуеи Алi нахоlцения

8aеде}i обозначения

щt=E+I-no,

f
д

rj= у t(xj ) ,

ý.(y.,,f.,) ,д5

I= (Уr1 1... 1У".1 rY12 r... rУ.з r...rУlr, r...

t=Q

(5)

Y.,.r 11 r... , l, )Т .
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Тогда (3) мо)|(но записать в виде

о(r,t) = о (6)

Предполагается, что (6) определяет гладкую вектор-Функцир

Y(t). . Это систеrqа IПЦ+1 нелинейных уравнений относи-

тельно IlЩ+1 неизвестных. Будеr.r решать ее },tетодо}r HboTotla

В СООТВеТСТВИИ С ИТеРаЦИОННЫtUt ПРОЦеССОtl

где АY
уравнений

у(Ь+r)- т(k) + дт, k = Ol1r..., (7)

является решением систе,.iы линейных алгебраических

{CT('l,t)aT = - o(T(*),t).

Кроме того, будем еце рассttатривать систе}lу

(8)

(9)

Системы (8), (9) отличаDтся лиlль правы}.iи частяtlи, поэтоl.iу для

их речJения достаточно одного обрацения !tатрицы Oi ,причеrl

система (9) реrлается, когда итерационный процесс закончен.Точ-

но так же при надобности решаются и систе}4ы

{(x,t) 9Д = - oj*(T,t), k=1,...r пg. (1о)

L

Напоltниt,l, что g - вектор заданных констант.

Дlля определения Якобианов Фi, 4' 'j* используотся

следушцие фор}tулы

oi(x,t)+ = - o!(T,t).дd.tl
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где Е означает либо q, либа L , k = 1 ,. . . , 1 , , либо

ýЕ. k = 1r.... ц.,
2.2. Параiiетриаация и продоrтrение по паранетру. Численное

исследование крае9ой задачи (l), (а)

точки, в которой заданu %, t(О) (Qo ) " по"лпоп"rается, что

начинается со стартовой

рещения краевой задачи, а так!(е систе}tt (6) суцествупт и един-

Д дrr." "*_dа
cTBeHg. Решив (6) и (9), вайдем I(Qo) "
но органи3овать прqдоrrrение рецения по параметру Q , строя

начальное приближение для следупlей точки по oорilулаrr

t, = tr+ h*l
(ll)

.д(О)lt.)= (tr)+ \ dI
dt

где tr= a, }i=fr, о.= Ъ, \ и \ - эаАаннче вели-

чинч, причеri \rО,азнакпси \ уха99вает направле -
ние двиrения по пaраr{етру а .

Но весь процесс окаlется некорректнун, если мU попадеri 9

ок9естность точки ветвления типа'|поворот", rде dэt l0i(t)l-
= 0. и96еrать подобнrх ситуаций позволяет пара"етр"зацпi [l l,
означаlоqая c}reнy парахетра. При этоra пре,{ний параaiЕrр вкпDча -

етса э число неизвестнuх l,t опр€деляется в реаультатс рещенl.i

преобраэованной систенrr (6).

Пусть rru находинся a точкеr где рig вчбран пара етр,и най-

д.нч I(t) , е, Ц, 90 . пд,.r"ttt alt

"='жtlЪ1,1Ъl,tН} .

r SrS"
rsr=r
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8 качестве нового тGкl/цего параraетра мr следtшlей точк, аrби-

рается либо Q, всл" lffl =","*. yno, если

|Фппi = оldt l

ldл lr",*- l#lлarбо

цу, как в пDrло|lении, а

=Z.Oбратиl.tсяк

эа-
{систеrrе линейнух алгебраичGсхих уравнений (8). Ее rrатрица

ийеет блочно-дэt/хдиагональнуО структуру с последниrrи I
полненнuцtr столбцаr.и (си. прилолrенис).

ykareв, как iенiется структура этой матрицl. при пара}rет -
ризации. ЕслИ тек)цив пaраrетОоra являетсЯ Q, то вид rrатри -

и векrор I иriеет вид

, а эектор I
q

(5). Если

рицý q
Ypq
столбец

парaвalро^. aьбирастся перел€нная Уоо , то из мат-
вr.чсркизaDтся стоr6цu, содерхаlиG произэqдц.е по

и к числу 1 запоrrненнrх стоrбцов доба!ляется BGKTop-

О{. Пс" эrо., l прrнин€ет

alц

I= (У, 
r r... rУ. t ,...,Ytqr...lУp-1, q lУp11 ,ql...

У1, l... , У.о r^1 ,. .. , 11, q)T .

Если пaраrrеlроя a.6rраетG, lo , то из числа поGледних 1
за.lолненн.lх столбцо! !ччеркиraетсi сrоr!6cц, содешаций проrlЕ -
воднче по 7r_ и н8 его r.еGто cTa1.1?G, векtор-столб€ч О: .

При это+. Oj = Oi , " 
Ч

1 = (yr r r .. . ry.l l. .. Jtц r. . . r]r.п, lr r...

....lr_lrQrl*1,... rla)Т.

После пsра}rетризации сr9оится начальнос приблипснrе

продоriцения раlения по Bl69aHHoHy парапGтру. Если это

Gтаотова, точкa, то lrcпользуотся ФоDвулU (ll) с учGтон

ш

Аля

бчла

тог't ,



что роль t лiоrет уl*е не прифадлеrать Q .Если точка текуцая,

то начальное приблиlrение экстраполи9уется квадратичной парабо-

лой, которая определяется по значен,.ям I(tr) , Y(t2) ,

dYl
=l r где !, - текуцая точка, а t.t - точка, ей
dt lt = t2

предшествуlоlцая . Д, полученного начального приблиr{ения повто -
ряется процесс (7)-(8). соот9етствуццая линейная алгебраичес -

кая система (8) реrлается етодоц исклочения Гаусса с вuбороll

главвого элейента по qтолбца}r с учетоri параметризации и блоч -

но-двухдиагональной структурч патрицu. При этоr. заполненир ,
обработке подвергаlOтся (ша+l)х(2п+1) ненулевuх элементов.

Полученная в реэультате пря}rого хода raетqда Гаусса верхняя тре-

угоJtьная rlатрица и преобразуOцr€ 9ле}iенlu 9апоt инаотся и ис-

поль9уотся для рещенйя систе (9) и (l0).
При продол]ении по па9аметру lioneт оказаться, что предска-

занное начальное приблиrение дает слп!ко}a 6ольшое число итера-

ций в процессе (7)-(8), тогда предус},rотрен возврат в прежнDр

точку и переGчет начального прблишения с ,а.о. h /2Е'-
2.3. Адаптация у9лов сетхи. Точносrь аппрокси1,1ации исхqд-

ной храевой задачи конечно..ерной сисrеraой сJr]естa€нно зависит

от располоliения у9лов сетки. Алгоgитr. нахоlценил оптиi{ального

располоiения узлов сетки 8 р€Nках заданной раснерности Ц по-

дробно изло ен э [2]. 0н оGнован на приблиtrенноir реоЕнrи урав-
Нения [lr]

l rb
|у'О(-) ]'/'а* = * f lT,"trt 1.r/"*.

аl
В пакете tlElБTl для нахоIдени, yrт(rl) иGпоrrьзуDтся

Yn(X,), KoTop]ue, как э}tдно из (l), удоэлстзоlяот услоэияr.

Y"(xl= f| + + . послG опти..и8ации располоrGнйя у!ло!,ана-



ли3ируотся ll|аги h =х_ t l1t- Х1 , ЕСли встретился цlаг
ha )'-r, гАе Ь - заданннй iiаксиt,tальнuй шаг, то на от-
резке [*ar*л*ri доба9ляDтся новýе узлý|, и раз}rерность
сетки увеличивается. При перерасчете у(х) на Hoвylo сеrку
исllользуется локальный инlерполяционнuй кубический эрrrlитов
сплайн [5].

В пакете предусirотрены следуццие возлtохноGти работш с сет-
кой:

- непод9их(ная сетка Фиксиро9анной разriерности;
- переraенная сетка Фиксироаанной раз},lерностиi
- динаr,iическая сетка.

ý3. 0писание п9оrраиriнь.х иодулей и их прийенение

Пакет прикладнвх програr4я NЕwsТl состоит из 7 програйli:

sТАNDб, NЕIJSТб, РДМШЗ, СЕТКА2, РОRГUs, cAUsPN, soLvPN. Кро,.е

того, требур"ся пlюграl,il,iн FtNК, PRIN и голоЁная програмl.iа MAII{,

написание которuх предоставляется пользователр.

Програя}rа РUNК слJдит мя вuчrсления Функций f(xryrQ,

^19), 
f+(x,y,Q,'\,Б), f|(x,r,Q,r,B), fflx,r.q,r,s),

tj(*rVrё,rrrs) 
" ,о**" 

** . 3десь долtхн.. бь.ть вuчислен..

граничнUе условия lt n 8t и якобиан граничнUх условий.Про-

граr}rа PRIN осуцествляет обрабоtку результатов. Имена PIINK и

PRIN пе9едаотся пакету, как Форt4альнче параметр9.

В голобной прог9анлiе дается описа}lие переменнuх и r.асси -

эов, задается начальное приближение для сrартовой точки, опре-

деляотся входнgе пара}iетрu пакета, а такше осуцесталяетс' об -

рацение к прог9авяе sтдNDб, которая является управляlощей про-

граr{ ой пахета. Взаилlосвязь пакетньlх t од/лей приведева на ри-

сУнке.
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йrп

рRIN sTANDб сЕткА2

рАм}{з

soLvPN NЕt{sтб GАUSрN

FoRPUs

Flпк

Програмиа ШЕНsТб реали9ует итерационнýlй процесс решения

систе}r (6)-(8), а такr(е радение систеi,i (9) и (l0).
[lрогра}rна СЕТКА2 вUполняет оптиr.изациD узлов с€тки.8 про-

гра|.tйе РДММЗ органи9уется gýlбоD текуцего параветра и построе-

ние начального приблих(ения. Ilрограмхu СДUsРN и ýОLVPN осуцеGтв-

ляDт рещение линейньlх алгебраических систей (8)-(t0). FoRFUs

является вспоr.огательной програl,|мой.

Мя практического ислольэQвания иi{еDтся версии пакета длi
внчислений с простоЙ и с двоЙно.i Totlнocтbo. ППП NЕШsТl бi.л оп-

робован на различнuх тесто9uх приr.ерах. СеЙчас он используется

для расчета }iатематических |{оделей газотранспортного процесса

роста кристаллической Фа3ь| в непроточной систеяьl с учетолi riнo-

гокойпонентной дtфФузии и перекрестнь.х эфФектов [3].Эти ,{одели

разработанu в Институте неорганическоЙ хи ии С0 РАН Я.}{.Бужда-

Hori.
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