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0дно.i и9 наиболее из!естньlх проблеa.r, обсуждаеrruх в теории

логиqес|(ого поограйви9оэания , яэляется проблеяа обрабоrки оr-
рицательнuх запросов. Как xooo{lo иавсстно| для лобой логиче-

скоЙ л9оrраl.r.t Р и запроса А, где А - атояная 3аl4кнутая Форl,iу-

ла, r.но естэо Р U (Д) !сеrда coвrrecтHo. Поэтойу l..u не нопеr.

покаэать, что -А (отрицание А) является логическrr. следстаиея

програrнU Р. В силу этого Факта аозникает естественнuй эопрос

обработхи отрицательнUх зап]юсо9 к логическин пgограмrrам,0дним

,з иетодов обработки отрицательн!|х 3апросов являеrс, пра!ило

"предполоrение gаraкфутости нира", которое яrr будеrr в дальней -
шеra наэuэать Сшд-правилоra, Использозание этого правила восхо -

дит х реляционнчм базаl. даннuхrи его неФормальная суlь заклD -
чается a To.ii чyо реляционная база даннuх звает все о тои

9еально.a ,.иDе, коrорtй описЕваетсл этой ба9ой даннь.х. Поэтому

если на запрос А к реляционной базе даннuх получен отрицатель-

нчй отает, то предполагаот, что иr.ест место -А. 8пе9вr.е СЯД-

праaило бьtло расс|.rотрено Рейте9он в [ l ]. В контексте логическо-

го п9оr9анirированиi СПд-правило Morнo описать следушlиt{ обоа-

зоr. Пусlь Р - лоrичеGкая проaрамr.а и А - ато..ная 3аriкнутая

оорнула. Тоrда буден гозорить, что -А вgводиr,tа по СlJД-праэи -

луt если Р U (-д) не иr.еет sl,D-опровсршения. так как отсут -
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стэие sLD-определения для Е U {dД} эквrзалентно Tor.y, что А

не является логическиi следствrеN Р, то -Д araвqдиrа по СlИ-
прааилу, если А не является логическиr. следствrеri Р. Нетрудно

видеть, что сПд-пра!ило я!лястся не roHoToHHs| лраaило}i, т.е.
при доба!лении новrlх aкc9lol{ raнo ecтBo ву!одинIх с поraФtaD С!lД-

праэила loорa{ул raoxeт унень!lиться. Естесt!енно aо8ника€т вопрос

о совмесrности Сlй-лравила. А ,r.eнHo будет ли обlедrнение ло-
гичесхой пDоrраrн.| Р с }.ноrсстао,. auaодиrrх по СlrД-правrru lDop-

a,lул, colriecтH9ra }.нolrecтaola? Еслr Р яaляaтс, l(лаGGйчсской лоrr-
ческоЙ програr.lюal, т.е. конечннв taнoxecтBora униaсрсальнIх хор-
новских предлокений, то отэет на этот вопрос полошraтaль}Uй.

Пусть теперь Т - т€ория ! некоторов ,зuкэ логик, псрaоrо
порядка и Д - эаr.кнутая Форrrула этоrо язчка. Тогда по аналоrш
с 8чщеи9лопеннчн бtдеп говорrть, что -Д aчвод}a}aа по СШ-прз-
вилу, если А не являaтся логический следстЕl.еra теории Т. lЪ-
трудно привести при}€р теории,мя которой СШ-праrило не

яаляется colr.ecтHr}i. Поэтоку поиск pa3yвHtx оrрaниченrй на тео-

рио Т, при Koтopux СlИ-праaило будеr. соэнестнUr., прaдставляет

интерес для различнýх его привенений ! ?со9ии ба9 данн9х l,l !
логическоr. прогDацr.ировании. ТакrДагер [2] показал, что еGли

теория Т слабо счетно категорична по r.одlrю нGхоторого aнопе-

стаа предикатнuх сиraволов и обладает свойстaоra пересечения, то
сwд-прэвило ма т будет соэt естннt|. 0тсода как следсtвrе 1{м

получен сл€д)mllий результат: clй-npa!иrlo дл, слабо счетно хат€-
горичнtх и}цуктивнUх ба3 данн}aх являстся совнестншa. В той le
работе ,rlrагеро.,r бчл поставлен вопрос; будут ли вuUеукаэаннЕ

реэультатч остааатьс, истинньчiиrесли условие слабо счaтной ка-

тегоричности 9аненитl на усло!ие попнотr теорrrи? Данная стэтья

посвяцсна решенио этого вопроса.

Пусть Е - хонсчная или счетная сигнатура, содGрl€цая rio

крайней н€9е одну константу. Пусть Т - теорri и Г- t0орt ула ло-

гики перaоrо по9rдка сиrнатурt Е. Тогда эu9аlеняе т F Е обознa-
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чает Tol Оакт, что F вь.аодиraа из т с по..оlцьо обфqнUх аксиои и

правил вgaода логики первого порядка с рааенст9оr.l. Теория Т

назUвается кесов.aествой (лротиaоречивой), если ка)хдая Фор}iула
сигнатурu Е вшводиr,rа из т, в п|rотивноt{ случае теория т фазч -
вается со9местноЙ (непротиво9ечивоЙ ) . Как xopolilo известноrтео-
рия Т со9хестна тогда и только тогда, когда Т имеет модель,
т.е. когда сlцествует raодель сигнатурв Е, в которой истинны
9се Оорi.улu l,l3 Т.

Под логической проrраrrной сигнатурч Е }ru будеи пониriать

конечфое r.HolrccтBo эr.Dаrений вида д + Bt, ...,вп, где д,в|,...
....В - ато..нче lМrулU сиrнатуй. Е и пzО. 8uражение-п
д + Bi ,. . . ,вп t.oxlнo пофинать как логическуD оорхулу виАа

vx |...хп (Bl n ... t Вп+Д), где хl,...,хп - пеDененнче,вхо-

дяlие в вураlение Д + Blr...,Bn.
Пусть Р - лоrическа, пDограl.ва. тогда лолоrи.4 сшд(Р) -

. ( _д! д _ осноaной ато и д не являетсi лоrическхlr следст -

aиен Р}.
пРqlЦоrЕн]rЕ (Рейтср [|]). Для л,обой лоечческоа про-

2радлd Р цноrеспво Форлал Р U СПД(Р) со9леспfо.

д(жА3АтЕльств0, В силу Tcoper.y коr.пaктности достаточно по-

казать,чtо дл, л!6оrо конGчного riнoпecтaa s из СНд(р) r.ноrесt-

aо Р u s соaнестно. Прсдпоlrопин протrrное. П!rсть SE СНД(Р),

5 . (еД,l...l ^ао) и r+rolecTBo Р U s несоэ..естно. Тогда lDop-

п
пула V д

i.l 1
i!лiaтса лоrическиra следствиен Р. В силу свойств

лоrических проf9аl.iи получаеt , что тоrда некоторое А. является

.ЛОrическиl"l сTеАствис" проrраивu Р, но это лDотиворечит To'iy r

что -д € сflд(Р). такин образоlirl.ноrсст!о lDор}rул Р U снд(Р)

совNесlно.

Далее, еслИ не оrовор€нО лротиaное, ТО под теориеЙ и Фор-

нулаiи l.r будеr пониNaть 
'еорир 

и ФорraулU с},rнатурý Е, конеч-

нуD последовательност} t |,.., ' п терхов сиrнаtурu Е буден
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обозначаlь через Е, и вUрахение P[i] означает, что все сао-
бодвне переr,rеннЧе Фор}rуль. Г содерхатсЯ В r. Обоsначиa.r 

"е-рез QF rrнoxecтBo бескванторнUх Фоф{ул. Tep}r (Форнулу) сигна-
.турu Е без сэободнчх переr.еннUх будей назIватr основнIи тер-
л{оr,t (осно9ной или заr.кнутой Сррвулой).

в [l] РейтеР авел понятtс ctrlA- правrла, хоторое в это.:i
статье riU б)aдеr использоваrь в следушlен aaце. Пlrcть т - тео-
риа и Г - некоторое raнo.iecтBo 9araKHyTIx Форцaл. Определrti вно-
recTBo NEGr(T), полагая

МGг(т) = { -дз д Е Г l д не эчвqдrrrrа rrэ Т}.

Пусть теперь спАг (т) = Т U NEG|. (Т) . 3аОlксируеrr B=tPl ,..
...,Рrr) - иноtllество предикатнчх Gиra!олов с}rrнат)lрU Еrи п)iсть

Ео = Е \Е. ТоrАа если г . tP(E}: Е - набор ocнoBнux тер-
}.ов и Р € !) , то поrcrrиr.r СWА" (Т) a СПАг (Т) . АнarюгrчнIе

Форхr определен}rя Сw\(Т) рассiатDr.ались Дхагероrr [2]r а

такlrе генесерезом и нильсоноr.r [3].
Paccвoip.{}r теперь след)lощrй пр.ýер. пусть сигнатура Е

содешlит кофстанtu аrь и одноi.естнчй прaдикaтнчй сшlэол Р

и пусть Т - {-(а=Ь), Р(а) v Р(Ь)). Ясно, что Р(а),
Р(Ь) не вlвqдш.ýl из Т. JlоэтФrу Сr{Ъ (Т) - Т U {-Р(а),

-р(Ь}},здесь 9 = tР}. Следовsтельно, спъ (т} F'P(a} &

&^?(Ь). С другой стороЁч, СrlАр (т} F р(а; V р(Ь). такиrr

образой, теоD}.я сwъ(т) проти!оречиa8, хотя р,.сaхдно, что

теория Т непротиворечиэа . В свr8и с этria !оЕник8ст aоatDос.Дл,

каких теорий Т и lноrестза Фо9нул Г Teopr' СtlАг (Т) }.Gпоо -

tиворечr!а? 0твету ва этот вопрос |'l nocвilaнa даннаi стaтli.
пусть }l - rrqдЕль сигнатурt| Е r.r R,фG(оторIй сигнат,урнЕй

сивgол. Тогда через RM будец обоа}€чать интеDпрGтацпo crнBo-
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ла R в rrодaли П. Если El Е Е, то череэ H}El обозначиrr обед -
нение rодели Н до rодели сигнатурu El .

0пРЕдЕлЕниЕ l. пусть }t r N - rrодел, сигнатурu Е. говорят,
чlо r.оделИ Н laN pagнD по нодулD Р tt,t = N mоd !), если
м|Ео- Nl Ео

0пРЕдЕлЕниЕ 2. llодели к и N сигнату9U Е назuвао, иgо}rорФ-

нurиl €сли суцествуе, такое взаиriно-однозначное отобрацение Ф

}rеtцу}lиrlrчто

t) o(fм {п, ,... ,mп) ) fм(Ф(tпl ) ,...,Ф(Iпп) ) ;

Ф (о(m!},...,Ф(mп))2) (m,,...,mп) е вМ

мя лa6Uх эленентов ml ,...,mп из Н, Ф)aнкциональнuх и предикат-
нuхсиr.вqrtо!fиRиаЕ.

0ПРЕДЕЛЕНИЕ 3. !tодели й и N сигнатурt| Е назuварт изоr.орФ-

Ml Ео Nl Ео

N€R

нrO.и по !.одул0 Е (lt :tl rпоd Р), если r.rодели

изоr.о9tDнU |(ак нодели сигнатурU Ео.

Нетрудфо видеть, что Nодели П и N изоr4оЕФнU по модулр !
тоrда и только тогда, коrда суцествует такая }rодель ili сигна -
TypU Е, что Hl ра!на }l по rодуло Р и изояорФна N.

0ПРЕДЕЛЕНИЕ Q. йодели сигнаrуDý Е назrваотся элеr.ентарно

экaиaалснtнDllи , !l 
= 

N, если фa них a9полняется одно и то хе

lrнotiecTao заrхнуruх lDорнул.

0пРЕдЕлЕниЕ 5. }iодели сиrнатурu Е назuваотся олеr.ентарно

эк.и!алентн9.и по !.iодулю Е Gl = 
N mоd Р), если lопели М}Ео

,r NlEo эленента9но экэивалентнu как 
^lодели 

сиrнатурU Ео.

8эедеr понятие пересечсния Nоделей по отнqдеЕrD к яноке -

ctвy предихатнuх сивволоэ Р.пусть }i и N - поАели сиrнатурu Е и

м=Nmоd Р. тогда пересечение м п N моделей й иN опредс-

лiется следуOцr.r. обDазо,i:

l) нос}rrель n N оавен носитело ;

Z) fмпN - fШ = tN;

,
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3) RмпN = пМ n пN

мя л!6ого Функционального и предикатного сиraвоrlов f и R вз Е.

0пРЕдЕлЕниЕ 6. Пусть т - теорrя. Бу4ен говорить, что т
обладает свойствов Р-пересечени' , если для л!6r.х двух tiояелей Н

и N теории Т таких, что М = N поd Р, пересечение МПN -
нодель т€DриI Т.

Класс теорrй, о6rrада!цих свойствох Р-пересечения, весьна

lлирок. напри}aер, лобаi логическая проrраttlа обладает сaойстaоa
Р-пересечения отфосит€льно эрбрановскrх Nоделей, если Р Gовпа-

дает с цноl€ством всех пЕЕдикатнчх сrlмволов, aхqдяlих a эту ло-
гическуD лрограrariу.

теперь приведеfi лриr.ер тео9ии т, которая обладэеr свойст-
Boti Р-пересечения, но длi которой теория СIlЪ (Т) неGоar,Е -

стна. Д, этого Haм понадобится сrtеАуцlее

0пРЕдЕлЕниЕ 7. гоэорrт, что теория т полна по r.од).ло е
(или Ео-полна), если дrlя лЕбой завкнуто.l Фо9.,уrrч F сигнатурU

Ео справедr,лво в точности одно иэ дaух: лrЬ Т F Еrл.rбо Т F'F.
Теория Т неполна по r.одуrт Р (rли Ео-неполна), сслrr с)пцест-

эует заl,tкнутая Форцула F сигнатурu Ео такаr, что Е t. -F не

вtводrtlч из Т.

Легко вlцеть, что если }l и N - произвольнlla ноделlt пол-

ной по иодуло Р теориr, rо li{ Е N поd Р.

Пусть То - Ео - неполнбя теорrrя. Тогда суцествует заr.(ну-

та' Форirула F сигнатурч Ео твкая, что Il и ?vPHe вuводrr.чl.з
Т. Предполо|aи}r, чrо То иrrеет t.qдель ноqности боr!ьUе единrцll.

ПусYь а. Ь - ювце KoHcTaHTraUe сlо.вqпU и Р - yнapнrj предr(ат-

фчй си}iаол, не 9ходяцие s Ео. Тогда полошraaa

T=ToU{alb) u {vx[(B а a=a)v(-Pax=b) +P(x)l}.

Очевrдно, что Т обладает свойстэо}r Д-переGсч.нrr, гдэ е, {Р}.

нетрудно видеть, что из т !ч.одива lDорi.ула Р(а) v Рф), ,{о нс

вчводимч р(а) и р(Ь). Спедоватсльно, ФоФ.)/лr р(а) V р(Ь) l
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"р (а) ! -Р (Ь) !U.одихU .rз СtlАр (Т) . Тахиr,r образоir,

сI,|AP (Т) - пJюt}{aореч]itа, Teoplrr, arкак легко видеть, тёория Т
нaп9отraорaчи!а. Ilycтb тепсрь все xlодели теории То одноолсraент-
Hrc и Рr, Р2 - ноaЕ пrЕдr(атнUе схraолt, не входяц}ra

Тогда полохrrн
Еоl

Т =То U {Yх(F о х=а-> Р| (х))) U {чх(-г t х =а -ъ(х))).
Тогда aналоrично прGдlд!цеву тaо9иr Т нспротrворечи9а и обла -
д.ст сaойстaоr. Р-пеDес€чGни,, а тaори, СПЪ(Т) проти.оречи9а.

д!лaa пqд Gчетной r.одGльо будGfi пон}.rа-ть r(lдсль, r.оцность
котороl не болшlс чс.. Ф, rдG Ф - пэрэuй бесконечнr.й ординал.

0пРЕд€лЕнrС 8 (lЬагср [2]). теория т назUэаеrс, слабо

счaтна катсгорrчной по rодуrl е, если Т иr.ест счaтф!/о riодсль

и ,Еб9a дaa счстнЕ r.одaли тaориr. т иЕо.рро+lll по }.qAyrт Р.

ЗАНЕЧАНИЕ. 0чэa..дно, что слабо кaтеrоричная по }rодулD Р

Teop.lt поrrна по rroяyrE Р.

0пРЦЕлЕнlЕ 9. тaорхя т обладaст с.ойст.о}r заl.кнутости о6-

пaGти (DcP-caoйcTao.) , Gсли слссrtlrот тaхие ocнoaнr.с lc9riu
tr,...,tn. что Т F Yx(x - tl v ... vx = tn).

HGrDymo a.{rlaTL r i|To еGлl Tcopt, т облaдаст DсР-сtойст-
aoaar lo Т слабо счGтно кэтaгорична по rrодулD Д тогда и только

тоrдa, коfда Т поrrна m ходуrr е.
Дt, дал}нGlшrо Har потребусrс, определевиa Д-позитиarrой

.. д-нal,aтиaфо& aор.улu. вaеАец эtо по тис индrкц}.сй по слол -
ностl. 0ор..улн.

l. 8се 0ор.aулу сr{rнaтурI Ео ,rлiотся Р-mrхтиaнsiir ,
Р-нar!тl.aнrrar.
r.oa х Р € е, ,aпr€тс, Р-юаиtиaн.Я 0о9r.уrtой.

2. Есл]. Р - ?-поarтиaнa, (Р-нэгатиrнаl) Qор.улt, то

(P-пoll.rlrHar} Фо!вулa.

кrrдa, lrоо.ула a]rд, РФ, rдс Е - набор тсс -

'Е -. tьнGrатraнri
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3. Если F, G, Н(Я - Р-поrитr!нчG (Р-нсгатиrвlе) Форrrу

лl, то ФоDr.}r,,r р & G, F vG, Yx Н(х) и !!r Н(х) ,э-.!потGя Р-по
аитиaнч.rr (Р-;эrатrrrншrи) aоф.!rлaви.

4. Если F - Р-позrтхrна, (Р-нсгатrrrнаr).r G - Р-нсr.тrr -
ная (Р-поэитrrlная' Форr.уrч, ?о Фор.ула F + G ,rлrcтс, Р-фе-

гатиrной (Р-поrl.тraной}.

0пРЦЕлЕн]lЕ l0. п!,стr н r ll - ..qдэлr. сrrнатурr. Е. нqделl
N наgr..аGтс, Р-9асшtlрaф.rэi l.одсл1. tl. i sP Цacл.r Ш * Ш шdJ

" #S Л м, r$oro Р иs Р. ltcдGrtl tl наr]rазтсl собст.энвr.

!-расои9енrrеr rrод.л, Н, 
' 

(" 
", 

.спr }t Jр Ш 
" 
fl С Л ,ря

некотоgого Р }r! Р.

Клaсс Р-по!rт].aнUх Форaaул прl+.aчaтGлaн тэl., чrо !-marTlr-
Hrae ФорЁулr уGтойч]aш оtllосllтaлtlэ P-pacrrpCнrl, a lqaн}lo спр!-
.едпизо спaдlmlеэ

прЕд|OrЕНlЕ |. Пчспо IUN-доOзлчсчеrlапgра Eu
u а N. ПреОпо!lоа/д,чпо Р[Я] - L-tlоэuпuсNая, ч G[i] -
Р_- нZ z апuвхая борrrулс. ТоеОа Ол8 лобоео tзабоIм i эле-
ценпов uз 14 справеdлчва cLBOyw|uB Uпоеwавluя:

al uэ ucпuxttocalz Г[iI lla доOвlaч l слеОUвп ucпutl-
lоспо г[il ха Ш,

бl uз uспuхноспч c[i] lа лоо.лч l слвOчва ucпurl-
воспа G[Б] яс !t.

дOlGздтЕльст80 ,прсллreфr, oi.Cfirлr.o .t про.qt тс, 1. цl/l -
ци.й по GлшЁостll aоp}iул гtil l Gtil .

опрцшЕнхЕ tl. Пустr Т, l Т, _ TGo9.r1. с].rн."уDr. Е l Г -
rlэKoToPoG lH GcTao aa|aK|O/Tux 0оо..чл. Тоглa Т, HrrnrTcr Drc-

lr9aнlicl Тr, сслlr дr!, ,!6оa l.a.Iнутой aо9aaуr: Е alroп lo сЕ-
д'цсGi }.a Tt } F crr.лllcT т2 } г. TGoBt, т2 l{asr,тсl rorc,D-

aarиfilga pacr.rpcф}.Gx Т| о?носrтGлrно !.ll*G?aa aa,5lrлlx laoD-

..ул r, GGп}. Т2 taлraт9, pacf,.pcнr.G!. Tt , .ý Т2 } l Gлзд!Ет

Т. Ь t дл, ,!6оt Оо9..уD ! l.! Г.
l
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тЕOРЕнд д (Дrагср [2]). Паспь ! - паlсая пеорця cu?-
напурс Е, чпо

1l пеорuя Т слабо счепlо капе2орuчна по лоdулiо

Е,
2l пеорuя Т обааdаеп свойспвоц Р-пересеценuя.

Тоеёа пеорuя с!lъ (т) являепся консереапuвнал расчJu-

рэнuед пворuч т dля хласса ?-позuпчвllаr, осцовна,
бордал,

слЕдст8l{Е А (Дrагер t2ll. Пуспь Т - пеорuя сu?цапурd
Е. ПреОполоrlrд, чпо Т слабо счепно капе?орuчна по до-
dул,о g u облаOаеп свойспвод Р-пересеченuя. Тоzdа
йеория СПЪ (Tl хепропuвореччва.

ТепсDь покаt|Gх, ч?о Teope}ra А и следствие А остаDтся

спраaедлrвrr.l, если ! Teopertc А условие слабо счетной катего -

рrчносtи по rrод!,лa Р за|.евить усrк}!иеli полвотrl теории Т по мо-

дуrп Р. Д!i яоl(a3aтсльст!а этоrо Факта н€помниt. некоторuе оп-

9сделенrl.
Пусть I - нaкотороG непусто€ rнопGстао. Тогда сa}rсйстaо D

подra|{оtестa хно aстaa I назl|aается Фильтроr. над r, если ar-
полнrотсi след!r]ir.е услоari :

|) rяD, l€D.
2) Gсли х.У€ D. то xOYeD,
3) если x€D ихсYсI, то Y€D.
ФилDтр D нaд I назIa!етсt гл8знуt., если D = {х сI|Yсх

дrr, фскотоDоrо нGпустого подr.ношсстtа Y из I}. Филlrр D над I
назуaастс, Gчaтно фсполl9| (оt| -неполнчх),сСли cylacтaye, тaкос

счетноэ r.нo ccтao В cD, что п х # D. ОчG!идно, что счстно
)Gf

фGполнrj aшlrтр нс taлraтGt глвaнlц. Оилrтр D над I нэ!Iaаa?-

Gt ул}трaФилlт9О... еGлrr м' лфого х с I либо Х € D, л,Ь
I\x € D. Хородо r.raGстlФ, чrо длl ,t]6оrо бсскоя'чноl,о ,tнo c,

q8



ства I слцествует счетно неполныЙ ультраФильтр над i. Пусть
(u.з i € I} - сейейство l.iоделей сигнатуры Е и п),сть D - Фильтр1

над r. Тогда через Ц U. обо9начиr. Фильтрованное прои9веде -u1
ние (U!: 1€ I} по иодуло D. Для Фильтрованнчх проиэведенийt
справемиво

УтвЕРхдЕниЕ. паспь lvLэ i € I) - седейспво цоаелей
сu?напурd Е, Е. ý Е u D - фuльпр наd l, |оеОа u!пе -l
-еп цеспо равевспво ПD (Ui lEt ) = (ПDU1) lE1 .

Лусть fi - цодель Gигнатурц Е, Д - носитель Н и Х Е Д.Тог-

да чере9 Мх обозначиr. лростое обоrацение r4одели й. fiодель Н на-

эь.вается Ф1-|iасrщенной, если для ках(дого счетноrо подцноr(ества

Х йнопества А всякое coвi.tacтHoe с теорией Тh(}1*) мнохество

Форнул Г(х) (обогаценной сиrнату9U Ех) от одной свободной пере-

венфой реали9уется ! нодели Нх, т.е. суцествует такой 9леlrент

а иэ Д, что мя лrбой Форlrулч F[х]€ Г(х) в l,tx,стинна Г[а].

тЕOРЕ А (Еплова, кейслера). луспь (U.: i е r) - се -
цейспво лоаелей сuенапура Е u D - счеmно хеполнdй

ульпрасuльпр на0 I. То?Oа альmрапроuзвеёенuе ПоUi

являепся Фl-насчценнdл.

Теперь сФориулируем основнур теоре у данной работu.

TEOPE}rA t. Пуспь l - пеорuя сu2напура Е u Г - не-
копорое лноuеспво залкнупdа Р-позuпuвнаЕ борлал.
Преdполоru!4, чпо пеорuя Т аОовлепворяеп слеауюцuл

асловuядi
1l пеорuя Т полца по лоёалю У,
2l пеорuя I облаdаеп свойспвол Р-пересеценця,

Тоеёа пеорuя СwАг (Т) являепся консервапuвнал рас -
щчренuед Т аля класса Р-позuпuонаz, залкнапuI фор-
цал,
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ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Предполокии противное,т.е. что cyoiecтByeт

такая Р-позитrвная заькнутая Оорвула Г, что стдг (т) F F,
но Е не бuводиr.а из Т. Тогда наЙдется конечное нно!Gство s з
= {"Ft,...,-Frr) отовчаний Форl.r)aл и9 liфожеGтlа Г такос, что

TUSFF. (+)

По определсниlО сwАг(т) Форйулa F. не вuводиriа из Т мя
всех i = l,...,n.

Пусть l.t - тахая нсдель теории Т, что Формула -Г истинна

в Н. По теореме 
'Ъвенrейrrа-Скулеr,а 

llollнo считатьrчто Н - счет-

ная йодель. Аналогично мя кахдой qормулч dF, из s суцест-
вует такая счепrая }rодель Ъ теории Т, что lфрцул€ "Fl'i
истинна в N_ . J|редпоrrопии, чtо коlilсчна qднa из }rqделей i,

l
Ч., t = l,...,п. ТогАа э сил!, полнотU теории Т по хоА)rлD Р

l-
все эти ,iодели конечнu. Так как кофечнце элс}aентаоrlо эк!ива -
лентн!lе иодели и9оt орФнu (crr. [Ц, с. 48]), то |iодели }t и Ч ,-t
где 1- l,...,n, иаоr{орФнu по l.одулD Р. следоlатсльно, м,
каtfiдого 1, ! S i Sn, с)цэств)rет такая r.одQль ItЪ сигфaтt рI

Е, что l.i = ъ mоd р и riодели
\" \ 

и!оiорФнч. пусть

п
м| =мп ( п ц). тогда в силу ус.повиr 2 }|i ямястся но-

1-1 't
дельо теории Т. Так как ноделr М и Ц ,влtDтс, !-оэсшре-,t
нияr.и модели l.i'ra "F и -Е, ямптся Р-негатr!фst.. aор у -
лаrи, то по предлопефхо l фориулU -F и -г1 ,стинна a l|i

дл, эсех 1 - l,...,n. СледователLно, Itli - |iоделD д!, Т u s.
но в!иду (r) Форr.ула Р }rgТинна r l,ir. llоJtllч}tли протraо9счr.с G

Ter., что Г не B9вqдrr.a }rE Т. Taкr}r обрagо., TF F.
Пусть теп€рL }l, llЕ.,...,ШF - счетнUе GacKol{araнE ходвл!l

|ц
и пусть I - счетное нноцlаGr!о. 06оgначr+r чсDс8 D счстно ttэпоrl-
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нuй ультрафильтр наА I и полоlllиll

ультрастепен9 йоделей }l и ч.1
р.}.ь. Еплова, Кейслера Ei,

Й = ПоМ, frг, = ПоNг,

соответственно. В сrлу тео -

Ъ, - Ф| -насuценные rаодели. llo тсо-
]_

ъ.l

рехе о мо{lности ультрапроизэедения (crr., наприrrер, [5, тaорa"а

8.9, с. t35]) получаеr., что йolllнocTb ходелей ра9на Фl.Jlосколь-

ку л!бая модaль элеi.ентарно эквиaалентна сaоей ульт9астепени

" ,"одеrrп Й 
" 

Еa. эле"е"rа9"о эквивалентнu по водулD Р, то в
!.

силу сдсланного вччlс утвеD{дения получае|ai что l,юдели М- п Гъ1
элей€нrарно эхвивалентнU по ,,rод)aлD Р. 0чевидно, что l.tод€ли

Йlrо " Чl"о являlотся Ф|-насшеннu..и. alоэrо}ау r.одели йlЕо

, 
\}rо ""о.ооонu 

(crr. [5, c.l38]), т.е. иодели Ii п

,эо.орФнu по иодуло Р. Но тогда дл, лобоrо t, ls,is п, су-
|!€ст.ует ,оп"п" !r., ра.ная Н по r,rоАуло Р и изокооФная \.-i '1

-п-Пусrь l|' =М П ( П Ц ). Тогда, повrоряя рассуtц€ния,при!еден-
i.l 'i

Hrae !чt€, получи}i, что на l{l истинну Форr,rулU Е и -F. Получен,

но€ протиaоречис показu!ает, что Фош},ла г aUзодима из Т. Та-

киr обрaзо+{, теосия CllAa (Т) ,вляется консе9вативнч|i раqшире,

нисra теории Т.

слЕдстВиЕ l. Пуспь Т - пеорuя сuенапара Е u Г - хе-
копорое аноrеспво Р-поэuпuвнаr, эалкlаmuа борлал.
Праdполохuл, чпо пеорuя Т полха по !аоOулю У u обла-
Оаеп свойсmеод Р-пересеченuя. Тоеёа пеорuя СПАг(Т)
хепропuворечuеа.

тrк кaк слабо счстно кэтего9ичв!я по яодулD Р теория яaля-

aтся поr!ной по водулa Д, то rеоре}ia А и слaдст9иa А lulaKaDт

rr! тaорGrц t и слсдстrиr !.
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Исполь3ул р.,jуль.rатв, полученнýе выц,е, исслaдуей вопрос
совi4естности СWД-пра9ила для индуктивншх баз даннuх, Для это-
го сначала напомниr определение П-Форiiулц и 

'-ФоDиулы. 
Индук-

ЦИеЙ пО Сло(|iосТи Форr.!улн полагаем, i|To

l) всякая QЕ-Фор1.1ула явля€тся одновревенно и ll-Форrулой,
и Е-Формулой;

2) если Г является П-Форпулой (Д-Формулой), то ryF яв-
ляется i-Фор}rулой (П-9ормуло;; ) ;

J) если F и G являlотся П-Форrrулами (Е-ФоФаулаци), то F& G,
FV G - Л-qэрrrулu (r-Форя:/лн) ;

4) если г- л-Фор..rула (Е-Фор}rула) иG - Е-Формула (п-оloр-

мула), тоГ+ G - Е-Форнула (П-оорr.rула);

5) если F - П-Форл.ула, то vx F является П-Форirулой i
6) если Р - Е-Форйула, то Зх Г является Е_Форr.rулой.

xopoOJo известно, что для [|-Формул и Е-Форr,rул справемиво сле-
дупцее

пРЕдлOlЕниЕ 2. Il:,rспD 11 - поdлоар,лD лоdелu N u

F[i] - П-lор,.Iулс, а G[;] - Х-форлула, Тоеёа d.4я лю -
боео набора элеценпов Й из М

1) еслu г[fr] испиаяа в tl, по F[й] zспинtа е t{j

2) еслц G[Й] испиlна е N, rro G[i] испинна е tl.
Пусть Т - теория. Тоfда через Т-(Р) обо3начий нно(ество

Фор}rул из Тrне содер)хацих предикаrнuх сиr.{волов из |rи полохиrr

т+tг1 = т11-(91 . ясно, что т=т+(р)uт(g}.
0ПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Неп),ста, совокупность Т эамкнутчх Форв).л

сигнатурч Е наз9эается ,ндуктивной базой данннх дпя Р=(Р1,...
...,Рrr}, если каl(дая форr.ула ,з Т+(Р) 

""еет 
оАин иэ слеАупlих

видов:
(i) v х-(F[I] -> Pi (;) ) ;

(1i) в (g) .

rде г[i] - Р-позитивная Форнула, а Форхула в(9) соде9жит толь-
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ко предикатные символы из Р и является Р-негативной. Индуктив-

ная база данных мя Р называется Е-индуктивной, если Формулы

Г[r] в <i) являlотся Е-Формулаl.tи и Фор..lулы В(Р) в (1i) явля-

rотся П-Формула1.1и.

ЛtММА 1 . Бсяrcая uнdуrcпuвная база 0аннах 1 0ля Р

облаdаеm свойсmвом Р-пересеченuя.
ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. tlycTb М и N - такие 1.1одели теории Т, что

М = N mod Р. Paccr.roTpиl"t 1.4одель МП N.Oчевидно,что МП N Sp *,

М П N Ъ N и Форl.,tулы из Т Ц) истины в М П N. В силу предложе-

ния l лпбая Форttула вида В(Р) пз Т+(Р) истинна в М l1 N. Пусть

Форл.lула из Т+(Р) иr"еет следуюций вrд;vl'(Г[i] + Br(I)) и пусть

Б - набор элементов из М П N. Предполо)i(иl"|, что FiБ] истинна в

м П N. Так как F[;] - Р-позитивная Формула,то г[Б] истинна в М

иN. Следовательно, Р,(Й) истинна вМи Nипоэтоl"tу в МПN.
]_

Такиlл образом, Фор}lула V;(Ft;] +Рr(Т) истинна в l.iодели М П N.
1

Поэтоlчу М П N - r/tодель для Т.

ТЕOРЕМА 2. Пуспо Т - пеорuя сuенапара Е u Г - не-
?€оmорое мноýеспво замlснцпw$ Р-позuпuвнw* формул.
ПреOполохuл, чmо пеорuя Т аОовлепворяеп слеOчюшuл ус-
ловuял:

1) пеорuя Т полна по лсdулю Р1,

2) пеорuя Т являепся uнОукпuвной баэой 0аннаа

Оля Р,
ТоеOа пеорuя СWДг(Т) являепся консервапuвнам расшu-

ренцел Т 0ля класса Р-позumuвна8,залкнапа8 форлул,
ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0 непосредственно следует из лерi}lы 1 и тео -

реr.rы l .

Из теоремы 2 следует

ТЕОРЕМА 3. Пуспо Т - пеорuя сuенапарw Z u Г - не-

коmорое цножеспво залrcнапыа Р-позuпuвнаr формцл. Преd-
полахuл,цпо пеорuя Т аdовлеmворяеп слеOающuм асловuям.
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1| пеорuя Т слабо ецепно хапееорuчна по цоdул!о

-],
2l пеорця Т являепся uнёакпчзной базой dанцd,

0ля Р_.

Тоеdа ,,.еорuя СvrАг (Т} являепсd консервапuвнал рас -
llluреццед ! Оля класса У-позumuвнdr, задкцgпd, фор-
лvл ,

Из теорейч 2 и Teopellв 3 получаеra следуццие два следствия.

СЛЕДСТВИЕ 2. Пуспё а - пеорuя сu?напарu Е u Г- Rе-
lconopoe днэхесцво за!4кнупdс р_-поэuпuвнdI фсрдул.
Преdполохuл" чпо пеорця Т полна па лоОgлtо L ч явлл -
епся uнOчкпuвной баэой dаннd, 0ля ?. ?оеdа пеорuя
СWАг(Т) нехропuворечrва.

СЛЕДСТВИЕ 3. Пуспь Т - пеорuя сuенапура Е. Преdпо-
лохltл, чпо а слабо сцепно каqе?арuчна по лоOулю Р u

являепся цнdgкпцвrlой базой dанпur Оля 9. Тэ?dа
пеория cwAP (Т| цепрапцворецчва,

Пусть Т : иядуктивная база даннчх для Р. Тогда для каrlдо-

го предиката Pi из Р обозначии через Kl множество таких фор-

мул Fli], что Форl.tула V;(E[;' -> Pr(i)) поинаплеrrит Т,и по-

Лояиr.r G.[il = V Г[il.Пусть Н - модель сигrlатурн Е. Тогда для
' pq(l

каtl(дого ординала с построин такуо }4одель Иq,что Н.Но mоd Р,

и если ot < Р,то Мс Sn \. Если с . 0, то полокиr4 iо =

м
= м поd В и Ёi=6l для лDбого Р1 € Р. Если теперь ординал с

преАельный, то полоrirr. Ч = U }rA. Пусть теперь орАинал о не-*B<q,

предельнвй. Тогда йоделЬ Ма определяетсЯ следушlи}r образои,Но-

ситель Нq равен носителО 
", 

*: = RM дп" эс"" R € Ео и для пре-

дикатного си..{вола Р. из Р арности n полагае!r
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{( m,,...,rп)}lС[rt,...rrп] истинна в Mc_l,

если !i,. l ф,

}Д, ".n" Ki = 0.
Покажем, что Мс S, 

'в 
для лtо€ого ординала В > с. Мl)жно счи

тать, что 0 - *"пЙ"льный ордиt-tал. Ес.пи g = 0, то все ясно.

Пусть о> 0 и для всех ординалов 1,, < с имеем Mu S, Mu лля любо-

го ординала Р > т. Если с - предельныЙ ординал,т" Ч = |.J Мл_.О ya,, Т

В силу сделанного преАполох(ения М., S, Мu.Поэтоlиу Мо Sp мВ.

Предположиl,t,что ординал с не предельный и Б С Р%, где ;
некоторый набор элементов из М. Тогда по определению Мо полу -

чаем,что С.[Б] истинна в Мо_r. Так как ординал Р непредельный,

то q,-1 < 9-1. В силУ сделанного предположен"" Мо-1 Sl 
"u-,

и ввиду Р-позитивности Форliулы Co[ii по предложенио 1 получа -

er"i, что С.[Б] истинна в Mg_l. СледовательноrБ еГ|В. Таким об-

разоl"t, показано, что Мс S l "u. 
Поэтоr.rу суцествует такой орди-

нал y, на Koтopol{ цепочка ttоделей Мо стабилизируется. 06озна-

чи}r }iодель My через IND'(MrT).

Пусть теперь М и N - tJtодели теории Т, причем М = N mod l.
Тогда трансФинитной индукцией по ординалу q нетрудно показать,

что для любого Р. из Р имеет r.tecтo вклочение В|. S В|. Поэтоl"tу

INDр(м,т) S, N. ясно,что Формулы из Т вида В(Р) истинны в м и

поэтоr.tу по предложенио l истинны в IND'(М,Т).0чевидно,что Фор-

tttулы из Т вида v;(}'t;] + Гr(i)) истинны в INDр(м,Т). Следова -

тельно, IND'(MrT) - модель теории Т. Такиt.r образом (см. также

[2 ]) , справйливо следуюцее

ПРЕДЛOХЕНИЕ 3. Пуспо Т - uнёукпuвнuя база )aHttbtx

0ля Р и М - лоOель пеорuu Т. ТоеOа сашесlпвуеп лоdелt,

IND'(M,T), облаdа|ошая слеdающuлu своtiсrпвамu:
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|) м = INDP(M,T) mоd Е_;

2) INDP(M,T) - нодель lеории Т;

3) если N - модель теории т и м = N mod р, то

INDP (It{, т) sP N.

ЛЕliriД 2. ПуспD 14 - .иоdель сu2напара Е u Т - uн-
0укпuвцая база dанца, аля Р. ,Преаполохuл, чпо D -
,льпраФuльпр наО I. То?dа INDр(ПDl4,Т) = ПоIND"(}|,Т).

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Достатоqно пока9ать, что для t одели }t и

построенной из Н r.одели l{c аuполнийо равенство (ПоМ)о. ПоЦо,

где (nDi,!) q - !tодель, построенная из ПDМ. Действительно, пусть

rr - t и Р, € Р. Jlредполохин яо a 
"jnDn)o' 

Аля некоторого

набора эле..Ентов из (По}|)о. Тогаа ! силу определения

интерпретации предиката Р* в моаели (Пfl)о получаем, что

G.[7о) истинна в (ПD}t)о. Следовательно, tjIc.t7(j)] истинна в

Ио} € D. Но тоrяа {j|Br[?(j)] истихна в йо) € D. llоэто}rу

Р. Cfo) истинна в

Пусrь теперь

полниl"lо равенство

пDм '
q ) |,

(ъм)

(

Еосв,
= поШв

n#'o 
"on" всехВ<с вь.-

. Тогда если о - предель -

гD Ер

в
(п

i
ОШ9) 

для некоторого ординала 9 < о.нuй ординал, то

Следовательно, Ъ."
(п#)

l

Ч) € D. Так как моАель

В, , no"r*y (jlPlt7(J) ] истr*rа

llo является !-9асширениеi Ъ,:]

Mq} е D. 0тсDда получае.., чтото { j |р. tE( j) ] истинна в
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(п
Е_ е р.Lla
на в (п

чаея, что

истинна в

o}lo )

€ D, т.е

oМ)o_t. В силу предпоrюжения, сделанноrо вцле, полу-

Gr[iol ,сти}.*а " f,# o_1. поэтоr,rу ijlGit7(j)]
Mo_t} € D, Но тогАа {jlpitE(j) 1истинна в но} €

?о a 
"ln'O'o). 

Такиi,i образо}t, поJrучаем,

. Если ординал q непредельньlй,то Сr[}'о; истин-

что

(ПDМ}а g ПDМq. 0братное вклочение дока9Евается аналогично.

лЕ hд 3. пуспь а - чцdуlmuвная базе oar,iax аля Р

u пуспо 14, N - счепнdе лоdелu, пеорuu !. То?еq, еслu
м 

= 
N tтod р, по INDP(lt|,T) = INDP (N,т).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПрЙ-о*п" сначал-а, что одна из l,iоделей

м или N конечна.Тогда в силу }l = N mоd Р обе эти иодели

конечнц. Так как конечньaе элементарно экЕивалентные модели изо-

морФнв (см. [4, с. Ц8}), то модели М и N изо}rорФны по йодуло

Р. Поэтойу нетрудно заметить, что 14одели INDP(I.t,T) ,

IND_ (N.т) иэо|,lоронU (см. такше [2]). следовательно,

,"5 on,rl = INDP N,т) .

llycтb теперь иодели Ш и N бесконечнt!. Предполохим,что I -

счетвое r.HoxecтBo и J - счетно неполнuй ультраФильтр нзд I.1q--

да полоtхи|,i Г - Пой и fr'= ПоN - ультраGтепени }rоделей l,i и N .

По Teoperle Ершова, Кейслера fr, fi' являtотся Фl -нась.щенныr.и мo-

деляr.и. Следовательно, 
"ояел. 

Й|Го n N-{Ео такне Фl -насыщенну.

l]оскольку fr = fr rюа Р и йоlцность "оделеИ fi|Ео, Л-|Iо оа"." r,l, ,

то }rодели !i и Е изоr,rорФнч по модулк, Р. Поэтойу опять йодели

INDр(Й,Т) и INDP{i',T) изоl,tорФвu. Следовательно, I}IDP(f;,T) 
=
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= INDP (N, т) . но тоrда ? по лемл{е 2 . пDINDр (ri{ rT) э

=ЪINDD(N,T). Так как всякая модел.ь элехентарно эквивалеr|тва

cBoei уi'ьт ра сте"ени , то получаен,что INDP(M,T) = INDP(tI,T).

0ПР;ДЕЛЕНИЕ l3. fiодель 1,1 теории Т назь.вается Р-циниrrаль -
ной, если не суцествует r.одели N теории Т такой, что N <р i{.

TEOPEIIA q. Пуспh Т - uнОуtпuоная баэа ёанн'.' аля
? u г - цнохеспвО Р-поэuпuвнаt, залкн!па' Форлул.
ПреOполоr.u.,l, чпо Т полна по J4оёулю Рим- счеmflая
лоdель пеорuц 'I. То?dа INDP(M,T) являеmся Р-цuвч-

ilальЁой лоdельlо пеорuu СwАг(!l .

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. В силу предлоriения ], INDP(!t,T) является

iiодельD теории Т. Пусть теперь dД - Сlорнула из С1.IАг(Т) \Т.

Тогда по определениD СwАг (Т) Фор}rула А не вцводиr.а из Т.Сле-

довательноl существует такая модель N теооии Т, что в N истинна

-Д. Так как Т полна по нодулD Р, то по лемме 3 получаеrr, что

INDр(!{,Т) 
= INDр(N,Т).Поскольку -А - Р-негативнаs Фо9цlла,

то в силу предло8ен,,rя З и предлохения l получаев, что фд ис-

тинна в IND"(M,T). Следоsательно, IND"(}i,T) - }iоАель теории

СwАг(Т), аrпо предло!rcниD 3, INDP(M,T) я!ляется модельо тео-

рии СWА.. (Т) .

СЛЕДСТВИЕ Ц. Пчспь Т - uflOукпuацая база dанна, dля

!_. ПреОполохuд, чпо Т слабо счепно капеzорuчна Р- по

r4оаул,о Р_ u й - счепная цоаель пеорuч ,1. Тоеёа

INDP (!{,Т) являеmся Р -лuхurлальной лоаелою пеорuц

сч|ъ (т) .

0пРЕдЕлЕниЕ lц. пусть т - теори, сиrнатурU Е и },| - счетная

Iодель теории т. тогда н назuваетсi слаfu счстно простой по
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rrодуло t, если для лсбоЙ цодели N теории Т суцествует под1,1о -

дель Nl }iодели N та<,,а, что М 
= 

N Tnod Р.
!|Е!4МД Ц. П!спь ! - Е-uнOук!цвна, баэа a:ннGI аля

Р, г - некэпо?ое днохеспво Р-laозuр!цвпь:I x-icp.;ay,., ц

м - слс5о !:чепно проспая 4с лоdулю Р tl,.lсел> rеорuu Т.
Тоaае INDP(M,T) - tцоOело rпесрии С!{Аг (Т) . В цаспно -
сlаи,IND" (м,т) - лоOелD п9ории cw\(T).

ДОКА3АТЕЛЬСТВ0. Пусть -А - Форнула из CWAг(T) \Т. Тог-

да в силу определения СWАг(Т) Форr.rула -Л не выgодиl4а из Т.
Следовательно, суцествует нодель N теории Т такая, что -Д ис-

тинна в N.TaK как Н - слабо счетно простая по йодуло F-яодельi

то 1,1 
=Nl 

mod Р для rtекоторой поАr4оАели Ni i{оАели N, поэто.,iу

|.lнo'l(ecтBo qqряул Т-(Р.) истинно в Nl. Та:? как Т+ (р) U (-дr _

MHol.ecTBo п-Форl,iул, тоrпо предло)l€нип 2, N| - rrодель теории

Т+(Р) U (-А). Такии образоl.{,N' - ,noo"n" on" Т u (-Дi. Тогда,

в Gилу премо!(ения 3 и леr.rнu 3 , получаеr.,r , что INDP(M,T) - модель

,еории Т v { "А}. Лоэтоliу INDP(M,T) - r.юдель тефии CWAг(T).

TEOPE}IA 5, П!спь Т - Е-uн0,!кпчвная база dачнаr 0л8

! u Г - нехопорое лноrеспво z-позчпuвнdt задкну-
паа Е-Фордул| ПреOполохu,ц, чпо т uлееп слабо счеп-
но проспую по цоёулlо Р-лоОель.Тоеёа пеорuя СWАг(Т)

являепся \сонсервапuвнdл расцuревuел Т ёля дножесп-
ва все, Р-поэuпuвнdr, залхнупdz Е-форлgл. В ча -
спноспu, сWAP(T) - совлесmпая пеорuя.

дOкАзАтЕльств0. Ilycтb г - Р-поэитивная за}rкнутая Е-Oюр-

мула, аUаодиliая из Ct|A|- (Т), но не вuводихая из Т. Тогда су-

цествует r.одель Ш теории Т такая,что -F ncTr""a в }l. 
'lредпо-

,lоt{им, что Й - слабо счетно простая по }aодуrю Р-i.одел9 тео-

ри, Т. Тогда суцествуст такая подltодель N| rrодели N, что

Itt = N| mod q. Поэтоr.{у. в силу леriмt 3, ПОЛУчаеltt, что
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INDD (М,Т) 
= IND' (Nl ,Т) . t'a* как Формула -F является

П-Формулой, тоrпо предлоlltению 2, -F истинрtа в Nl , а,ввиду

предложения 3, ^Т истинна на rNDn(Nl,T). СледовательноrФор-

"ула 
-F истинl-tа на IND' (МrТ). Ноrпо лемме 4, IND'(MiT)

модель для СWАг (Т), поэто}4у F истинна на INDP(M Т). По-

лученное противоречие говорит о Tol.,t, что Фор}rула F выводима

из т.
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