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Ваедение
Если рассйатривать лоrику не в качестве чисто (Dор.альной

системы, Функционируlощей внутри цате}iатики, а как средство от-

обрахения окрухаOцей человека дейст вительности , то ока,хется,

что обычньlе логические исчисления ух(е не itiогут удовлетворить

запросы практики. Так, например, в дополнительнuх коr.r,iентариях

к книге [l] отмечается, что трудности, связаннuе с oтKp8тocтblo

баз знавий, пока не удалось преодолеть чисто логически}tи среА-

стваr4и, что выэвало разочарование в возrrlохности йанипулировать

знанияйи на уровне обrчных логических систем. Более тоrо, если

в r.атейатике рассr{атьивать такие области, как теорrя групп,

теория вероятностей или теория алгоритмов,так как они реально

суцествуlот, то окахется, что рамки логических исчислений (эле-

иентарнь.х теорий) являlотся слиlлкоl.l у3киr.и и ну)хнu более обцие

структурч для полного лредставления l. изучения этих областей

средства}4и lrlатеi,rатической логики.

Фиксированхость систенu аксиоl| слупиt слиlllко}a сильнвм ог-

раничением в тех случаях, когда феобходимо учитuвать динаlrику.

}lенлется riир вок9уг (илиrдругиlrи словами, предr.етная область)
и в соответствии с этиra долlхньa и3}aеняться ахсиойч, посредствоl.,t

которых (Dорt ализованв основнuе свойства пред!iетной области.Это

приводит к повятиD реФлехсивного исчислени.|l коlорое и9учает-
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ся в вастоялей работе. У такого исчисления 9 процессе дедукции

вогут изt{еняться исходные аксио}r и (или) правила вuвода.

В i<ачестве средства изучения реФлексивнuх исчислений ис-

пользуотся реФлексивные йаOlинu Тьрринга - алгоритl..ические уст-

ройства, способные изменять свою програ}rму (правила действий

головки) в процессе вычислений [2]. мехду реФлексивншl.iи исчис-

ленияrrlи и реФлексивны}rи rtаOlиналlи тьDринга устанавливаDтся вза-

имно-однозначные соответствия. для вих строятся расlлиряоциеся

классн, в основе выделени,i которuх находятся разнuе уровни реФ-

лексии.

Доказано, что }lежду реФлексивныttи и обычныни r.iаlllинаi.и

Тьюринга мо,хно установить взаи^{но-однозвачное соответствие так,
что сопоставленнuе друг другу r.ацlин{ вьlчисляloт одну и ту хе

Функцио. Из отого внтекает, что класс реФлексивнuх |'lашин Тьр -

ринга no своей вrчислительной моцности равен классу обычнuх r.ia-

шин Тьрринга. Тей саt,iы|,,l опроверrается гипотеза С.Клин" i3;, В

ней предпола гается , qто, допус тив , чтобы програйма ввчислительно-

го устройства изменялась в процессе 9ычислений, lro)rнo получить

более обцее, т.е. позволяцllее вычислять больllJе Функций,понятие

алгоритriа по Gравненио с обuчныl,tи йаlлинаraи Тьrоринга, частично

рекурсивные Функqии или друrие подобнuе конструкции алгоритва.

Важныла результатом является Teaper.ra 3, в которой устанав-

ливается воэl.{ожность ускорения вччислений в 9ефлекси9нuх ма|ltи-

нах Тьоринга по сравненикl с обцчншми иацlиналiи Тьоринга.

Доказательства полученнвх результатов при9одятся, как это

принято в последвее время в теории алгоритr4ов и внчислений, в

эскизноarl виде и не являlотся полностьlо Фор}rализованныяи .

В дальнейшем будуr использоваться следупщие обозначения,

Если l - алгоритЁ, определенный на ltнoxecrвe К и ! SК,
то r(Тr) - 

"rоrество 
всех результатов приr.енения ! к эле-

}ieнTat{ из Ъ. Если Е - хножество таких алгорит}rов, то

н(т,) = u г(il.
r€Е
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l. исчислеlrия и их свойства

0пределяеi{ая конструкция является более оfuеЙ, чем обuч -

ное логическое исчисление. В качестве исходного берется обцее

понятие исчисления, вклlOчаощее и логические Форйальнче исчис -

ления.

Пусть Т.l - нехоторuй логический язi.кrили язuк вuраrефий,а

R - алгоритнический языкrили язык правил внаода. Язuк ! на-

зцвается логически1,1, tак как он слу,llит основой Аля построения

логических исчислений, хотя во raногих случаях он i,lor(eт бuть

друrого типа (как, напринер, а операционноil исчислении уlлu

исчислении конечных разностей). Вuрахения яэrка R являотся

описаниялlи алгоритt,tов (правилаtiи), которuе преобразуlот одни

выра,i{ения языка в другие. Это означает, что заданы правила при-

}iенения выражений из R к вЕрашенияй и3 !. В этоrr случае

правила прийенения играl,т роль абстрактной вычислительной на -

lдинu, выражения из ý - роль програrф.i, а из L - роль даннuх.

При},lероl.t тJ r.roxeT слУжить яЗшк предикатов первого порядка

или вообще лобой язuк лlатеl.|атической логики. В каqестве ъ
мопно брать практически лDбоЙ я3ык: матеватическиЙ, програt"ltaи-

рования, хияических Форl,tул и т.д. В частности, Ir моцет бuть

и алгоритйическим язнкоra, т.е. яэraхоr.{ описания алгоритиов.При-

"ерон 
R йояет слухить лобой язвк, на Koтopoи описываDтся пра-

вила дедукции.

опрЕДЕлЕниЕ l. Исчислениеи назчвается тройка (ииенован_

ное йноr(ество [л]) впда са1 = (дrЕrт), где дrт g Е ,

l - баэис (система ахсиоrt) исчисления, Е - правила вuвода

ис!rисления, т.е. вножество аЛГОРИТl|ОВ ИЗ R эместе с праби -

лаl1и их привенения, и l! - тело исчиGления Са1 , элеr,rен -

ты котороrо получаотся прииенениеl4 алгорит|"tов из Е к вuра -

)fiе,{ия},r и3 А.
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llногочисленнuе при!lеры исчислений Moxнq найти в i]оги^е.
это и классические исчисления вuсказuваний и предикат(:в,и ра3,

личнве модаЛьНýе и временные логикиr и нечеткая лоrика. Иаого

исчислений суцествует в ма,fелlaтике и поlrlиво лоl-ики: лtатричное,

векторное, тензорное, операционное исчисления, классически,
диФФеренциальное и ,нтегральное исчислевия и т.д.

0ПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Исчисление Са1 наэь.вается:

l) замкнутuв по Д(Н) , ".nn 
все элеяентьi из А подве:-

гаотся преобразованияи (все алгоритl,tьa из 8 исполь3уотся при

порохдении |! );
2) базисно 3аикнутЕй, если лвбой алгорит..r из Н при"е-

ним х лобоr4у л{нох(еству из l ;

3) транзитивно заltlкнутыrr, если допускается последователь-

ная коilпозицtя лобь|х алrоритмов и9 Е;
Ц) вполrне заякнутulr, если ово заllкнуто по д, Е ,

транзити9но заl.iквуто;

5) допустимвr"r, е"лп Т l !;
6) непротиворечивнм оtносительно некоторого }iнoll(ecтBa

Э SIJ.если !Е ПР=l,гяе f - ny.r* ..ноrество;

7) (слабо) полньlн относительно некоторого яноr(естgа

l9R и rrHorrccTэa Е S D, если приriененrе алгоритмов из Е
к вr.раrенияi| из Т позволяет получить все К,т.е. Е g r(Т)
(если иэ a€ К сrrедует л;Ь а€ Е(8) , п"Оо .|а€ Е(Т) );

8),непротиво9ечиоri, если оЬ не содGрrит Форr,tул вида

а л 1а ,. (8 эtоi сrlучае п9едполагаетGя, что в аJФавит iзuка
Е входят унарнrй сirl.aол 'l (отDицание) t бинарнr.й сиr.вол

Д kокъ.нкциr) );
g)'поriнчr, есiи для лэбого 8€ ! оно содерrит а или

еrо отрЙцанrе '!а .

пуtть исчисления Calr= (ЛrrЕi,Тr), Саlа =

' (Д"rЕarтa) вполне за кнутш,
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лЕI А l. ?:-сли

лЕииА 2.

а' Еслч О gЪ и Е(Т) =lI, по \- пело не -
|fопоро?о пранзцпuвпо залхнllпо?о uсчuсленuя.

6) t:слц Т - пело пр.lнэцпцепс за!4кнgпо?о uсчuс -
лепuя, по Е(Т) = Т ц Оля лa6сео ! из Е вdпол-
rrяепся г(Т) € |!.

дOшзАтЕльств0.

а) Вслп Е(I) 8 Т, то поло{ии Са1 = (ДrН,Т). По on -

ределениD l эrо будет исчисление. Кройе тоfо, так как

н(н(т)) = Е(т) = Е, то оно транзитивно за,,rкнуто.

6) Второе утaерхдение ввтекает и9 определения 2.
Пусть Е содерхит тоrдестЕеннuй оператор.

лЕltfiА 3. Дсr! Е(Т) g Е, по Т - пело некопоро-
zo працзuпuвно залкцупо2 о чсччслецчя.

ЛЕllliд \. [|2рgg2ченuе любоео лflоrеспва пел пранзu-
пuвно залкнgпdT цсчuсленuЙ буOеп пелол Rекопоро?о

пранзuпuбно зqцrснупое о uсчuсленuя,

ДiS Да u Е, 9 В" ,по m сm

дOкд3дтЕлЬств0. пусть call= (лt, Er,T t
иriеех

), 1€ r.
l

и

,
lт = о |D_ по леяме 2 для всех i€ I

1€I l
тогда Е(Е) = "(rl, 

Tr) g .1 E(Tr)

уrэе9rдевие BuTeKaeT из леr4нý. 3.

) =т

= ЛlI
t€I

са1

д

лЕнfiА 5. Есл! се1 r= (lr,El,Tr), q

хой 
' 

залкнупоспu cala
пая) залкпупоспо Се1

aо ПО UЗ ПРаН?UПUВПОЙ

слеOgеп прапзчпuвнdя
-- (t.,E.,T.) и Е.ý Е

,l'

( базuс-
(6азцс-

0пРЕдЕлЕниЕ 3. систеliу п, Е g в назýваlотся эквивалент -

нь.ки относительно l S Е, если ý(д) = К(д).
alycTb мно ество Н занкнуто относительно последователь -

ной ко}aпозиции.
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прЕIUlохЕниЕ 1 . исчuсленuе cal = (А ,Ir,T) пра,i,:1,1,-

пuвно за.ltlкrlупо псеdа ц полпко mоеоd, lcoedn 0ля Hl2|ao-

порс2о $ноr:еспеа К 9R1 оrвuваленпноео Е опiаосu -
пело о Д, uсчuсленuе
к.

саlо= (^,к,т) залк'lупо пс

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1 . flycтb исчисление Са1 транзитивно

зallкHyтo и К - яининальное подr.rвоrrество II , эквивалентное

ему относительво Д Если какой-то из алгоритr.ов, принадле -
)хацих Е, не пр,пвеняется к l при поро)хдении Ц, то era
rio)lнo исклDчить из Е.Новое r,rHoxecTao будет эквивале"т"о Е,
хотя охо является собственнв1{ поАинохествоri Е Это противо-

речит йиниr.альности Е , и, следовйельно. исчисление Calo
заr,!кнуто по К .

2. Если исчисление Е зallKнyтo по Е , то в силу экви -
валентности Е и В относительно Д исчисление Са1 будет

за.ttкнутuн по Н. Так как riнoxecтBo Н заrrкнуто относительно

последовательвой кокпозиции алгоритнов, то 9то означает тран -

зитивнуо заl"tкнутость Са1 (Саlо по леr.ие 5).
ОПрЕдЕлЕниЕ Ц. Iсчисления calr= (ДrrЕl,Т,r) и Са1.-

- (А2rН2rТ2) наэываотся эквивалентнt r,iи, если Tr = Та ,

прЕДЛOХЕНИЕ 2. Свойсmва 6-70 uз опреаелепuя 2 со-
zраняrопlся dля эквuваленпнd$ uсчцсленч , а свойспва
7-5 - необязапельно.

змЕЧАниЕ |. [lонятие эквиваленrности особе}lно вах(но мя
прило{ений, так как во riногих случаях большое 3начение иraеет

эФФекrивность работd с исчислениеri. liногие резульrатa| станоэят-

ся недосrих(ииýии, если 9чвод осуцествлiется слиlлкоi. недленно.

tЬприr.rер, если проблеrrная область D некотороЙ экспертноЙ си-

cTer,rg описана с noxolltbD систеl"tu продукций А , ,о Д играет

роль систеф| аксиоr.a (6а9иса) исчислениr. Систеrrа Д мошет хо-

рошо (т.е. достаточно полно и точно) описrвать область D,
но бьпь неудобной мi обработки. в такой ситуации целесообраз-
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но найти другур систе}rу продукций (аксиом) З , эквивале*тнус

Д , но существенно более эiDФективнуD. О Tcir, |ldсколько ско-

рость обработки ицiорйации на основе лоrического исчисления

зависит от 9ыбора системн аксиоt , свидетельствует теорейа

А. ЭренФойхта и Я.l.|чцельскоrо об ускорении аuао4ё в Формальнвх

систеиах ( cr.r. i3]).
Аналогичная зависиl'iость о: правил (алгоритмов) внвода де-

лiонстрируеlся теоремаl.tи 1,1. Рабина ' Н,6лrоиэ (cr.r. Illj), При этоlа

такое ускорение лrох(ет бUтЬ получено не lолько для Обычнuх йер
слонности вьlчислсний (как в |tr]), но и для двойственнь|х к чи|{

(сн. : 5l ).
как отмечает специалист в области автоватического дока3а-

тельства теорем С.П. аслов (св.[6]), освовных сDедствон сокра-
цения вuводов в исчислениях является вбедение дополнительных

дедуктивн!lх средсrа - новgх правил вывоАа.

Все эти сообраriения, а так!хе предполохения о возr.ожно}t

изr4енении предtlетной области, которая описцвается исчисление!r,

приводит к необходииости извенять исчисление во время работы с

ниir. огут l.iеняться исходнuе аксиоr4н, liогуl трансlDорнироваться

допустиЁые поавила вввода. строгие матенатические консr9у(ции,

лозволяоlцие бсе это осуцествлять, вводятся нихе.

опрЕдЕлЕниЕ 5. исчисление Са1 з (д,ц,1; над язчкоl,t

! назчвается:

t) TaKToBьl}r, если вuполненф условия:
a)B=tнtt; n=1,2,... };
6) вuвод дельтся на щаrи (тактн);

в) на щаrе Д алгоgитrru из En при}iеняотся * Iо_l i
' г)Т=Д ;

А) Tn = H,t(Tn_r);
dl

е) |! = UT l
n=l n'
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2) реФлексивныr,,r , если оно тактовое и выполнены условl4я:

а) R Е! ;

6) tlo+r= п,, (Er-r);
3) динамическим, если вuполневt услобия:

а) Е=ЕдUЪ;
6) Iл = Ц(А._r) ;

") Д,, = E^(t,_r) ;

ц) ст ратиФицированнuя , если вUполненU условия:

а) А= U
r€к

б) в= U
}€Ев)Т.=Е.

лt

ЕL
(е.);

г) Т= U Е.
r€E '

опРЕдЕлЕниЕ 6. Правило ! из Е назч9ается незаgисиt,{шr,t

относительно l,rнo,recтBa Е S !, если "з r(к) S К слеАует

s(к) # Е \Е. (к) , где El= п \(r} , неза.иси'.!ll"i в так -

,о"о. "a.ran"rr, Са1 = (ДrЕrТ), aсли 8 независиr.о от-

lrосительно всех raнФ(еств |Е , начиная с некоторого Д .,!
0тметии, что одно правило вс€гда незааисиriо относитёльно

лобого множества.

Пусть в тактовой ,Gчислении Оа1 =(дrgrд; все правила

хезависr ц.

ПРЕДОtЕНИЕ З. Такповое uсчllсленuе oal буОеп

mранзuпuвно зацкхупам по2Oа u полDrlо поaоа, коеdа

dля любо2о правuла э r,rз Е , начllхая с Nвкопороео

\.чдееп леспо раоенсmво !(Tr) ЁТ, лuбо Е прч-
наОлеrцп бескоrlечно !,|но zu!,l цаборал Ец .

докАзАтЕльст8о, Дейстaительно, по л€r.}€ 2 для транзити!но-

сти Са1 н€обхqди.iо 1,1 достатоilно, чтобu м, rrабого алгоритrа

(правила) D из Е зчполнялось aклоl..ние !(т) g т.
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Ф
так как т= U Е

n='l n

рого Д , и}iеет место вклрчение

ствует бесконечно riного Hotiepoв

т(т ) ст
'! 't

, то либо, начиная с некото -

э(Тr, ) ЕДо, либо суше-

ДlrЦ2 r о.. , АЛЯ KOTOPUX

8о второй слУчае суцествуо, 
"a*n" 

эп"r""r" t
для которuх ияеет i.ecтo t.'"(Т..)\Е..'

tl'
так как ис-

,,rслеrrе С81 транзитивно заriкнуто, то все tt принадле -

хат Т . А это в силу независиriости ! BoзllolttHo только в

Tol.| случае, когда l входит в некоторуо систему праgил Еa
при П z Цt Так как таких Hol,iepoв Дa бесхонечно r.lHo -

го, то и r будет принадлеriать бесконечно r.rногиr.r набоDам Еr.
[lредлохение J доказано.

2, ofuee представление алrориrriов и их эквивалентности

в дальнейшен понадобится достаточно оацее понятие эк9ива-

лентности алгоритно9, которое будет pacc}toтpeнo ниi(е.

0бччно оltределение алгорит1,1ов того или ифого вида произво-

дится следуЕlцим обDазо}r. Сначала задаотся (или считаотся алрио-

ри заданнчrrи) два конструктивнuх (в HeKoToporr сиысле) MHolrecT-

ва I " I flepвoe содер ит входнýе даннне алгоритraов и на-

зu9аетсв их областьlо определения. Второе содер)хит результатta
(аuходнuе даннuе) и яазuваетсrl областьо 3вачений. }lнoi(ecтBa

Х и I могут совпадать. Наприхер, для частично реку9сивнuх

Функций - это хнохество нату9альнuх чисел, а для наlдин!. тьррин-

га - сrragольнgе последовательности .

Далее, вrцеляется некоtорuй класс Е элеr.ентарhuх алrорит-

вов (правил) преобразоэания эле}rентов из I , а так е класG

iI (поавил) их приненения и кояпозиции. В Heкoтopýlx случаiх с
классох алгорит^lов свя3ьlвается некоторое устройство , рабоrа ко-

торого описUваеrс, (определяется) алiоритяои. Приriераяи эле -
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л.ентарных алгорит ов могут слуll(ить ко1.1анд!l 1,1ашин тьорин -

га, продукции Поста Х ф У или проду(ции, которь:е использу -

ртся в экспертных систе}iах.

Такин образоr,l, кахдuЙ алгоритн l, - это троЙка (ивено -
ванное l,iнoxeclвo [4]), имеццая вид (Х,НrХ) , .д" Е со-
стоит из некоторьaх правил, принадлеr€цих Е , и правил их при,

хенения из J . Систеrrа Н определяет некоторое частичвоё

отобрахение F n" х " Y, которое наэчвается алaоритхиqе-

скин и сопоставляется алгоритиу | . При этоя орименение ал-

горитlrа д к элементу Х из х обознач"етс" Д(х) , pnu-

но fr(з). в обще случае А(х) ,,е .сеrда суцествует.

Ия определения алгорит1,1а необходиио описать, что счита -

ется результатом его применения, т.е. задать отображение Н .

0дни и те !{е правила привенения и эле}iентарнве алгоритriu }lогут

пОРОlЦаТь СУЦеСТВеННО РаЭНuе КЛаССu аЛГОРИТ!rОВ В 3аВИСИ1iОСТИ

от того, как определяется результат. llри^|еро}r этого }iогут слу-

,хить классu обuчнuх и индуктивнцх l,{а|лин Тьоринга [l l ].
Пусть 8 - некоторьlЙ класс взаиl"lно-однозначвцх отобDах(е-

ний (6иекций).

ОПрЕДЕЛЕНИЕ 7. Алгоритмu (исчисления) Л = (x,E,t) 
"

3 = (ZrErT) на9uваотся 9-э*"rвале"rrч..,, если суце -
ствуот биекции f: IфZ и 8! I +!, длл которuх F8-
. f f , т.е. коi },lутативнв следушая диаrраir.irз

Это о9начает, что F-э*"r"але"r"остt ,влiетс, IорФиз-

Mora иr.енованньaх нножеств, задапцих их эквивалентность [С]. В

своФ очередьrтакая эквивалентносtь ноr(eт бьlть получена как ча-

v
l-lK
l
z

f

у

El
х
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стный случай эквивалентности многоlrlернdх операторов, введенной

B:Il].
такого рода эквивалентности lllироко используртся в теории

алгоDитнов, например, при доказательс,тве такого 9ах(ного оакта,
как эквивалентность различных ноАелей рекурсивнвх алгоритriов:

частично рекурси9нýх Функций, йачrин ТьDринга, Формальных исчи-

слений и т. п.

Эквивалентвость исчислений, введенная в определении q,пре-

вращается в $-э*вrвалеrтвость следуцций образоti. В качестве
xryrzrv берется яно)хество pL всех подraножеств язЕка

! . Еслп задано исчисление Са1= (Д,It,E), то отображение

Н сопоставляет r.ножеству Д хнокество |Е и не определено на

других под,lноxес твах . В качестЕе f беDеrс" произвольное от-

ображение PL в себя, которое переводит систеву аксиом пер-

вого исчисления в систеяу аксиоl.{ второго, а в качестве 8 -

тохдест9ехное отФрапение PIl ва себя.

3. РеФлексивнrе маlлины ТьDринга

Для иэучения свойстg реФлексивнuх исчислений исполь3уDtся

реФлексивные лlаOrивы Тьоринга, которuе бцваlот ра3ных порядков.

реФлексивная ма|lrина Тьоринга порядка 0 - это обuчная однолен -

точная |ltаlliина Тьrоринга.

При П > О реФлексивная riаttlина Тьоринга порядка а и}rе-

ет !+1 ленту. все лент1,1 такие я(е, как у обuчнЕх rlацин

Тьrоринга. 0дна лента (первая) является рабочей, на ней записы-

ваотся оrрабатываеньlе данные. Головка, которая с ниr.lи работа -

ет, назuвается рабочей и управляется програв}rой (набороl,. ко-

йанд или ихструкций), записанной rlа аторой левте.Если Д > 1,
то на вrо9оЙ ленте 

'ак)l(е 
находится (9еФлексивная) голоgка, ко-

торая преобразует прогIJаltху первой aолоаки по п9ограв^{е, запи-

санхой на треtьей ленте и l.д. На ленте с но}iеров ltr ,rде за-
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писана програtlxа головки с Horiepoй по D-1 , работает (реФлек -
сивная) гоltовка с Hol*poм В по програl.хе, 9аписанной на лен-

те с Hoмepo}l n + 1. На ней находитс, поGледнпя реФrrексив-

нэя rоловка.

Работа реФлексивной riаDинu Тьоринга l[ пDоисходит сле -

душlшi образо}r. на рабочей ленте записuваетGя н€которое слово.

в алDавите данной яащинч и 1Р на,aинает 9аботу rз своего на-
чального состояния, в Koтopora рабочая голоэка находится в ячей-
ке рабочей лентr, содерrацей первraй сиввол исходного Grrова.

Для удобстsа рассвотрений ноa(но считаlь,' что на кашои
щаге работает только одна головка. Дi 9того a сrстене ко афд

(правил работу) ка!iяо.i головки иr€Dтся ко.iа}lдU передачи ynpaв-

'ъния 
каrдой и3 остальнчх голоэок этой ,.а|линч. Напрп.ер, пере-

дача управления ре8ли3уется по счетчику. На работу каrдой го-
no"*" h. вýцелrетс, опрqделенное числ(, такто! (uаrо!) 8. .а"д
как толDко гоrlовка h. начинает работать, счстчик отсчитuва-

а
a, !l срабатуваний головки ha , а затеrr при 1 ( В пе-

редает управленис rолоэке h111 , котоDая начинает рабо -
ТаtЬ. При i= Ц происходит передача уп9авлевr, первой голов_

ке. Такие irащинU буде}r назUвать счетчи(оэtll.и.

Рассмотрия соотнощение llelAy обччнrllи и реФлсксивнltrlи ха-
lлинаrlи ТьDрrнга. В докладе на lЪlцунарqдноl. rатеraатичесхоaa кон-

гр€ссе в сзiзи с обсуlиениеr тезиса Черча-Тьо9инга С.Клини Bt-
скаэал [3] гипоте3у о тоaa, что опроaергаэtlий прив€р тa9иса

черча Аоп(ен бUл бч вхrючать процеАурu вuчислениi, в Koтopux

проqедура как-то ценяется а за!исиr.ости от аргуйента (обрабатч-

заевчх даннчх) .

следуций реЕультат показUвает, что эта гипотa9а нGaGрна.

ТЕOРЕКА l. Для л,обой реФлеtсuвной даачца TDlopuHza

l порлdка а суцеспваеп эхвчвалехпхся ей рефлеtсчв-
ная цаuчна Topput?a Т поряОка tд-L , п.е. лацчна

Т ваччсляеп по rе лпоrеспво слов,чпо ц лаuчна l.
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ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Рассмотрии н€которуо ре(шексивнуD аlлипу

тьоринга Ц порядка ll . ия построехия маtдинч |! восполь-

зуейся конструкцией уяиаерсальной r.ашинý Тьоринга. В теории ал-
aоритвов устаноgлено суцествование уни9ерсальнuх iaаl!ин ТьDрин-

га. Устроена универсальная маtлина u iiокеt бчть так [t0]. на

ленте L вuделена оАна конечная и две бесконечнче части.на ко-

нечвоЙ часrи 9аписнэается текуцее состояние }rоделируемоЙ с по-
ноцьр U i.а|динч Тьоринга q. Ха одной бесконечной части со-
деOrится запись коttанд яащихu Q в кодах ваlлиньl U ,а вторая

б€схонечная часть слу,llит для представления рабачей лентu !lацtи-

нч Q. головка маOrиньt U, пOосtlотрев текуцее состояние е ,

ицет подходяцур конанду, а заrе}i изriеняет содерrиriое части,

предсrавлящей ленту Q. После этоrо (или до этого) изt,rеняет-

ся и текуцее сосtояние Q в соответствии с вьlбранной ко}lандой.

8нecer изненение в систему команд С riа|цинв U так,
чтобu она не только просмаrривала на своей ленrе запись ко-

r.aнд r.а!lинd l! , но и венrла их в с(ютветствии с програr.яой

9еФлексивной Nащинu I по ,зriевени, п!юграi1}lu работы

(п + 1}l .ono"*, I , находяцейся на (д* 1)-и ленте. это

t,|o Ho сделать, так хак проrранiа рабочей головки I содеряит

о69чнuе кона}цtl iаlлин Тьоринга. Свойства полученной из Q с

по,{оlllьо таких и3 енсний но!ой систе}rч KorraHд В удовлетворяDт

aсем требовани . к систеr.аr,r коl.анд Nаlllин ТьDринга.

Далее, удал..rr. в rrашине I (Д+1)-е ленту, а tl-p ленту

заriснrн на ленту иаllинu I . Kpo{e тоrо, э качестэе систенu

ко.aанд голов(r, iоторая находиlся на этой ленте, Boзbrieм В .

СвойGтва униaGDсальной iаUrнý Тьоринга U показllваDтrчто

постро€хна, рaФлaхсr!на, ..aцrн! ТьDринга |! экэиэалентна ис-

ходной r.аuине I и rrHceT порядок а -1 .

слЕдст8lЕ l, Для любой рефлеrсuвной даuuна Тьlорuн-

еа суцеспваеп эквчвалехпхая ей обачцая лацullt ТDtорuн-

еа,
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ДOКАЗДТЕЛЬСТВ0 получается применениен теоре}.u i нухо{ое

число раэ.

СЛЕДСТВИЕ 2, Для л,обdа напуралонdа ччсел а и п
цоцноспц lслассов рефлексLlвнdа лаuuн ТDррuн?а поря0 -
ка ъ ц 8, собпааа,оп u равна лоцr.оспч любоео tлассс
рекурсuвнdс ал2орuпrlов пцпа обdчнdа лащuн Тьррuнzа.

TEOPE}IA 2. МехOу реФлексuвнdлu uсчuслецuяцu, за -
0анн дц с полоцёlс проdуrцuu Поспа, u рефлексчвнадц
uсцuсленuялu сgцеспвgеп взаuлно-ооноэначное соопвеfu-
спвuе, копорое кахdо$а uсчuсленuю сопоспавляеп эrс -
вuваленпную елу дацuну.

Доказаrельство проводится ста}цартнсl. обра9оя так re,KaK

иЪля обýчнl.х исчислений. и !iашин ТьDринга.

слЕдстВиЕ 1. Для любо2о рефлеrtсuоно2о uсчцсленuя
сацеспвуеm эквuваленппое ецу обuцное чсччсленче.

слЕдстВиЕ 2. моцноспD ,сласса реФлеrcсцвl|аI uсччс -
ленuй, эаdанна8 сuспелалu проаухцuй, совпаdаеп с цоц-
носпою класса обачнd, llсчuсленuй, заёахнаа сuспедалu
проdуrсцuй, копорая раона цоцноспu любоео унчоерсаль-
но 2 о клас са реtурсuв нtI алz орuпло в (напри}rерrнаlлин Тьь-

ринга).
здiЕчдниЕ 2. интересной представляеrся 9адача расснот9еть

r.ехани9нч ]rеФлексии, аналогичнuе вaеденнuЁ gьше, для суперре -
курсивнuх алrОРиТraОВ и, в часТвости, дЛя индуктиэнýх r.алин Тьо-

9инга [9],

Ц. Ускооение в реlМсксивфýaх на|tиiах Тьоринга

Ввсдение реолексивнвх riалин Тьоринга оправдано уже теи,

что они позволяlот реагировать на внешние извененr.я преобразо -

вание|. Gвоих пJюграя . В то t{e вреяя, как 6ýaло показано вuще,

класс в!lчислиццх Фуккций ови не расlлирлот. Пооrо.rу возн}rкает

вопроG, ноrl€т бDrьrони будут более qDФект5эньaiи, чех обtчвUе
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маOlинu Тьоринга? Следушlие результать| о gозлtоl(носrи ускорения
вччислений показвваот, что это действительно так.

[lрехде че..r к нин пе9еходить, 3аr.етиr., что ускорение ес-
тест9енно рассt{атривать только для tt|ачlин с больlлой вреliенной

слоlхностьlо вUчислений. Если tакая слохность невелика, то про-

цесс и без этого реализуется достаточно эоФективно.

напоr.вилr, что вrrеиенная сло,tность (алгорит}.ов) йацlинн

Тьоринга Т - это Функция ъ(а) (Рт(П)), значение ко-

торой для натурального числа В равно }iакси!iальнойу (}rrни-

r,,вльнону) числу lllагов (вренени), которне делает Т , начиная

рабоlу со слово.. длинч D, а если такого максииуl{а (riиниllу-

иа) хе суцествует, то сп(д) (ц(п)) не определено.пер-

вая и3 этих ер (t т оценивает вре}iя вuчислений сверху, рас-

с}rаrривая наих)rдtлий случай, а вторая Ъ - снизу, рассl,iатри-

вая наилучOrий случай. Обuчно (crr., наприяср,I12]) рассrrатрива-

|отся тольl(о разрецимь|е проблеяu, которы.,l соответствуоl всоду

определеннaaе наluиньa ТьDринrа, а слоI(ность определяется по riaK-

сиlrуму.

будеl. предполагать (условис Р3),

Это означает суцествоgание такоrо Цо,
п9и Д : Во Таких riалин достаточно вного, так как в l.х чи-

сло входят наlдинl| с экспоненциальнura Bpсl.eнc}r эUчислений. Кро-

r.e того, aсе расснатриваевalе наtлинu Тьрринга raогут работать с

бссконaчнu.a аrlDаэитоra, кахдrй сиraэол которого ноl{ет бьlть по.iе-

щен э ячейку l.ли удален из нес (заненен) за один так, работt|

ваl!ину.

TEOPE}iA 3. Для лtобо& даuчца ТD|орuн?а '!, уёовлеп-
воря,оцей условulо (РЗ), лоrяо поспроuпь (коцспрук -
пчвхо опреdелuпь| рефлеrсuвнуlо даuuну TbnpuHza I
перво2о порлOка, ёля копорой прu любол цапуральнол

чuсле t вuполняепся соопноценuе ca(n) < |оr(п),

что

что

сr(в) z аl .
cr(n) > n'
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п. €.о начUftая с неtопороео \ прu 1 2 D,ru/:.ееп ttec,,o

цера€енспво сI(п) < f en(n)
ДOКАЗАТЕЛЬСТВО. Известно [l]], чrо л!6ой иашине Тьоринга

Tr иояно поставить в соот8етствие машину ТьDринга Т2 ,

эквивалентнуD Тr, но Dаботапщуо в Ц ра3 бuстрее, гле
D - лобое натуральное чиGло. делается это за счет более с,ха -

того кодирования инФоряации 9 аilrиве Т, Иаея доказатель -

ства теореяы 
' 

закrrочается в той, что реолексивная цаlдина хо-
!хет регулярно перекодировать как обрабатuвае}iuе дафн!lе, Tar, и

правила их обDаботкr. Нуrфо только, чтобU вреия, 3атрачиваеиое

ва эти лерекоАи9овки, койпенсировалось ускорениен 3а счет сх€-
тия инФорl.ации. Покаrе!t, как это цохио сделать.

Нуr(ная riадина Тьоринга I строитGл как ко}rпо3ичия более

прость.х йашин Тьоринга T"ll[n, Тkд, ТцЕ. }iаutина Т" oqy-

цествляет подсчет сиl.|волов, входяцих в исходное слово tо ,

9аписанное на рабочей ленте. Цашина lIo эUчислrет, скольхо

раз нухно прои9водиrь кодирование, с поriоцьо которого осуцест-

мяется сlхатие. }Ьrчина |Dцд осуцествляет кодиро9ание слова

! , которое в нохент начала ее работu находится на рабочей лен-

те. нащина Тkr Аелает то же саиое с набороrа прааил,по коrо-
pýl|,l Фувкционирует рабочая головка a.ацифu I . Из инётрукциЙ

(правил) irалин lEolEn и l!цб и исхоАной rrашинч !Е при

коriпозиции Gтроится систеaaа правил рабочей головки цацинч ll .

[lравила ваOlинЕ |Гц" используотся для Оункциояировани' реолек-

Gивной головки наlлинч I.
Коr,tпозиция проиэводиrся следуЕllиri обра3ом. сначала парал-

лель}ю работаlот r.аttlинч |!" " Тр, причеlr 9начале эuполня-

ет оАно действие Тбr потоя - одно АейGт9ие !Еп,потои - сно-

ва |[" и так далее. Когда Т" закавчиэает п€ресчет сиrrво -

,юa в слове :о , останавл9вается и Tn , а ее резульrат,

укааraва!ций ну,{вое чrсло перекодирований , заllисчваетсi на обе

,t€+}н хаl!инu I . После этого, если число перекодировок боль-
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0rе н)rля, срабатнвает каlt(дая из iаlлин Тkа , Е]сз . 0черед-

ность их работU произэольна, ,ак как они независилlо работаот с

ра3н9,aи лента}rи, а qисло срабат9ваний опDЕделяется 9езультатоri
rlацинU !!о. После завершениi работu йа|лин Тkd " тх8
явбочjя головка яаtлинч I начинает р€ботать ло прог9а}irе, по-

лученной с поriоцьо Тts!, с дафнrr.и, закоАи9ованнuви с по-
rqцьо Тkа.

0дrн цикл кодирования инФоряацrи с поriоцьо Т эамевяет

ха||lдуо пару сицвоrюв в t на один новr|й сиrавол, начиная с ле-

воrq храя t . Па9а сrrволо" (3arВr} *ол.пуar"" одниr. сия.

"оло' 
Ell+J r гАе ts болы!е чхсла 8т койанд rlашинЕ ТьDрин-

га |l и количества сиrrволов ! рабочеr. аrФавите налинu !I .По-

д'lбное перекодиро9афие осучествлястся .r с правилани так, что

rаrдое новое правило определяет пgеобразо9ание парýl сr!|воло9,

3аданное двуNя старчпи правlлаlri. 0писание таких лравил содер-

tхтся ! доказательстве теореш. 2 из [t3].
0ценин количество tлагов в(:) , которне при подаче сло-

!а длиrrr ll на вход l,laltrнt| I делаотся наlлинаи, Тс, Тр ,

Тtsд, Tlc ri9и одrrоr их срабатчaанtи. Так как наtдинв То ,
TD работаот па9аллельно и aнесtе заканчиваот 9аботу, то они

дJоо, В(Тс) + B(Tn)= ОоD сагоэ, rАс Со - некоторая

константа. 0дна псрсходrроэка слоаа длинrl ltr , учrтЕвая сд9и-

гh голо9ки rrаlлинч Тьоринга lЕlд, тссбчст не более Cno"
raгов, rде Сa - Ko+rcTaHTa. Есл, количGст!о перекодироаок раg-

ю р , то Tka делает }€ боrвс чеr рОaВ2 Uаrов, так

ха( ,цrна кодrруеrюго слоlа llе уaелriчиэaстся.

пр.r ходrрованиl прав)rл rа|инl тьоDlнrа Т с поi.оцьD на-

шlrr ТrоDинrа |Ец" хаrдоr.у прaaшу ваtлинч Т сrаaится ! Gо-

оraетстaие не боr!ее ad п9.!.л tlаuинD I (св. Il3]).Ди-
ll! l(аrдоrо фового праlrлa болLlе. чar дrtиНа исходного и rrх о?-
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нощение оцениэается конGтантой Сa . Поэтоич длина ноэого на-

бора правlл не преэосхоАllт zаaЪСi = Ъ , а чrсr|о lла -
fоэ для их пороlи€ниi оценrвается велвчrноl С

а
rде

с 3

где

ке эаэисит от |! .

на вторш цикле кодхро!ания пра9l.л чliсло
"т

кодируеl.Ех
2

правил возрастает в предеrъх

ltоставленнчх в соответствrе qднону старову. оцевиэастся To.ii rlе

ковстантой , . ПоэтоarJi дпr,rна набора правrл, получаешlх на

второaa цикле кодирования, фе п]Евосходrт 2а з
=

2Вr{ , " число новЕх правхлl

s { . Число Uаrоа r.aDиHý Т}r ,

этих правил, оценивается gеличиной С

Hyxнrx мя пороrдGхия

,Цfi Псопопrr" .r, о..-
свотрения, получиr., что Р кqдrlрованвй потребуот не более

""" Cr(d *ci * ... + {Р)= С.{Э шагов, где с0
некоторая (онпонента.

Такин образоrа, все преобразоgания зайцут не более 
ъ

\ =а

,-l

= сов + рс lrr8 + сýР 
= 

со
Предполqин, qто р S log8в

числа а . тогда

+ (Цf,) а) ,..о".
для нехоторого натуральноrо

а

ъ !

={

(паlо8.п . do"f),SCo

. так как

lоЕi. tr
Чт

--"'

то

|l

llt



€ао
1Gъ
Чт1 =Б*oJь

Если а )\, то

от l,iecTo Hepaвeнclвa

на входе запись числа

-l-1о8ьлtа

D '<д а s св'lоЕ"в

=n

гл

для достаточно болыOhх ц

В96ерем такое }rатуральное число

Это ио,ffiо сделать, так как С , 
Ъ 

не 3а8исят от Д и

11д -З- = ..D.ф 1о8 D

0пиuен теперь, как работает riашина ТьDринга Tn . Иrrея

До , для которого и е-

оо > Ъ , .i > cclnjrog п. +{) .

(на реФлексивной ленте яашинц I ),

она последовательно в".числяет пr= В|, Пa= n| и так да-
лее. После того! как вt числено очередное 

Ъ 
, в счетчик чи-

сла пеоекодиро9анхй записuвается число D . В начале тай сtо-

91 0. Содерхимое счетчи|<а дает входнуо инlDор|,lациlо для r,rалин

Твс и Tka , указчваr, сколько раз нуlшо производить пере-

*ooroo".rn". прп .rо" ор = пiр, из чего 3рlоt до< 1og n
l|

р <+ 1о8 а
1о8 Dо

8 то хе время, в силу вчбора числа До имеен оо > h'
т.е. выполненý те условия, которче ранее пDедполагались истин-

ньlraи при вUведении неравенст9.

вшчисление куба кату9ального числа х реализуется .iаlди-

ной Тьоринlа и т9ебует вьlполнения не неньцlего числа операций,

..е" х} [|l]. поэтону, если i.а|лина Tn покаэала, что Hyrt-

= }1ОЬоО a 
'ОЧооО

ll2



на одна перекодировка, то из эrого след/ет, что О 
'О; 

.

Тогда l.|ашrна Ш , преlце чеra начать обрабатuвать входное сло-
во а , выполнит перекодировку, Затев она на обработку слова

а затратит *ЪСal операqий, .я" !n(a) - число шаrов

яаlлинýl Тьоринга Т в ходе обработки Gлова а .На операции по

перекодировке затрачево,как было показано,не более СВ2lО5 П
lлагов. Если слово а определяет 9начение Функции cm , т.е.
сд(а) = \(а} ,о Чп(а)z пЭ > 4спаlоg п , i"* *"*

n >во и f(д) = д'_ ФПаlоgа - монотонная Функция п9и

!> 4СlОgд Jогда обцее число операцrй r.ашинч Ц, затрачен-
нчх на обработку слова е , не будет преэосходить

{ чrt"t +cn2loga. } 1t.l + + ъ(а) = i t*с"l.
Если HylKHo 8uполнить две перекодировки, то П > П] .

. (";)'. тогда (д)'- (4ш2tобп)' > (п!)l -

- (4сnjro5no)'r oi - 4Сао2 1о8 по > о по условио.

отсода дЗ ; 5qg'а6l6g3п > tб Сд2lоб д у|

Cazlog п a Ь О' . 3начит, sся обработка слова а потре-

бует не более * ЪС.l . {7 1{") = Ъ Ъ(а) щагов.

При Р перекодrровках чисrю lдаго8 9еОлексивной 
^{аlllинф

тьоринга Ш на вхоАе а не будет превоGходить Й ЪСar.

вuбере..l такое Р, чтобч вuполнялось неравенство

t - число, заданное в условии теоремьl.

обработки слова а машиной I будет

, а результат обработки будет tаки|l же.

22р >эt,
Тогда врейя

raеньше, чен

где

tu(a)

| чпс"l

llз



имеем

п. оп9еделенио

ъ . тогда.по построениD

ац(а) = ttд(b) <ilСЫ s*ъСЫ =fc.(B). тах

как tlацинl Тьрринга |Г и I экбивалентн , то Teopeiia дока -

зана.

3днЕчднlЕ ц. [lолученннй результат .lохазцgает | чrо если

мя ускорения вuчислений в классе обшчнUх ваlлин Тьоринга нуrно

каl|дь.й раз хенять i.а|лину на более буструо, то в классе реФлек-

сивнЕх }iаlлин ТьDринга ускорять вUчисления l.olнo на одной и той

же iaаlине. Более того, такая реФлексиввая яaullина Тьоринга по -

зволяет достичь бdльarего ускорефия, чеr, лобое конечное число

эаиен обьlчнrх иашин Тьрринга.

зАнЕЧАниЕ 5. теорема була дока9ана в предпоrrоrении l l.To в

рассватриваеноl.l классе ваlдиф Тьрринга возraоlна работа с беско-

нечнDOlи алlDавrтани, а чисJlо состояний этих ,{аllин неограниraенно.

0днако и 9 случае ,iаluин ТьDрrнга с такиraи огранOчениrNи реФ -
лексивность aiol(eт повllсить эФФективность работU за счет того,

что cJloвa небольцой минu (даннUе небольшого объева) обрабатв-

9аотся прямо, а ускорение, требушlее дополнительнraх опсраций

по перекоАироэаниD, приr.еняется только к достаточно длинннfi

словаri. 0собенно болылой вчигрцд достигается для алгоритцов,

ипешlих экспоненциальяуо gperieнHyp слоllность.

зАнЕчАниЕ 6. Результат, доказаннuй в тео9еrе 3, остается

GпDавемивчa a для "ре"е""& 
мерu слоiностr, которая и3учалась

в [l3] и отлична от iep слоlllности, рассмотрефнuх вцtlе.

3мЕчАниЕ 7. интересно бuло бн изучить во9rшности yr.eнb-

lllэния с поноцlьр реФлексивнuх r.ашин ТьDринга сrюrносlи 9ýlчrсле-

ний мi других r.ep слоtlности. llрямераirи та(их вер являоlся

,lенточная, поворотная и другие прянrе MeBl слоrrrности [7, l2].

Кроме того, длr| слонности 9ц(п) Рц(а) s

cI(a) =s t"(a) .}ъt"l = f цt.l
= t r(b) для нехоторого слова
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Иногие прилохения логики (экспертнне систеr.u с динаниче -

скиliи пред}iетнь}aи областяr.rи, }iодели научнý.х теорий, теория

практических рассужд€н)iйl,t аргументации) обнарухиваот недоста-

точноGть обччнuх логrчесхих средсtв (исчислевий, стандартнчх

моделей алгорит}lов), С цельр преодоления этих неАоGтатков вэе-

денu реФлексrвнче исчиqления и логические иногообразил, индук-

тивньaе и реФлексивнuе нашинч ТьЕринга. 8 работе пока3ано, что

хотя при..енение rrеФлексивнuх йаl!ин Тьорингп позволiет значи-

тельно повьlсить эФOективность обработки инФорI.iацlrи, интересной

является задача введения реФлексивнuх r.exaнr3rio9 в другие }rо-

дели алгорит1.1Ов: в ВеРОЯТНОСТНuе и НеДеТеРнИнированнuе наlлинu

Тьоринга, равнодоступнuе адреснuе маll,иньl (МИ), r.ашинu fiинско-

го, алгоритtlьl КоrD.огорова и т.д. РеiDлексивнче r.ехани9нU в раЕ-

нuх системах приводiт к разньO,t эФоектаr..
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