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пOстрOЕниЕ tlАксинАльнчх плАнАр}нх эплЕрOвнх грАоов

А, А, Дрбрuнин

Рассматриваотся связнце конечнiaе граl&l без петель и крат-
нчх Dебе9, состоiqие из р верФин и q ребер. ГраФ на9tlвается

цаксu-лlальнdл плаr.арнdд (плоскuм) граФов, если при добав-
лении лDбоrо ребра он лерестает быть планарнýlr.r (плоским). Хо-
pollto ,3вестно, что каtхдая графь иаксийального плоского граФа

(э Torr числе внешняя) является треугольнико1l [l], Дя числа

верltlин и ребер такого граФа вцполняется равенство q . 3р-6.
ГраФ назчвается эйлерова!4, если в Helr существует цикл, со-

деркащий все ребра граФа. согласно теореие Эйлера граФ облада,

ет этиr. свойствоl, тогда и только тогда, когда степени всех его

вепllин четнц. Максuлалонttй планqрнuй эйлеров 1-р66 (l,|ПЭ-

граФ) является r,rаксийальнur. лланарнвлi граФоя, ийеЕциri эЙлеров

цихл.

Бокчи и левинтер [2] построил, йпэ-граФu с числом верщин

p. rk для k z2, диагра}rмg которUх приводятся на рис.1. g на-

стояцей работе дается ответ на вопрос из [Z] 9 суцествоаании

}tПЭ- граФов с произвольнЕ1,1 число|.l вер|лин.

Треугольник пвляется единственннrа ЦilЭ-графоii, имепциl.{ вер,

цинrt степени 2. llrtя числа 9ерlдин МПЭ-граlDа cyliecтByeT простаi
верхняя оценка чере9 количество егс вепllин степени 4 и 6. 0бо-

значив tt число веплин гDаФа стелени k.
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УтВЕРшЕниЕ |. лабой лаксuдальнчй планархdй эале-
ров zраф соdеwuп не ленее б BepuuH спепенu 4 u

п4 + пб 
= р S 2по + ou - 5,.

Д0КЛ3АТЕЛЬСТ80 непосредственно следует из нaравенств

&:4п4t 6(п-по) и & 24по + бъ* 8(р-ца-пr). 0тqодэ, в

частносtи, aUтекаеY неэо9ноrо{ость построения НП3-граФов с 4

и 5 веплинэarи.

в [2] пока9ано, что суцествубт единственнuй }tпэ-граФ на 6
aершинах степени Ц (рис.l), которчй анaсте с тр€угольникой яв-

лfiтся единствефншrи реrулярнUriи НПЭ-граФави.

Ут8ЕРrдЕниЕ 2. Для лрбоео pZ3C за чсключенчел р -
- 4.5,7, суцеспвуюп ла,ксuлальцuе планарнае эйлерова
ерафч ца р веwuнаr.

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. П).сть G явлrетс, ltПЭ-граФом. }iU воrей по-

строить из С новUй граФ G', приненяя операциD вставки в про-

и8вольн)ю грань G ноaого треугольника как пок89ано на рис.2,
где !ста!лrемuй треуrольник вчделен щтриховкой. Назоэе}i TaKyD

процедуру опсрациaй Dвсlllирени, граоа, граФGr так|е я!лrется

НПЭ-rраOФ.i и P(Gl) . р(С)+З. Так}rl. обоазо+r, для того чтобс, по-

строить иско}lUе гр€Фý, даствточно найти подходяций начальнUй

граФ С и далее последоваrеr-tьно приценять операциD расщирения.

Вначале поGтроиri болсе простuе чеи э [2l принерч rра(фв с чи-

споi всрl!ин р - 3k, k > з, как видно иэ рис.J такие граФч Mott-

но построить иэ треугольника.

м, построения граФов с р . ]k+2, k е 2, !еплинацй под-

ходит начальнt й г9аФ на 8 верaOивах, показаннuй на рис.4а. !|ля

пол),чения l{ПЭ-граФов с р - 3k+l, } :3, !ешшнайи tопю !ос-
пользовaтьс, нач€льнш. г]ЕФоr. нs рвс.46, ивспциl l0 aеплrн.€с-

ли бr суцсствоrал iпэ-граФ на 7 эеплrнах, то он дол ен и}lеть

степеннуо последовательносr, бlt6, к". покаЕано в [3] тахая

степенная последовательность не r.о!{ет бпь Dеализоaана хакси -

иальнuлi планарнtN грэоон. a
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Рис. l

Рy.с- 2

Рис. 3
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8 закlючение paccr.oтD]ii некоторua сaойстaа стсllсфнUх по-

следоватЕпьноGтей ltпэ-граl ов. н! рис.5 похsзан способ приrrене-

ния операции расlлrрен}tя нпэ-граФа, при KoTopo}t пrюrlсходит по-

сл€доваlельное уr€личёние степени едlнст!€Ёно.l !ершхxtl v до
9аданной величинч. срсдr д9!/гхх эеф|lн граФа на каrдо.r цагс

увеличиэается степень толtко дa)/х ее соседних зсвrlн с Ц до 6.
3а..iетин, что число вепtrн стспени 4 J/зaличraаalc, на !. на

рис.6 показана опсрация оaсrирения граlDа, при которой колхче -
ство верщин степени б TaK|e увеличи!аетс, на l. J|ринaняi по-

добнUя образо+. операцrlо рас]ирениr, н€tрудно пок8з8ть спр8эGд-

ливость следуlоlrх утaсршaний.
Ут8ЕРшЕниЕ э. Для любuс аЕ о u L 26 счцеспе!юп

дахсчлальнае планарнdе эtлерова zрафu, uАещuе почNо
n вераuц спвпехч Ь <поцiо п26 верuчн спепенu k - Ь>.

УТВЕРЦЕшхЕ Ц, Паспь а еспь проuэволDхая цв€оэра -
спаап!ая послеOоаапе4ьноспь чепradЕ rчсел, нач.ценьuuЙ

элвденп копорой бо!lьч!е 6. Тоеdа сT!цесmсча| лахсчдааD-
нче планарнае эйлеровч ераба со спепенноа послеОова-

пельвоспDlо абДqk аля нехопора, k ч а.
0пичвн qдин и3 во8воrtнuх споGобоa поGтроенrя Taкtx гр8 -

фо9. Пусть необходихо построить }tПЭ-грsФ, шеOлlй aепшнI со

степсняни d. (d,,d2,...,dn), rде dla 8.8озь.{Gх. кэчестlе

начальноrо }iпэ-rраФ на б аеЁlrrнэх (prrc.5). oпераqиях]. рас]и -
ренr, у!епичивасll степень aершrнa| v до !елl.чtфI dl. В получсн-

ноN грэФе всегда с!цеGтв)/ет грань с трGн, aэяlи}.а..и степсни 4,

образовaнная на посJtqднеri ]аге. Дaлее эIбирaех qдiу из эт}.х

вепllин и опеDац}iя}.ll расцирени, довqдиlt еa стспaнь до rcлrчинu

d2 и т.д. Так ках м, ,!оrtученr, aерцинl Gтaп€нх d. тр€буеrс,

(d.-4)/2 опсраций раGUr.р€н}.я, то число aерUrн пост]юеiного
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u - 4п соответственно.
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