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Введение
изученrе полиноriиальнlх инварrанrов гра(фв является тра-

диционной областьр rраФ-теоретических иGследований и э послед-
нее вDеliя приобDетает ваlrное значение дл, п9йлоriений.llqно вu-

делиlь двit ocнoвHrx подхqва к построенио таких инвариантов.Пр,
пёрвоr. подходе полино}lU !оаникаот,как результат приненсния r.e-

'одоэ 
линейной алгебфl к rаrрицаll, ассоциированнuй с граФаяи .

При BToporr пqдходе поJlиноalшльнче инвариантu представляот со-
бой проrsводяц..rе Функqии, перечисляцlие структурнче характерис-
тики граФа. Прихераi.и полинониальнuх инвариантов явлiотся ха-
рахтеристический riногочлен riатрицU снеr(ности, }aатрицr рассrоя-
ний и лапласовой }rатрицr граФа, хроriатический полино}i,

полиноra татта, полиноri паросочетанrй, ц,|кловой и ацикличес-

кий полиноraч, пеФiанентнuй полиноra, полинон стягиваний граФа,
ладейнuй полино., полино}lr lо..о.орФи9!tо9 граоов [ 1 -7 ] .

0тметии э*ачr, естествснно во3никапцие при и9учении поли-

номиальнцх иквариантов: нахоlцение рекуррентнuх lDоDr.ул для вч-
числения полинонов, получение явнuх вuраrений для поJrиноaaов от-

дельньaх lраФоз и классов граФовt устаноаление эзаиraосвязи l.{ек-

') Р"6оr" !цполнена при ФинанGовой помержке Российского Фонда
Фунда,.iснтальнчх исследований (код проекта 93-03-18657).
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ду различнuraи полино1,1i|ии, разработка алгоритraов и оценка тру-
доенкости вuчисления по,линоaов, однозначность характе9изации

rраDов, поведение полиноriоl при операциях над граФа}rи.

Среди прилохений отйетиrl акти!ное изучение свойств поли-

Horioв мя граФов, соответств)л)цих молекулярнчra cтpyкTypa}r ,
поли}iераи а органической хr+rии []-lt]. Из Физических приложе-

ний yкaкeri на известнур задачу Изинrа, в которой возникает по-
лино}i, перечисляшlий подграФtl специального вида, и 9адачи ста-
тистической (изикr, свя9аннь.е с перечислениеri полиirино [l2,
l3]. Основой активного интереса к полино.,tиальнч!| инвариантаlt

типа полиноr,rа Татта слуrит обнаруlхивrчаяся их глубокая сaяэь с

инвариантани узrюв и зацеплений [l4].
0дним из новшх полиноiiиальнцх инвариантов является поли-

но негаfiи, эведеннцй в [l5]. ивтерес к этощ, полиноиу связан

и с те}., что как показано в [|5], череэ него ногут бuть вuра-

женu хроматический полино., полинои Татта и потоковlй полиной.

в настоrцей работе будут полученU рекуррентнuе Форr.уль| и

явнuе вr.ражения мя полиноl{а Негами графов, соста!леннuх из

п-угольников. Кройе того, в прило{ениях Д-D будет приведена

поограri}iа вuчисления полиноl'lа негаци Алi произаольного граlDа

и полученнuе с ее поr.оцьb полиноlaьl Негаии р8зличнuх типов

г раФов.

l. Ilолиноя негави

в этоl,i пункте будут Аанч определение и освовньЕ свойсt!а

полино}aа Негаr.и, необходимче для дальнaЙлего и9лоrGния.

Везде далее под граФоя будет пониr.аться конечнчй граФ с

кратнчaiи ребрами и петляa.и и, как правиrю, будут использовать-

ся обозначения и терrrи"олог"я из [16].

для rраФа G и его реб9а е определиri следуоOlие элеriен-

тарньlе олерации:
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(|' Udалехuе pBбpai rрф, п(rл!.чGннUй из G удалефи.r.

себрs с буде.. обо!н€чать с-c;
(2' спя2чвахuе р€6р4, raкDчацеес, . t далснrи рсб9.

с ]хrслgд!циr отоцдест!лсн.rФ. сrо BepllEH. ГрэФ, полученнUй и9

G операц}rсй стrгr!аниi рa6ра е, б)rдех обознaчaть Gle.
этi дaе.опэрацr]. ,lctaт в осюaе о.rрaдслени, полrнааа нa-

ган1{.

0прЕдЕлЕниЕ. полчнол не |aJqu Е(G' . f(c; t, х, у) гра-
Фа G есть lх)лиllоr. ot трех псрехеннuх t, х, у, lrдовraтэоряций
qледупlrн усrtовrяii

(1) еслrr G -
laHHUx эеяllин | то

Tn - граФ, состояtиf, иg п, п 2 l, язоrrиро -

f(E_) . tп, (l)п
(ii) длп rтбого ребра е граФа С иr.еет весто раэенстaо

f(G) . xf(c/e) + уf(G-е). (2)

Такое опреАеленис полrн(raaа }Ьгаки поэ!оляет предGта!ить
процaсс €го auчислени, ! aидс корне!ого ориентиро!анного бинар-
ного дереaа. ПроиллDстрируе.. этот.способ нахоlrдения полино а

f(c) .

пРинЕР. Рассrrотрин мульrиrраФ н, иэобраr(aннuй на рис.!.
Представих схсц/ auчислсфия полиноха f(ll)

! виде дерева на рис.2. В KopHeByD верлину поме-

цается исхqднуй rраФ, остальнче вaрlлинu свя3uва-

отся с граDаr.и, полу,aеннgми послс удалсния ,луl

стяги3ания ребср. 
'Ьrги 

д€ревs с r.еткой |'х" соот-

Рис. l BeTcTByDT опеDации стягивания ребра, а дуги с

MeTKo.i 'lу|| - операqии удаления ребра. 0чевидно,

обцее число д)rг дaрева на рис.2 9авно 2Q, где q - число ребер

исходного rраФа. При это1.1 концевь5i верлинаri дере9а соответст -

эуlот граФьa, состояцие иэ и3олrрованнuх вевлин, полиноliч Нarа-

ци которuх определяотся по Форяуле (l).
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прос14отри|.t далее все пути дереваr вьlходяцие из корневой

аепOинý и заканчивацциеся в концевцх веплинах. Тогда , переl,|нокая

}rетки дуг этих путей и полинойU Негаr{и граФоэ, соота€тстауЕOlих

концсвьr. !ерlлrнах путеЙ дерaээ на рис.2, получи}.t: f(ll) .
4 з з 22 з 22 22 2 з.tx +txy+txy+txy +txy+txy +txy + t'ry +

з 22 22 2 з 222 2 э 2 3+Exy+txy +txy +tay +tху +Erry+Ercy+C
. tx4 + 4tx3y + (t2 + 5t)x2y2 * 4t2*уз * t3y4.

э4
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oтr,етил{, что для вччисления полиноraа нет необходиiiости ре-
дуциро9ать граФ до вполне несвяэных подrраФов. А иraенно, пусть

граФы Gl ,G2,...rck соот9етствуот концевьп.l веилинам дерева,тог-
да

k
f(G) . Е

i-|

а.ll.y
ь

1 f (Gi) ,

где aj и Ь. есrь число дуг дерева, поr.еченнuх х и у соответ -11
СТВеННО и принадлеяацих ветвя1i из корневой веплины в концевуо

веллину с G.. Напривер, для простого цикла с поDядка р поли-lEl
ной может бgть предстамен через полиноi{ простой цепи Рр 9 ви-

де
,f(cp) - x-f(cP_2) + }rf(Po_1) + yf(Pp).

Свойства полинойов Негами бьlли подробфо изучены в [lýl.Пе-
речислим те из них, Koтopue будут испольэоваться далее. Для гра-

Фа G обозначи}r р - число верlлин, q - число ребер й !l- число

ко}aпонент свяэфости граФа.

lo. flля граба G справедлива Форl.iула

.w(c-v)rq- |т |"|т| ,

где cyrir.a берется по Bcel,t поднно!{ества.i Y множества ребер В(G)

граФа G, а |Y| - rrоцность riнor(ecтBa Y.

2О. Полиноr.r f(G) tФtхно записать в виде

(4)

lспользуя сaойство to, нетрудно 9аметить, что коэФоициен-

Tu полино.iа иraсDт следупltий сituсл: Ь., равно числу под}|нс!пеств

Y g в(G) из i ребер таких, что после их удаления грао G-Y рас-

ладается на j коцпонент с!язности. С другой сторонu Ь.. рав,

}lo числу остовндlх подграфов в G с (q-i) ребраi,tи и j компонен-

таltи.

f(c) , Е
Y 9Е(G)

(з)

f(G)- l В b,..j*q-i"i.
i-o j-l lJ
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f. Пусть грэоU К и В нс ,€ресекаDтся. Тогдр nolrrrrrorr HG-

гах}i их обtедlнснх, Х U Н rФ4aст allд

f(x U Е) , f(x)f(a), (5)

lo. Пусть К.В обоgначsст граФ, Gостояlrй ха дrух пqдlр! -
Фоa К и Н, rirеqих aдинст!енн!rD оfrуD вaЁlину. Тоrд!

I
f(x.H) . Ё f(K)f(п). (6)

5О. Если rраФ G полностlо определяGтся парахетра}.и p,q и

tr, то полино}l Нёг€irи f(G) полноGтlо хаaвктерrз!/aт сго.

s.to. ГраФ Tq iвлiGтGя дсре!о}. с q рэбраrrи тогда и ToJlb-

хо тогда, когда

f(Ta) . t(r + ty)q. (7)

5.2О. rрэФ Cq еGть qrкл длlнч q ?огда rr ?orlbкo тоrдr,ког-

,lt
f(Cq) . (х + ty)a + (t-l)xq.

5.]О. ГраФ L_ состоит из единствGнной !ерllину !l qq
тогаа и только тогдl, когда

f(l_) . t(x + y)q .q

(8)

пстсль

(9)

qpc6_5.4о. грао D состоrт rlз д!ух !сЁlrн.q
Еlани ?огдэ и только тоrдl, когда

f(D_) . t(x + у)9 + t(t - t)yq. (lo)
q

бо. пorrrrHor нaгахи характaриsусr граФr с точюстrо до 2-

иrо..о9о.rrr.а, ,.е. aслr граФ| G и П яaлrотс, 2-изоrоронлrи

f(c) - f (н).

r?O

(ll)

п



2. KrЁccr граФов, составленнчх из п-!aгольников

Определи}r класс Ur грасlов, составленнuх из r присоеди-
ненных друг к другу п-угольников. t|ля проиэвопьного п z 2

положиri, что Uo содерrит т. е. вu9ожденнýй п-уrольникК2

п }2, еспи G может бвть получен из граФа Н € Ur-! отоl,десr-
влением одного из ребер новоrо п-угольника с некотор!цr ребро}r

граФа Н, пр.rнадлеrациii лиль одноi|у п-угольнику. Так, среди

граФов, изображеннuх на рис.3, ли!ь граФь. G, и G, принад -ýа
ле,{ат классаl, U; и U; соответственно. В граФе С2 ицеется

Dебро, которое принадлежит более челr двун п-угольникаir,э граФ

С4 iiolleт бчть получен лrtль в результате присоедrнения нового

п-уr,ольника к дByrr ребраи гсаФа пз U|.

п
будец говооить, что граФ с приьамеI(ит классу U

с ,, сз

;,rz

4
GG

Рис.3

Нетрудно показать, что количество п-угольников произволь-

ного граоа из llr связано ý числоl{ веplлин р и числоrа реберп
q грsФа прarстuiiи соотноlленияt,tи: р,r(п-2)+2 и q,
-r(n-l)+l.
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Как следует из определения, все граФu из Ur являDтс, ллос-п
киraи, все r внут9енних граней хоторшх являотся п-уrольника-
}rи. 0пределин мi такой уклалки перuлеrтр rраФа как пно ест-
во его ребср, снеrнчх с внешней (6есконечной) граньр.Тахим о6-

раэо.i, tio){Ho всегда считаrь, что при построении граlDов класса
-_t r-tu и9 граоов масса u присоединение ноэого п-угольникапп
происходит лидь к ребраr,r периветра.

Для грз69 G € Ur определик новuй граq S(G) следуощиrr

образоti. Ведlrвъl г9аФа s(G) соответствуDт п-угольнlttкалl гра-

Фа G. д!е вевлин!l граФа s(G) сосдиняlотся реброй, еGли соот-
ветствуццие иri п-уrольники в граФе С смеl{нu, т.е. ииеDт об-

цее ребро. Полученнь.Й lраФ отраr(ает сl.lеrность п-угольников в

граФе G и далее r4u будеr. фазýlвать s (е) скелепол rраФа

Из определения класса UE следует, чrо С принадлехи,

тогда и только ,огда, когда его скелет s(G) является деревоtа.

}lнoxecTвo скелетов всех граФов из Ur совпадает G !rнo-п
lliecтBol.{ всех деревьев с Числоl,i верлиф r, У кото9uх aiаксихаль-

ная степень веллин не превосходит п. 0братно, если т есть де-

рево с r 9ершинайи, степень (аt дой из koтoprx не преaосходrт

п, то для каrиоaо k f п граФ Т яэляется скелеrо14 некоторо-

го сеriейGтва граФов из U|. На оис.Ц приводятся rраФu из U; и

Uj, иrrешtие изоr.орФнuе скелетч.
о

Рис.Ц

G,

Ur
п

п

trцil
цд

п

ш]r
пrlII1-Irl
ц

l0



0тхетия,что riножество u! вклрчает в себя мноrие интерес -'п
нуе классы граФов. возникаоцие при их перечислении 9адачи изве-

cTHu как эадачrl о росте клеток или росте п-угольнUх |lивотнtrх'|.

в [l7] для граоов иа U|,rаэь,вае"вх п-кластера!rи, получень, про-

изводяцие Функции и подсчrтано холичество граlOов. В тaбл.l для

налuх значений п и r приведеньl численнц' результаты из [l7].
таблица l

Количестао граФоа в классе Ur

\. 3 ц 5 6 7 8

I

2
3
l|

5
6
7
8
9
0l

l
t
I

3
ll

l2
27
82

228
733

|6
60

26l
l2цз
ь257

зz7zl

l
I
2
8

1э
l9tl

l l96
8l 96

58l ll0
ц27975

l
l
3

l2
68

I083

39цб
34q85

3l5810
298Ц570

l
l
3

lб
l12

l020
lo2z2

l0991,7
l230840

t ц2 i 867l

t

l
ц

2l
l8]

|918
229оа

2905l l
384q688

5zц5ц2ц8

граФý U вклDчаDт вп себя некоторфе типьl полинино, вознr-
каццие а задачах заrфценил Фигур на ллоскости [l8].

0бозначии через Pr подкласс г9аФов из Ut, для KoTopux

скелет изоморФен п]юстой цепи. ясно, что rраФ из Р: поrrуча-
_r- !ется из некоторого a pa{Da из pn присоединение}i нового п-

уrольника к его конце9ойу п-угольнику. ГраФу из РЕ будут да-
лее основнuми объектами изучения. лля rs Ц и ns б изобра-

" прпвaд"r, на рис. 5.х(ения всех граФов из хлассов Уп

0бозначим, наконец, через С| поакласс граФов из Г|,в ко -
торцх ка)liдая веп!ина ,вляется обцей не более чем для двух п-

угольников. Следовательно, степень каr(дой вецливu граФа из С;
равна лвув иrlи трея.

-rl9вФl. класса % известнu как нера9вет9ленньlе ката-кон -

денсированнuе полигексu и 9клочаот сеliейсtво холекулярнчх l-pa-

Фоа бензоиднuх (арохатических) уr леводородов, игра0lllих Bar(нyD

роль в ор.анической хиi{ии [|9-2l].

1|
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3аr.сти1,1, что для построения граФа из Сr по граФу из Сr-|
новшй п-угольник нель9, присоединять по ребраи концевого п-

угольнrка, инепцrr. веплину степени 3. В концевоr4 п-угольнике

граФа Cr-! таких ребер в точности n-3 (рис.6а).

I

:--=

t

а)

G-4,) 12

(r-5) l2

6)

r 24 четно,

r 2 5 нечетно

Рис. 6

Это по9воляет устаноaить в3аиr.но-одно!начное соотaетсtвие

нешу граФами и9 классоэ в| и сr_r,, пример хоторого пока!ан

на рис. бб. следовател5но, lBil - lc}rl. Ясно, что lal| -
.l.: |.l Аля лбоrо паZиlс|l . | мявсех r2l.
Дя числа rDаФов в классах С! и С| xooorro из9естн{ аналитиче -

ские Форl4улr. [22,23] :

lc;| .
r-4

r-4
2

2

+2

+2

, если

, если

,

lc;| -
(з(r-2)/2 + l;2/4, если r Э2 четно,

1зr-2. з(r-|)/2* з(r-3)/2+ Dl4, есл|А r l3 нечетно.

В табл.2 мя с9авнения с даннuми иэ табл.l приводятся чи-

сленнuе значения qисла lраФов в классах С! , С[ лля t S r 
= 

l3.

lз



таблица 2

Колrчество граФов а классе Сrп

Далее нас будет интересовать вопрос о 2-изоrrорФности рас-
сиатриваеriых ГРаФОВ. НапОиниl,|, что два lраФа назuвартс, 2-изо-
дорФнdлurесли суцествует взаиr.но-однозначное соответствие (p

ме ду,aножестваliи их ребер такое, что 
',.,-l "оrр"""от 

прос-
тче цикльl граФов [2q].

УтвЕРrдЕниЕ |, любае dва 2раба uз Pr являюпся 2-lt
uзолорфпdлu,

Для доказательсiва достато!lно за етить, что у хапдого кон-

цевого п-угольника псриистру граФа принамежит п-l ЕбЕlo, а

произвольнuЙ не концевоЙ п-угольник иl|еет на периtaетре п-2 ре6-

ра.
В силу Фор.улu (ll) получаем

СЛЕДСТВИЕ. Полuнол Нееадu являепся uнварцанпоц
1сласса Pt, п,е. dля л,обой пара 2рафов G,Н € Pr Bu-
полнено f (G) - f(н).

Если эевлина скaлета граФа из ur ивеет степень k. то со -п'
от9етствуоций ей п-угольник будет иметь п-k ребер на периiiет-

ре граФа. следовательно, для граФов класса Ur слравемиво ана-

логично€

УТВЕРrДЕНИЕ 2. Еслu сlселепd 2рафов а,Не v: цзолорф-
нr, по ?раФа аuН являlопся 2-uзолорфнадч u, слеао -
ваmельно, f(c) . f (н).

,\. 3 ц 5 в l2 lз
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3. Полиномы Негами класса Pr

В этоl.t пункте для граФов класса В| OvBvT получены рекур -
рентная и явная Форл,tулы полино..tа Негами. В силу следствия из

предыдущего пункта полиноt"| Негаrrи f(G) совпадает на всех гра-

Оах G € Р|, поэтоl,iу здесь и далее мы будем обозначать его ff,.

Напоtlниtl, что для любого п 2 2 класс РО состоит лиtль иэ

внрожденного п-угольника - ребра, и в силу gормулы (7)

'i = .(* + ty). (l2)

Кроме того, для любого n } 2 класс Э] состоит из п-

угольника - простого цикла длины о. Сп"до"]rельно, в силу Фор-

rqулы (8)

,jr - t* * ty)'+ (t - t)хП. (l3)

Следушlее утверждение дает рекуррентнуD Формулу дlля вычис-

ления полиномов Негами f;.
ТЕOРЕМА 1. Для любuа t22 и п 22 lltleeп леспс со-

оmноаеlluе

f; = |tt* * ty)n-l + (tx + tу - х)хП-2 ]r;-' -

- (х + у1*'-2(* * .r)"-2tl-2

Рис, I

класса в! пассмотпи^i граФ G; на

рис.7, составленнчй из четырех

пятиугольников.

Согласно определениD поли -

нома Негами, полино" f! связан

по формуле (2) с полино.{а},rи двух

(l4)

ДOКА3ДТЕЛЬСТВ0. Сначала проиллlострируе},l идею доказатель -

ствадля случаяп=5 и r=4, а зате}i распространиl.,| его на

случай произвольных n и r.
В качестве представителя

l5



других граФов, получае!iцх из

соответственно (рис. 8).

?

С! ст".п"а"ие!t и удалениеr.r ,ребра

ч

Рис.8

Первчй иэ них состашен из трех пятиугольников и одilого

четырехугольника. 0бозначим его Ш]. Второй состоит из двух

подграФов, имешlих единственнуD сбщуо вершину: граФа С!, сос-
тавленного из трех пятиугольников и цепи Тз длины три. Такиtl

образоtl, из диаграr,r}iч на рис.8 в сrurу Фор}rул (2), (6) и (8)

ПОЛУчиlt|

(н;)

G;)

t!fi-*t + yt<c!.Tr) - xf(H;)

Выразиl.t отсода полиноlt Негаии гпаФа Н|:

r<H|l - *'r1 - r{* * ty)3r]).

Далее рассмотрим схему вччисления полинойа Негами .мя
2

граФа Н( (пис. 9).

Концевчи веолинаli приведенного на рис.9 дерева соответст-

Byloт следушlие граФu: граФ, составленный из и}tеlоцlих единствен-

r! t!.t* + tу)З ,+

-xf + у(х + .уlзяi.

lб



7 у

7 у

ч7

HyD обtryD веш|ину граФа н! " петлп L|; граФ с]; гоаФ, состав -

леннчй из и е!цих единственнуо обtцур вешtину граlDа С] и чеп,

Т|; граФ, составленньlй и9 ине(llих едrнсrвеннуо обцуо вершину

геаФа G; , цепи длинч дэа Т2. В силу lDор}rул (2),(6) и (7) инеей

fG;) - х3 !rtн!ltt,.,l * 1*2у .{ t<т,) . I ttTrllr].

- *3(* t r)tФ!l + у(х2 " х(х + ty) + (х . .yl2lri =

Рис. 9

+
з

(x+ty)-x

l7

- хЗ(х * y)t(Hr1 *
3

{. (l5)



0тсDда

подставляя вuражение (|5) для f(H
f(H!) в (I6), полччиrr

t<H!l - *Зк* . ylr(B!) . (x*tY)] - *3 ,3 ( l6)

;, и аналогичное для

,ilf(r1 -r(** trrl3х)

r! = 

[rt"*.rl3-

r! - }t <"*.yla * (tx.ty-x)x3]f

и, следовательно,

r<H|-|l . Чri - r<" * .y)n-2ri-lt. (l7)

Из анали9а tторого дерева вч(1исления полино,tа заклDчаем,

что

- *2(*. r)(r! - r('.. .уlзtЗl + (x+tY)3 - *3u'

Вuраt{ая отсода t! ..п.з r| , t!, n"ee*

х3lх*у1 * -S-*-С. 
]4 

- l(х+у)хЗ1l.зу;3 12

]- r t"*r)*Зt**tr) 3t].

[lовтори подобнне рассу,цеfiия для прои3вольнý|х п и r.тог-
де из анализа первого дерева вuчисления полинома граФа иr.ееri

t(сr) . хr(нЕ-l) + yf(Gr-l.T л).пп,пп-z

откуда, используя Фор}rулg (6) и (7), получим

f(H r-I
п 1.*'-2glHr|.b,)*l

п-3
Е
i.o

*if(G'-2.T л.)

l8



Далее, используя Оориулв (6), (7) и (9), имее}r

f(H;-l )
n-2 (д+у)f(Н r-2

п

t1-2 (x+y)f (н r-2

,-2 п;з
n i-o
(х.tу)'-2 n-2

*i (**ty)'-3-i)+yf

х t-2) +у f (l8)t п

llодставлrя вчраrение (l7) для f (Еr-l
п

_r- lчеDез t
п

и аналогичное длi

-t-2tn , ПОЛУЧrrif(H t-2
п ) в (18), и вчрахая fr

п

r|-!<**

- у(х + у)хП-21х + gy1

ty)п-l + (tx +ty

п-2 -t t-2п

_ х)хп-2]fr-l

что и доказUвает Teope}ry. a
заr.ети},l, что в полученной

ле (l4) вчраr<ения при fE-l n f
зт, вьaраllения через ап и bn соответственно

- * ,,* * ty)n-| * (t* + ty - Х)ХП-2) (l9)

и

и

ё
п

п-2bn. у(х + у)х (х + ty)

тогда Фор}rула (lq) п9ивет в}rд

-t -r-|t- - а t - Ь fп пп п

в теореие
t-2

l 9екуррентной форву-
не зависят от r. 0боэначиlrп

п-2
( 2о)

t-2

редукции и вuразих fr через fr-2 иСделаец еце один lлаг
п п

r-з

f'-з

fr-
п

а af ьпппа
ппъп-bf

ппп
(

п
t-2 r-3 r-2 ("2- ь ) f'-2f fппп

иы llo)xei4 выDазить

fi n fi-t. где lпп

-rt
п

Продол,(ая этот процесс,

два последовательньaх поJtинона

|9

через лDбьlе

S r-l. Со-



ответствуощие коэФФициенты для них обозначиl.{ c:-iп
т. е.

т) d,-i.п'

-t r-i _i -r-i _i-lt зс t -d tппппп
ll

0тметиr,r, что 
"r, 

- "о n d; - Ьrr, и имеет }recтo следуоlцая

ЛЕttМА. Для лtобаа п 2 2 u I S i S t-2 ааполняепся
соопношенuе

i+lсп

_i+l
d
п

Продолlкая процесс редукции f| ао полиноllов fo n f},"""n"-
ляемых по Форtiулай (12) и (l3), получиl.{ следупциЙ результат.

ТЕOРЕМА 2. Для лtобав rt )- 2 u t Z2 uлееп леспо со-
опноlllенuе

_оtrr'

ап

ьп
:] [i ]

dr-
п

r-1 _1ctппfrп

еdеfО - t(x + ty)l fl = (х + ty)n + (t - l)xn,

с
п
r-

][;::]

t-2
ап

ь
пd'-l

u

"rr 
- |{{* * ty)'-l + (tx + ty - х)хП-2),

ьr, = у(х t у1*'-2(х . aу)О-2

20



4. Полиноl,t Негами граФов, составленных из

1,1НОГОУГОЛЬНИКОВ С Ра3НЫltt ЧИСЛОr.t СТОРОН

в этоrq пункте будут рассмотрены семейства граФов,состав -
ленных из r экземпляров п-угольников и одного m-угольника

[ля нахождения полиноl"iов Негами таких граФов будут использова-

ны полученные в предыдуцем пункте результаты для граФов клас-
са Рr.

п
06означим через Н:'1 класс граФов, составленных иэ t

flrП
экземпляров п-угольников и одного m-угольника, скелет кото-

рых является цепьо, приче.{ m-угольник соответствует (i+l)-ой,
0 S i S [f] , ""orn'e скелета, если занумеровать их последо -
вательно от ближайщей концевой веплины. Проводя рассуждения,
аналогичнuе докаэательству утверждения 1, }toжHo показать, что

и!rеет ,{есто

УТВЕРХДЕНИЕ l. Любае 0аа ерафа ltз lсласса

ляюmся 2-uзолорфналu.
Таким обраэо!t, полиноltt Негами является инвариантоtt класса

__r.i , r,i*;;; и, следовательно, },lы l.toxe}t использовать ооозначенп" n.,,

дlля полинома граФов класса Е:':.
Il,п

Отметим, что согласно такиl"t обозначенияl.,t, Форt,lула (17) из

предыдучlего пункта дает выражение для полино!tа граФа h;':_l,

н

(2l )

Нr, i яв-ПrП

тЕOРЕмд3. Для r.Z2, m Э2, t?-1 u O<iS
обозначuл

,i:i = -i ,iri-i(**.y)'i'(,,n)-2((x+ty) lo'<rl- *|'-'l ).

тоеOа полuном Нееамu класса
класса. Р; слеО!ющltрl образоп:

а) еслu m } п, по

,i:i = *lrП-Пl ,i*' * .i'i,

HT, t
П,П

связан с полuнолом

21
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6) еслu m < п, йо

fr+l . xlm-nlhr,i +п п,п
r.igп.,

у
t

I

Е xJ {x+tyl 
J-J

j"o

( 2з)

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Случай "а". tlроиллострируе}. идео доказа -ý,
тельства для случая Н;';, откуда будет очевидно следовать ее

чlо

обобцение на произвольньlй случай Е fп. На рис.l0 изобра)хен(,
граФ класса Н;'; и сооrветствуоlцее дерево 8ычисления полино-4,о
ria негами.

\t'

, \9

-I _tt
п

r-t (x+gr1

в

Как нетрудно видеть, концевьOr веп!инан этого дерева соот-
ветствуот граФв с:, <c].T,l.tc|.T,l n tc].T,l.<c!.Trl, гле

Рис. l0

п
Используя с9ойства полинолlа Негаl.iиrполучаем

nGЕ€рr

ь?,? - "2{
+ -2 -зtдtц

Аналогично в произвольноt{ случае о lп будеrr иметь

ш-п- l
Е

j=o tй]
J

lI
ll lI rtl lr

lllllr rIl l

hr'i - *Пr0
m-п -t r+l

п
*Jt п

zz

m-3



0ткуда, суинирqвав гео}rетрическур проaрессиD, получиl|

bI']. *'-"r]'| * }ri r]- i1**.y1o-21 1**ty1"-'-*'-'] ,nrfi п tZ пп

что а силу (2l) совпадаеt с (22).

Случай "б". Рассмотрим геаФ С; € Р: и соответ9твупцее

ейу дерево вuчисления полиноltа Негами, изобра,хенное на рис.ll.

.?

"/ \

п

Рис. I l

ц

,.j 1*.зr13-j .

Концевuх аевлина,{ эrого дерева соотэетствуlот следуо-

цие граФu: граФ класса н|'| n "о"о" tC|.T,l.tc|.T,l .o

<c|.Trt-tC|.T,l. 8 силу свойств полиноr,rа Негами получаем

4
6f *2nl у

t+,l ,L,2
I

Е
=оJ

Дя произвольного случая п <п будеlt иметь:

23



fr+l - *Пlr,i +д 
'irr-i. п,m t п п

(x+gr1
п-п- |

Е
j,o t,.--J

п-3

0ткуда окончательно получиra

r1-' - "'-\1,i *-* rlr'-i(**.у)*2[ (*.ty)'- - *n-],п п,п tl'r, 
-

чТо в силу (2l) совпадает с (2З), что и доказувает Teoper.y. a
слЕдствиЕ. Паспь верuuна скелеmа, соопвепспварцая

п- у 2 оль нuка, яоllяепся концевой, п. е, ераб прuнаdлехuп
rлассу Нr'О ТоеОа, еслu п-l, по

b]'l - *'-"rl*l * ] r] ("*.у)'- l 
[ (х+tу)ш-п - хш-п] (2ц)о,п п t п-

u аля п < 1 вrполхяепся

r+l
пf

, -"ъi:i * I f '(*.ty)'-|[ (x+ty)n{ - хпт] .

t+l

( 25)

ь?

За,,iетиr., что из (Zt) слеячет br'|

ni'i_, * (25), получ.rrr Форrаулу (|7).

f а внOа'€я

В прилохении С приведенu полиноi,iu Негаriи для граФов

,6'

,l
6

и ь?о

В заклDчение от етим, что Teo9er.y 3 r.o,xнo обобщl,lть мя
граФов, cocTaвrreнHbax из нескольких }iногоугольников разнuх ра3-
raepoв, скелет которнх является цепьD.

5. Вgчисление полиноr4а Негаl,|t. мя
лроизвоJlьного граФа

Iия получения полино.iа негами произаольного граФа бuлr

разработавu проlраll{liнrе средст!а для lВ{-сов}rестиtiого персо-

llального коr.пьDтера. в9од инФормацrи ос]цествляется с помоlцьо

гDаФического реАактора путе.a рисовани, граоов на экране диiп -

2ц



ле, [2r]. ВUходн$.и даннч.и ,влfitс, полиliо.u Нсганr.предста|-

,€ннrc э Gиt|вольно. lидс, пригqднче дл, дaльнсйшсй обрэботхrr

,заacт|{$i пакстов аllал9lтrчaских auчrcленrй DERIVE.

вьlчпсление полrноaa }l.гаrrr проal3водитс, на оGнове Фор-

Myry (С). По G!ойс?!у 2О коооФичrrент Ь., аа!иGrт от дв),х пара-rJ
..етrов: r.оцносrи liноllcстaа У S Е(с) удалrеruх .rз rрaФа рa6ср
(i) l числа коппоневт сaiзности (l) в граФе G-Y. Пусtь ребD€

граФа зану}€рованU от l до q. Представпr хноtесrэо удаляеrrчх

ребер y характеристriчaскиra дaоичнчra вaктороaa мrнч q по сле -
,упlену правrлу. ПолшlФ{ k-й дзоичнчй рааряд parн$. нулl0 тог-
t|a и только тогда, когда ребро с Hor.epoв k удаляется из граФа,

,наче ребру сооraетстЕ).ет единичнgй разрiд.
0пшlеrr тек5ций Uаг вччислrтaльного процесса. Пусть чисrю

п есть зфаченис двоrчного !ектора. Найдr нуr€luэ разрrдu в

д3оlчноa пр€дстaвлении числа !r, определrеи хакrе ребра долхнч

фть удален{ из rраФа. Предполоr(иrr, что таких ребср оказалось

i цlтук, и после }.х удалени, граФ распался на j коr,lпонент. Эта

.rr Dор..аqrя о lраФе сохраняется a Форнйруемо}r }.ассиэa коэФФицr-

Gнто. полиноr.а, coeff[j,i]:. coeff[j,i]+l. ясно, что перебраа

эсе цaлц! числа о в,н?еDвале OS ш SZq-t; rrч теr,t саrlrrr пQл-

HoCTlD п€реберех эсе подr.но aстaa rнo8ecтaa ребер граФа. llослс

завaрllЕния зччисленrrй значение coeff[jril будет раaно коэlDФи-

цrенту Ь..
тскст програ}arar !ьlчислaния полrtюraа негаr.и на tэuке тцrьо

Paacal прrводится з п9илопенtи D. Эта вaрсия програ}+{ч не тре-

бует грsФичеGкого рaдактора )' содсрпит процедуру интеракти.-

НОгО В3ОДа СпиСка СЦalнОСrи гРаOа С кЛа!иаrУрU коI|tпьDтера. По-

луч€ннrй полl.ноia Неlаr.и, членU коtорого сгруппирован9 по стa-
пеняl. xq-jyj, запхсrэается i АsСII-Файл с иrенеlt пе8аDi.Dth.

данна, рGализaцrа al|числефия полrновal рассчитана на обработку

граФоr с чисrtон ребер нс более 3I.

п9и tJ19-1"r.
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ра3оаботанная програl{1.1а бчла rспользована для вuчисления
полинойа негаi,|и граlDов, приаеденнuх в прилох(енaях д-с.

|977.
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Программа вычисления полинолlа Негами

рrоgrаm Nеgапi_Роlупоrпiа1 ;
сопs t

МахР = ЗО; { пахiпаl ntrnber of vertices }

MaxQ - 3l; { mахiпаl пrrпЬеr of edges }
МаФеg . 1 1, { maxirnal degree of vertices+l }

var

ПРИЛOХЕНИЕ D

-');

f
EdgesInG
Coeff
NEdge
List
Lаtеr
Мчlt
Bit

texE;
array
аrrау
array
аrrау
аrrау
аrrау
array

I l...MaxQ] of Ьооlеап;
I l...MaxP,o...MaxQ] of longint;
I t...MaxP, t...MaxP,2...MaxDegJ of byte;
I t...МдхР, l...}laxDeg] of Ьуtе;
IO...MaxQ} of integer;
IO...маxQ] of iпtеgеr;
I l. ..маxQ] of lопgiпt;

А11, I : longint;
NumbComp,DelQ,Neig,PrQ,NrJ : iпtеgеr

procedure Input_Graph;
begin

write('Input Order of Graph *')i
rеаdlп(Р);
forI:-lEoPdo

begin
write('Vertex'rI:3r' ;'r' Input Degree
rеаdlп(N) ;
wrice('Input neighbors * ')i
ListII,1 ] := l;
forJ:.ltoNdo

begin
ListII,1] :- List[I,1] + l;
read (Nеig) ;
ListII,LisE [I, l]] :- Neig

епd;
end;

end; { Input_Graph }

proeedure Init_Data;
begin

for I := I to МахР do
for J := о Ео MaxQ do Coeff[I,J]

Q:=O;
forI:=ltoPdo

for J :- 2 tо bistll,1] do

э2

:= о;



flродолкение прилох(ения D

if I SList[I.J] then
begin

Q := Q + l;
NEdgeII,ListII,J],J] з- Q;
for N := 2 to Lisc[tist[t,;],l] do
if Liýt[List[T,.l],N] = I thеп

mBdgeIListII,J],I,N] :- Q;
епd;

Bit[l] := l;
for I := 2 to MaxQ do

Btt[r] :- Bit[I-1] * 2;
д11 := Bit[Q+I ] - I;

end; { Init_Data }

procedure Output_Result;
fчпсtiоп D (N: iпtеgеr): integer
var S: string; begin str(N,S); D := lепgth(S) errd;

Ьеgiп
assign (f ,' пеgаmi.mth' ) ;
relгrite ( f) ;
for I := о tо l{аxQ do Mult[I] := о;
forJ:=OtoQdo

for I := Р down to l do;
ifCoeff[I,J]>othen

begin
Мчlt[J] l= Mult[J] + l;
Later[J1 := Т;

епd;
forJ:=OtoQdo

begin
if мчlt[J] ) l then write(f,'(');
for I := Р dоwп tо l do

ifCoefflI,J]>othen
begin

ifcoeffII,J]>lthen
wrire (f ,Coef f I I,J] :n(Coeff I I,J]),'*' ) ;

write(fr'B ');
if I > l thеп write(f,'^',I:D(I));
if I > Later [J ] thеп write (f, ' + ') ;

en.i;
if мчlt[.l] > l then wriBe(f ,')');
ifJ<Qthen

begin
write(f ,'rэх');
if J < (Q-I) thеп write(f,' ^', (Q-J):D(Q-J));

зз



Прqдоп(ение приложения D

епd;.
if J >.о thеп

begin
tlrite(f"*y');
if J> | thеп UriEe(f 

"",JID(J));епd;
if J < Q thеп write(f"+');

епd;{J)
writeln(f);
close (f) ;

епd; ( Очtрчt_Rеsчlt }

рrосеdчrе Сочпt_Соmропепt9 (var NчцЬСоtпр: integer);
1аЬе1 l;
vat

маtr : аrrау[ l...МахР,l...ШахРl of byte;
NоЕОЫgЬ : array[ l...liaxPl of Ьооlеап;
Teksloy,Neýsloy,ver, I,J : integer;

begin
J;- l;
NuEbcoElP := l;
for I з- 2 Ео Р tloEobrab[ i ] з- Еrче;

lз
Teks 1оу :- l;
lиtr[Teksloy,l ] := 2;
наtrlтeks 1оу,2 ] :- J;
NоtОЫаЬ[J] :. falge ighile (Р > о) do
begin

t|е!Б 1оу l= Teksloy +l;
Наtr[Пеt.ý 1оу,l ] з. t;
for I l- 2 to lъtr[Teksloy,t] do
Ьеgiп

ver :- }iаtr[тев loy,I ] ;
for J :- 2 to List[ver,l] do

Ьеgiп
tteig :. LiзtIVеr,JI;
if Еd8еslпС[ ШЕd8е [ vеr,Шеig,.J ] ] апd ШоtОЬrаЬ[Шеig]
tЬеп

begin
маtr[Nе!Бlоу,l] ;. цqgl[пgwstqу,I] + l;
!btE[ NеtБ Iоу,Ьtr[Шеt{ý 1оу, l ]] :- Nеig;
NоtоЬrаь[Nеi8] :- falýe;

епd
end;(J)

end;{I}

3l,



if 1,1atr[NewSloy,l] > l thеп TekSloy
else

begin
forJ:=ltoPdo
if NotObrab[.l] tЬеп

begin
NчпЬСоmр := NчпrЬСоmр + l;
goto l;

епd;
break;

end
end; {while }

епd; { Сочпt_Соmропепts }

Продолжение приложения D

:= NewSloy
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Продоляrение приложения D

вЕGIN
Input_Graph;
Init_Data;
for I := о to А1]. do

begin
DelQ := О;
for.I:=ltoQdo

begin
EdgesInG[J] := not ((I апd Bit[.T]) о о);
if поt EdgesInG[J] сhеп DelQ := DelQ+l;

end;
Сочпt_Соmропепts (NrшrЬСопр ) ;
Coeff[NuTnbGomp,DelQ] := CoeffINurnbComp,DelQ] + l ;

end;
&ltput_Resul t;

END.

Полином Нега}iи граФа из класса е} trо"чгопьник) будет за-

писан в А,SСII-файл с иr{енеr.t пеgаmi.mth в следушtlем виде:

t*x'3 + 3*t*x'2*y + ]*g^]*1*y'2 + t'3*y^3.

зб


