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Введение
Полинониальнuе инвариантu граОов являотся интенсивно из).-

чаевш}aи объекта|,iи в граФ-теоретиtaеских исслеАованиях и нахо -

дят яноa,очисленнýе пDиненения в прило,кениях. Так, в taатемати -
ческой хинии они используDтся для характеризации сtруктур r.o-

лекулярннх rраФов хиl.iических соединений и поли..еров [l-q].Наи-
больlлее вниl,iание иGследователей привлекаDт характеристический

полинон матрицu сие)rности граФа, r,{атрицы расстояний и лапласо-

воЙ матрицý, аqиклиqескиЙ многочлен, полино}r паросочетаний , по-

линоr. Вrланда, полиноя Хосойи и другие.

В [l] введен лолиноii, названнýй по иraени айериканского

хиrаика Г.Винера, коэФФициентьl которога определяотся расстояния-
,.rи }lежду веп!ина1.1и aраФа. Полином Винера В(G) определяется фор-

пулой

н(G) - н(с,х). Е d(G,k)xk,
k:o

rде kоэФоициент d(G,k) есть число пар верщин связного графа с,
в каt{дой из которчх вепJинu находятся друг от друга на расстоя-
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Фундаиентальных исслеАований (коА проекта 93-03- |8657).
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ниl k. послсдоватсльность , соэпадац4аr G поG.rrеАовательностьl,

хоэФФици€нтов полино{а и назUaаеiiая дистанционнura распределе -
ниеil граФа, рассraатривалась и ранее Iря классов абстрактнuх

граФоэ [5], а TaKt(e исполь9овалась для устаноэления структур -

ного подобия r.олекулярнух графs. Вектор коэ{DФициентов полrно-

ira будет обозначаться coeff(G) - coeff(H(G)) - (P,.l,d(G,2),
d(G,З),...,d(G,D)). Ясно, что если lраФ,riee, р верllrин и q ре-
бер, то d(G,о) - р и d(G,|) - q, а cyriнa всех коэфФициен -
тов полинойа Н(G) равна P(P+l)/2,

Jlонятие палиндrюявости полиноNа rраФа бuло предложено

Кеппеdу [6l и изучалось для поли}iоliов различнчх вrrдов {6-9] .По-

линоr.r H(G) степени D на9ьlваетGя палuнdролнад,если для еrо
коэООициентов вчполнiDтся равенсrэа d(c,k) . d(G,D-k), k ,
- o,1,...,D, rде D. diaп(G) есть диаr.етр граФа G. прииерон

граФа с палиндро}aнu полиноraоll Винера яэляется простоЙ qикл С
р

с нечетнur. чисrrом вец|lин, для которого <t(C ,k) - р для всех

L - o,1,...,(p-|)/2. В [lO] рассмотреньr llj*oroor" свойства ло-

линоraа Винера, эысказано мнение о трудности построения граФов

с палиндроaiнuя поrtиномоr4 Винера и сФорrrулирована гипотеза, ут-
эерхдаlоtаr, чrо не суцествуст деревьев с палиндро^.нuм полино -

a.io}r 8rнера.

Последоэательность коэФФициенrов лолинома Н(G) HagoBei.

увuдоёалёной, если суцествует lакое !l, что для всех lSiSm
вчполняется d(C,i-l) S d(C,i), а для п S i= D-| справсд-

ливо неравенст!о d(C,i) Z d(G,i+l)r а.€. до Koiinoнettтц

d(G,ш) последовательность коэt!Фициенто9 является неубuвашlей,

а поGле нее - невозрасташlей. И9вестно, что униr.одальность по-

следовательности коэlDоициефтов полиновоэ такого вида тесно с9я-

зана с вецестаенностьо их корней [lt]. нетр)rдно показать, что

мя произвопьншх граФо9 посJЕдоваrельность cocff (H(c)),не яв-

ляетсi униraодальной.
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В настоящей работе будут построену класссl граlфв с диаr.ет-
ром 2= diah(G) S б и палиндроrrнш.r полиноно.. Вrнера. схе..а
лостроениi вклDчает два lлага. На первоli lлаге !чбирается началь-
ный rраФ с непалиндроriнýra полиноr.ои. Второй шаг состоит в Ао -
баgлении или удалении ребер начального граФа такия обра9(ж,
qтобu в результате получился гDаФ с палиндромнуя полиноиоli. Дя
последовательносrи коэФФициентов построенннх граlDов будут рас-
сrrатриваться условия, обеспечивацlие ее унимодальносlь.

l. граФu с диаметроit diaд(G) 2

0чевидво, полиноя Вrнера мя граФа С я9ляется в это}a слу-
чае палиндро}.нчr. тоrда и только тогда, когда вчполняется ус-
,юЕие 2р t E(P-de8(v)-l) или q . р(р-3)/2. где deg(v) обоэна-

чает степень верlлинu v. При этоm полином иi.еет простой вид:

tl(G) - p+qx+px'. cooTвeтcтBymlre графý }rогут бýть полученч ).да-

лением р ребер из полного граФа Кр (с сохранение}. связности

fраФа). На 5 вевлинах суцествует пара граlDов с палиндроr.нur. по-

линоliоlq 8инера, а на б ведлинах имеетсп уrе 15 граФов с этиl.t

саойствоt . Их изобраtхенил приводr|тся на рис.l. Реrулярнче гра-

ФЕ степени r } З диаrrетра 2 rioxHo построить, наприraер,из пол-

ного rраФа Kr+3 удалением ребер гаl.ильтонового цикла. Ср€д,l

деревьев только звезда К. . инеет диа.rетр равнUй 2, а ее
l rP-l

последо9ательность coef f (Kt,p_ 
t 
) не ямяетсi палинАроr.ной. Сле-

ловательно, последовательность хоэФФициентов палиндроtlного по-

линоliа Винера rраDов диаa.етра 2 всегда униrrодальна.

2. граФu с диаt.етроr. diaп(G) , 3

Если aраФ С обладает палиндроr.ньlм полиноиоri Винера, то

его вектор кооФФициентов имеет вид qоеff(G) . (p,q,q,p). 0т-

срда не^1едленно следует равенство для количества ребер г9аФа

q - р(р-3)/4.
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Рис. l. ГраФы диа}iетра 2 с палиндроrrнчr.r полиноr.о!|

Винера и числоr.r веплин 5 и 6.
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Рассriотриr. г9аФ F на рис.2 и пусть coeff(Г) . (p,q,a,b).
заriетиr,i, что есл, }.u соедини|a Hoвlli реброia aерцrнч ! поАграФе

F,, F, или Fз, то получи..r coeff(P+e) . (P,q+l,a-l ,b). Это

своЙство будет исполь3овано мя построения грslDов с палинд -
роraнuй полино..оta Вrнера.

Е

Е

2

Рис. 2

Fз

F

Пусть подграФы Е,, F, и Fз 
"€ и"еот реберl тоlда

. п+m+k+2, q. ni.o+2k+l, д- 112+а2+1а2+2Д+2шk+п+п-k) / 2 иЬ.

. пл. Вuполнение равенства Ь-р влечет k - пл - (п+ш+2) > О и

coeff(F) - (p,q,a,p). Прсдпоrюtlшн, что для коэФФицие}lтов эuпол-

няется неравенство a-q }О и s =q 
(Dоd 2). Пусть граФG о6-

разован из rраФа F дФавлением (a-q)/2 ребер ! подrраФg Pl , F2

rr Ез. тоrда получиr.r coeff(G) - (pl(a+q)/2,(a+q)/2,p), т.е. по-

лином Винера г9аФа G явлrется паливдро}aнчra. Ясно, что для числа

добавляеi{нх ребер долкно вчполняться (a-s)/2 S q(Kп) + q(Кп)+

+ q(\).
Таких обра9оrr, подходiцие параriетрц п и п, п S п, опреде-

ляо' класс граФов U(пrп) с одинаковнви палиндроr.вьп"rи полинояа-

.iи винера. наиiеньщее число вевлин р = 8 и..еет l-раФ, постооен-
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нuй из дерева гс паранстрани п. 2 и ш = 4 (k = o),coeff(F) -
' (8,7,tЗ,8). Ilоба9ив (a-q)/2. З ребра на q(Kz) + q(Ko) - 7

нест в подграФьl El и F, дерева Е, получи}r граФ с coeff(c) -l,
- (8,1o,to,8). Следовательно, класс U(2,4) содерх(и, 5 неизо -
rrорФнuх граФов (cra. рис.3). суцествупт класGч, состоящие из

еАинственного граФаl наприi.ер, U(2,12). При его построении 95

ребер необходиrао разместить ва Taкor. же количестве мест.В при-

лоr(ении l табулированý значения коэФФициентов полиноtlа граФов

Г и G для начальнцх значений параметров п, m и k (без пропус-

ков). Величинн Д и Р обозначаlот количество добавляеиьlх в F

ребер и число возt опньlх 
^{ест 

для размещения этих ребер, Д э

- G-qrl2 и Р . q(Kn) + q(Kr) + ч(\).
llолиномu Винера для граФов из разннх классов также ногут

совпадать. l'lycтb G € U(п,п) и Gl € U(пl,Iпt). Нструдно пока-

зать, что coetf(G) - coeff(G,) тогда и только тогда, коrда

пm r пlm| , т.е. если поряАки граФов одинаковьl.

Для унинодальности coeff(G) достаточно 9чполнения нера -

венств.э р ý (6+q)/2, которое спра9едливо для всех допустиriuх

значениЙ п,п| и k.

Рис. 3
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Рассt,|отриц l-раф Е с произвольньпrи подграФаl,iи Fl , Г2 ,
Е, (см. оис.4) и пусть coeff(E) - (p,q,a,b,c). Если rlы добавин
новое ребро в под.раФ F1 , F, или Fз, то получиir coeff(F+e) -
'(р,q+|,а-l,Ь,с).

3. ГраФч с диаиетроr. diaD(G) - 4

F

Рис. lt

гЕ

р

Пусlь F является деревом, тогда р . п+O+k+3; q - trrm+k+2;

6.112+ ц2+ k2+!1+п+rrл+2)/f; Ь Е пk+Фk+п+п и с-пm. Равен_

ство с r р определяет значение k - пп-(п+ш+3) : о и coeff(F) -
. (p,q,a,b,p). llредполоlrиr,,r , что r|ля коэ{DФициентов полинойа де-
рева F вuполняотся неравенства о < b-q < а. пусть .раФ G обра-

9уется из F добавлениен b-q оебер 9 подfраФн Гl , F2 и Fз про-

извольнuм образон. Тогда coeff(c) . (P,b,a+q-b,b,P), т.е. граФ

С иr,rеет палиндроi.iный полиноl,{ Винера. Число добавляемuх ребер

не долхно бнть болыле величинн q (Кrr) + q(K.) + ч(\).
Класс граФов U(пrп) с совпёдаоциIiи палиндроr.нur.iи поливо-

1.1ами Винера яэляется непустых для почти всех п и m. Из анали-

за даннuх и проверки соответствуýцих неравенств для коэФФици -

ентов полиноr4ов следует, что для ,rрбь.х значений параметров

п }2 и rп f2, п Sm, за исклочением п = 2, п. 2,3,4,5; п =

= 3, п.3,5,6,7,...,18; п = l, ш = 4,5,...,! и 1= ý, 6 -
= ý,ý полиноrr Винера граlrов класса U(пr0) является палиндро}l-
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Наименьшее число вершrин р = 12 имерт граФы, построенные

прип=2, m=6 (tс= 1) ип=3, .m=4 (k=21. Впоследнеr.l
случае коэФФициенты полиноl"tа Винера мя дерева Е равны

coeff(F) = (12,11,22,21,12). Далее }!ы долхны добавить Ь - q =

= 10 ребер в F на ч(Кr) + ч(Ко) + q(Kz) = 10 возl,tоltных r4ecт.

Следовательно, класс U(3r4) содерхит единственнuй граФ и

coeff(G) = (12,21,12,21,12). Для дерева F порядка р = 22 с па-

раметраrrи п=2и m= ll (k =6) иr.rеем coeff(F) =(22,21 ,97,
91,22). Так как b-q - /0 и q(Kr) + q(Kl,) + ч(Кr) = 7l, то

U(2rll) состоит из трех граФов.

В прилоlкении 2 приводятся коэФфициенты полиноtlа Винера де-
рева F и построенного по нему граФа G для начальных значений

параriетров, где А = b-q и Р = q(Krr) + q(Kr) + q(\).
Мя уни}rодальности coeff(G) достаточно выполнение неравен-

ства Ь S a+q-b. Так как k - пmr то справедливо Ь - п2m+пm2,
22и а+q-пm. Тогдадлядостаточнобольtлихп ип последова -

тельность коэФФициентов полиноl"tа Винера будет униlчодальной.На -

пример, уже для п Э'|0 последовательность coeff(G) являет-

ся унимодальной.

Рассl.tотрим построение граФов с палиндроrrrны},t полиномом из

дерева F с треriя диаl.,tетральными "метелкаl.iи'l (с..i.рис.5). Поря -

док дерева равен р = пr+пп+rm или р = п+m+r+k+4, откуда k =

= (пr+пrп+rm) - (п+m+r+4). Тогда коэФФициенты полинома Винера

l.a

F 2
2

a

п
12k

Рис. 5

44

m



определяртся выражениями . = (rr2*r2*r2+k2+5k+n+m+r+6)/2; ý =

- (k+2) (п+п+r) и с f пr+rrm+rп. Далее все построения проводятся

аналогично. В приложении ] даются значения пара}iетров и коэФ -

Фициенты полиноltа Винера для таких граФов. Наименьший порядок

граФа равен Р=]] при п=д=] и r=4 (k= l9). При этоl"t

в дерево F нужно добавить I78 ребер на 183 возr.tо,кных места.По-

следователЬности коэФФициентоВ полинома равны coeff(F) =

= (33,32,253,210,33) и coeff (G) = (33,210,75,210,33).Такиr.r же

образо1.1 дlля построения граФов }.io}Kнo использовать деревья с бо-

лее чеii тремя диа},lетральныtiи метелкаliи.

4. Графы с диаметро}r dian(C) = 5

Рассtlотриtl граФ F с произвольныttи подграФа}tи F

и Eu (сr-r.рис.6) и пусть coeff (F) = (p,q,a,b,c,d).

бавления нового ребра в подграФы Fl, F2, Fз или F4

coef f (F+е) = (prq*l ra-l rb,c,d). Если новыll реброti

вершину из подграФа F, с вепшиной из Fr, то легко

что coeff(F+e) = (prq+l ,arb-l ,c,d).

1, F2, 
'зПосле до-

ПОЛ:/ЧИl.t

соедиllить

увид(!ть,

FF

зF2

F

Рис. 6

Пусть F является деревоit, тогда р = п+п+r+S+4; q =

= п+m+Е+s+З; а = (rr2*rп2* ,2* 
"2t 

3g + 3s + п + m + 4)/2; Ь =

Е пr+ms+rs+п+m+r+s+l; с = пs+mr+п+m и d = пm. Так как долrхно

выполняться d=p, то (r+s) =пm- (п+m+4) ZОи coeff(F) =

rl2
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- (P,q,a,b,c,p). Предположиl"l, что для коэ(DФициентов слравед -
ливы неравенства c-q > ь-а > о. Пусть граФ G образуется иэ

дерева F добавлением Ч ребер в подграФы Pl , F2, Рз или гц
произвольнuri обра3оl,t. Ьлее вепlrlнu из F2 соединиli с 9епдина-

йи из Fз с поиоlцьD Ч HoBux ребер. В результате инееь
eoeff(G) - (р,q+А|+Д2,а-А|,Ь-Д2,с,р). Приравняв соотвеrствуlо-
цие коэФФициен ты, получи!i Д! - ((c-q) + (а-Ь))/2 и дz.((c-q) -
- (а-Ь))/2. Построенrшй ,раФ иr.еет палиндроr4ннй полино}l 8инера

С коЭФФициентайи coeff (G) = (p,c,(q+a+b-c)/2,(q+a+b-c)/2,c,p).

Соответствуlоций класс U(п,п,r), n S пr, содервит граqы с
совпадаоциви палиндDовнЕми полиноиайи Винера. ГраФн с наи|.iень-

lllИХ ЧИСЛОМ ВеД!ИН ИйеРТ ПОРЯДОк р - lб при п - ц - Ц и r, = 5 -
- 2, Мя йх построения нухно доба9ить Al = 4 " ^2 

, 5 ребер

в дерево F. тоrда коэФФициенты coeff(P) - (l6,|5,32,33,2ц,l6)
преобразуlотся в coeff(G) = (l6,2ц,28,28,24,16). llолином Вине-

ра rioвeт совпадать для разнtlх классов гDаФоа. наприхер,

coeff(G) - ( Зб , ! З2 , t 65, ! 65 , l З2, 36) для всех граФов из классов

U(6,6,1,|6), U(6,6,5,15), U(6,6,6,14), U(6,6,7,1з), U(6,6,8,12)
и u(6,6,9,1l).B прило,хении 4 приводятся значения параметров п,

tn, l и s, количество добавляевнх ребер Al , А2 и cooTвeTcтBylo-

цие коэФФициентн поJrинойов граФов F и С.

Для униl,iодальности coeff(G) достаточно вцполнения нера-

венств р S с S (q.a+b-c)/2. llepвoe неравенство очевидно, а

второе справедливо для достаточно больlлих 9начений параметров

п, m, r и s. Действительно, если r-пmи ý-пa,тос-п2п +

2 22+пm иq+а+ь-пп.

5. граФu с диайетроr. diam(G) = 6

Рассt|отриr4 граФ F с произвольныl.и подграФа}tи Fr, Fr, Еr,
F,. и F. (си.рис.7) и пусть coeff(F) - (p,q,a,b,c,d,e).ч)

Если r.,rH добавим два ребра el и е2 как показано на рис.7,
то коэФФициентч полинона длi нового граlDа будут равнu

qб



F Е F
ц F

"l
е2

F

Рис.7

coeff(F+e!+e2) = (P,q+2,a+l,b-2,c-l,d). Еслиrкак и ранее, йы

соединин вершинtl подграФов F2 и Рз (или Ез и Рq) новшв реброii

е, то получиii coeff(P+e) = (p,q+l,a,b-l,c,d,e).
Пусть Е является дepeвori, тогда р - п+п+r+s+k+s; q, п+m+

+r+s+k+4; .. 1rr2..2*.2* s2* k2. 3r+ зs + 3k + п + ш + 6)/2;
Ь. пr{тý+kЕ+ks+п+п+r+s+2k+2 ; с. пk+mk+rs+п+m+т+s+ l ; d =

= п6+пr+пЁп и е,пl!. Еслир-е, то (r+ý+k) rпц- (п+ц+ý)

и coeff(E) = (p,q,a,b,c,d,p). Пусть для коэФФициентов вuполня-

отся неравенства d-q > О, с-а > О и с =а (чоd 2). Добавив

Дl - (c-a)/z пар ре5ер перави способом, получин coeff(G) =

. (p,q+(c-a),(c+a)/2,b-(c-a),(c+a)/2,d,p). Далее соединив вер-

0lины граФа с попоцьlо 
^2 

= d+a-q-c ребер BToФrr.r спосаболr. Ре-

зультирушlий граФ С иriеет coeff(G) = (p,d,(c+a)/2, b+q-d,
(c+a)/2,d,p). Так как коэоФициентu полох(иrельнu, то необходиl1о

вuполнение условий Ь-(с-а) > О и b+q-d > О.

наименьщий порядок l-раФов равен р = 24 при п = 3, п = 8,

r-1,9=2 (k=5) иприп=l,rп=6, r=2иs=3 (k=

= lt). llля граФов из первого класса коэФФициентьl полино}iа дере-

9а F равны coeff(F) . (2ц,2э,12,6о,72,25,24). после добавления

в граФ Д2 = 2 ребер получиr4 coeff(G) - (2Ц,25,72,5а,72,25,2Ц).

В прилохrении 5 табулированu начальные значения параметров ,
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соответствупцие ии коэФФициентu полиномов для дерева F и гра -
Фа G.

Если справедлrвu неравенства pSd 
= 

(с+а)/2 S b+q-d, то

последовательность coeff(G) будет униl.|одальной. 0днако, мя
достаточно больцlих значений паранетров п, Е, k, r и s послед -
нее неравенство ilожет не вuпQлняться. Действительно, если

r-пm, s-пmи
22а- l1m.

)r22k-пш, то d - п-Е+пD-, Ь-п-Е+пm-

3аклрчение

u

В работе построенu хлассьl граФов с диа}rетро}. от 2 до б и

палиндрояный полиноaaоltl Винера. Рассиотренньlе класс!l не покрu -
ваот все инохество граФов с палrндромнul,t поJlиноraом Винера ц

даннь.r. диа}iетроr4, так как кройс используеr.uх конструкций на -
чальнвх граФов во3r.ожнu и другие, наприriер, с несколькихи дllа-
яетральнчr4и ветелкаraи. llля ряда случаев сФорхулированu условия
на пара!|етрU граФов, обеGпечиаафlие унияоАальность послеАова -
тельнос?и коэlOФициснтов полиноiiов. 0тиетr^,|, что не удалосL най-

ти контрприяера к гипотезе из [l0] о не суцествовании деревьев

с палиндройнura полиноriо,t 8инера.
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прилOхЕниЕ l

ГраФd с diап(G) = З. Первý}rи указанв 3начения паралiетDов п|
m,k,A и Р, далее данu коэФФициентd полинолrов li(F) и н(G),
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прилOхЕниЕ 2

граФl с diam(G) :4 и двуriя диаr.€тральныi.и r4етелка},lи.
В нечетной строке указаны значения п,m,krА и Р, в чет -
ной строке ланd коэФФициентu полиноr4ов н(г) и н(G).
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Гра9н с diam(G) = 4 и тремя диаl..iетральнrХ;":}r'J#*'"r,
В нечетной строке указаны значения пrm,r,krА и Р,
четноЙ строке даны коэФФициенты полиноl.,tов Н(F) и H(G).
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пРил0|{ЕниЕ lt

ГраФв с diam(G) - 5. В фечетной строке ухазаньl значения лара-
lreтpoв п,п,r,s, А! и Д2,в четной сrроке данu коэФФициентý по-

линояов lt (F) и H(G).
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прилOхЕниЕ 5
граФu с diaп(G) - 6. в нечетной строке указанý| значения пара-
rieTpoв п,m,r,9,k, А| n А2, в четной строке данu коэОоrциен-

тьl полинонов tt(E) и н(G).
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