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излагаеrся алгоритн из семейст9а IIдNGд [l], преднаэначен-

нuй для определения значения f(Q) характеристики f в произ-

вольной точке Q трехнерноrо лараллелелипеда , если f задана в

его верlлинах.

_9щ_L. Представиlt себе треr.херное пространстбо, 9доль

координатньlх осей которого откладýlваотся значения трех харак-

теристrк - x,Y,z соответсrэенно. точкr, соотвеrствуElцие r4ини-

rrальнчrr (x,Y.zr) и хаксимальнuн (x,t,zr) значенияr. этих

хара(rеристих, образурт аеллинu параллелепипеда с к(юрдинатаr.,

(x,,l,,z,), (x,l,,z,), (x,,y,z,), (xуtуzr), (x,,y,,zr),

(xpllz2) , (J2,t,zr). [lycTb в этих точках заАань, 9наче-

ния некотоrюй характерисtики f и задача состоит в определении

ее значени, f(Q) в лrбой ввутр€нней точке Q с координата|.|и

(xq, yq, zq). lleroд решения этой задачи (алrоритм WДNGД-СUВ)

и предположения, которче потребуртся для ее рсшения, буде}r из-

лаlать, начиная с простейrего одномерного случая.

f( Пусrь значсние поля f(x),
изraеняпцего своФ 9еличину

вдоль оси х, и3вестно Hartt

только в Аэух точках xl и х2

И РаВНО В ЭТИХ ТОЧКаХ f(xt) И

f (х2) соотaетс"!ефно. Если 9а-

кон изиенения поля нан неи3-

f(Q)
)

f(x,)

't q

Prc.l
"2

х
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вестен, то car.tыr.t простыr,t предположение}r при прогнозировании по-

ля в точке q, находяцейся между точка,.rи *1 n *2, будет предпо-

ложение о линейноt"l изlrtенении поля вдоль оси Х (сr.r.рис.1).

Из этого предположения следует, что tf(Q) - f(x,)}:
{f(xr) - f(x,)} = (q-xl):(xr-x,), откуда находиrl, что

f(Q) = f(x,) + {f(xr) - f(x,)}*(q-x,):(xr-x,). (l)

Если сдвинуть начало координат в точку х1 и ввести обозна-

чения f(xr) = f, и f(x2) = f2, то уравнение (I) можно пере -
писать так:

f(Q) = fl + (f2 - f,)*ч:хr. (2)

t4
Теперь предста-

вим себе, что поле

i,tеняет своD величину

на плоскости Ж как

вдоль оси Х, так ц

оси Y, и Harl извест-
ны его значения в

в четырех вепlrинах

ПРЯl.tОУГОЛЬНИКа СО

СТОРОНаrt{И, ПаРаJUIеЛЬ-

ныtt{и осяlit координат,

Yfb
f2f

х
хq

Рис. 2

т.е. в точках: l (xl, yt), 2(*l , у2), 3(хr, уr), и 4(хr,у2).
При отсутствии инФорl,rации о законах из!iенения поля снова будем

использовать ca||lyй) простуlо линейнуtо гипотезу: будем считать,
что поле меняется линейно вдоль лобой линии, параллельной од-
ной из координат. Мя сокрацения записи tDориул будеrr считать,
что вер!ина l (х, ,у1) совl.{ещена с начало}r координат (см. рис.2) ,

а значения поля в веплинах равны fl , f2, fJ и fЦ соответствен-

но.a-
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исходя из этого, значенrе поля в точке Q с коорАинатами
(xq, yq) яоrrrно определить следуloци}l сlбразоlr: нужно найти поле
f(a) в точке "а" с координатаrаи х - хq, )r. yl r поле f(b) в

точке "Ь" с кооодинатани х - xýr у . у2 по Фориула}4, аналогич-
HuH приэеденн8н внше:

f(a) - f, + (fз-fl)*хq:х2, f(b) - fz + (f4-f2)*xq!x2.

Зате}i, расснатрrвая поле вдоль прямой, параллельной оси Y

и соединяlо.lей точки "а" и "ý", MorKHo найти его 3начение в точ-
ке q:

f(Q) . f(a) + {(f(b) - f(a)}*yq:yr. (3)

залaетиl,|, qто этот 9езультат не 9ависит от пути, ло кото -
poliy liв подходиt{ к Toqкe q: тот ,l(€ результат будет полу!.ен,ес-

ли точки ||all и .|b'l будут задафýl на пряяой, проходящеЙ чеРе9

точку Q параллельно не оси Y, а оси Х. В эrой случае они будут

иветь координатU a(xl, yq) и Ь(хr, lч), а значение Функции в

точке Q будет определяться ра9енствои

f(Q). f (а) + {f(b)-f(a)}}xq!x2.

теперь пред -

ставиra себе трех-

tiepнoe поле, a"rеНяО-

цееся по неизвест-

нону закофу вдоль

трех осей коорди-

нат - X,Y и Z. Ьу-

дем снова предпола-

гать,что вдоль Kal{-

дой коордrнатЕ поле

яеняется по линей-

нойу закону. Теперь

lioxнo найrи поле

(4)

z
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xq

х

;Dk
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Y

Рис.3
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f(Q) в любой внутренней точке Q(xq, ,о, zq) параллелепипеда со

СТОрОнаrrtи, параЛЛеЛьНЫr.iи КООРДинаТный пЛОСкОСТяli, еСЛи иЗВеСТ-

ны значения поля в его вершинах. Мя этого сначала HylKHo найти

поле в вершинах пря1.1оугольника arb,crd, которые находятся на

ребрах параллелепипеда и лекат в одной плоскости, перпендику -

лярной, например, оси Z, и пересекаDт ее в точке zq. Пронуr"rе -

руем вершины параллелепипеда такrкак указано на рис.3, сдвине!t

вердину l в начало координат и обозначим величины поля в вер-

ц|инах через f|,f2,fз,f4,f5,f6rf, и f, соответственно.

Поле в вершинах пря}.rоугольника находиtr1 по знакомы}r Фор -
}rулаa.,i:

f(a) = fl + (f5-fl)*zq|z2,
f(b) = f2 + (f6-f2r*zqr22,
f(с) = fз + (f7-fз)*zqэ,z2,

r(d) = fo + (fa-fo)*zq|z2.

На плоскости с точка!iи arbrc,d построиl.t пря}tуоrпроходя -

цуо через точку Q параллельно оси Х. Эта прямая пересечет сто-

роны пряlrоугольника [а, Ь, с, d] в точках e(xl, yq, zq) u

k(х2,учrzQ). Найдем значения поля в этих двух точках:

f(e) = f(a) + {f(c)-f(a)}*y9sy2,
f(k) = f(b) + {f(d)-f(b)}*yqzy2.

Теперь мы l"toжeм найти значение поля в точке Q(xqryqrzq):

f(Q) - f(e) + {f(k)-f(e)}*xq:xr.. (5)

Ножно переписать это уравнение в терл{инах значений поля f
в вершинах параллелепипеда:

f(Q) = f(a) + {f(c)-f(a)}*y<l:y2 + [t(ь) +

+ {f(d)-f(b)}*yч:yz - f(a) - {f(c)-f(a)}*yq:yr]*xq:x2 =

= f 
, 

+ ( fr-f 
, 

) *zqz z 
r+ lf з+(f ,-f ,) *zч : zr-f 

, 
- ( f ,-f , 

) *zч : z, }*yq : у2 +

+ [ f 2+ 
(f 

6-f ,) *zч з z 
r+ { f4* ( f 8-f 4) 

*" чэ z r- f, r- G u- 
f, r) * zч з z r)*yq : у2-

- f t-(f5-f l )*zqzzr-{f g+(fr-fr)*zqэzr-f , -
- (fs-f 

l У*zqз z r|*уч:у, J*xq:xr.
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При обозначениях (zq: zr) = Z' (xq:xr) = Х, (yq:Y2) = Y по-
лучаем:

f (а) - f ,(l-X-Y-Z+XY+)C+yz+жz) + f2(x-ж-XZ+ly21 *

+ f,(Y-Yx-Yz+wz> + f .(z-zx-ж+)fiZ) + f,()ш-жz) ,t
J )- ц

+ tr(xz-Ktz) + f7(Yz-]пz) + f8(xYz). (6)

Снова заметии, что результат не эависит от }taplllpyтa движе-
ния к точке Q: плоскость a,brcrd мо)rtно провести перпендикуляр-

но лпбой координатной оси, а линиD erk - параллельно лобой из

двух других координат.

3адача 2. СФормулируем еще одну задачу. Пусть поле из.rtе -
няется вдоль координат по линейному закону и величина поля из -
вестна во всех верЕjинах параллелепипеда, Kpo|te одной. Требуется

найти значение поля в этой верutине. 0чевидно, что для однол{ер -
ного случая эта эадача не и,{еет единственного рещения. Как вид-

но иэ рис.2, нет его и для дву}rерного случая: точки f(a), f(b),
f(c) и f(d) в пространстве юrF !tогут и не лежать в одной пло -
скости и потоl.iу по трем точкаr,t предсказать Четвертуl0 даже при

условии линейноrо из}tенения поля вдоль ка)(дой координаты нель -

зя. Требуется сделать еце одно предполо}кение: поле меняется ли-

нейно вдоль лпбого направления на плоскости Ж. Тогда все точ -

ки, отобража|шlие поле f , образуот плоскость, которуо ..to,(Ho од-

нозначно эадать по лDбым Tper.i точкаlrt, не лежациl.t на одной прх -

мой. А зная эту плоскость, }ror{Ho определить значение поля в лк)-

бой другой точке, в Tor.{ числе и в лобой веплине пряl4оугольника.

lhя этого случая справедливо, что f(a) - f(c), f(b) - f(d),oT-
куАа

f(a) - f(c) + f(b) - f(d), (7)

что соответствует правилу: поле в лrобой верчlине пря}iоуrольника

равно cyмa.re полей в сa.{ежных вепдинах !lинус поле в противополох(-

ной вепllине.
}
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теперь обратиr,rся к трех ерноa.у случао: поле f известно 9

кахдой из 7 в.рlлин параллелепипеда (2,3,q,5,6,7,8) (с .рис.3)

и неизвестно в 8-й верtлине "l'|. требуется найти значение f|.
Вершина "l!| леriиt в точке пересеченил трех c etlшьlx гDа-

ней: (t234), (1256) и (l]57). для каlшой из этих rраней rrв

ножеr. найrи свой вариант прогнозфого значения величинв ft:

fl|.f2+fз-f4t

f|2. f2 + с5 - f6,

ftз.fз+f5-f7.

Каядьaй вариант отрахает влияние харакrера изriенениi

бдоль той или иной координатýl. Естестэенно предполохить,

эти изиенения в равной степени влияlоt на величину поля в

"l" и обций прогноз fl будет представлять собой среднеарцDr.е

тическуо величину трех частнuх прогнозов:

(f

поля

что

точке

(8)

(9)

йлуl,

!l , +Е+ f,з)
f

3

левыa иЕсли просуrфaироаать

з
9),

212 +

правuе

2f, з + 2

части уравнений (8),то

получиl4: ft| . ft2 * fI
ииея в виду равенство (

f(a) - [2{f(c)+f(b)+f(e)} - {f(d)+f(k)+f(n)}],
з

( l0)

что соответствует следупцейу правилу: поле в лобой вел!ине па-

раллелепипеда равно одной тDети от разности йеяду удвосiной

сух}tой полей в смеl.нuх веплинах и су|i}iой полей в бротивопо,ло,l(-

ньй ведлинах с}iехных г раней.

В той конкретной прикладноi задаче, для которой 6ьlл ра3-

работан описаннuй вu0rе алгорит1,1 !аt{Gд-сUв, рассматривается 8

бъекrов, описьlваеячх севьр характерrстикаяи. Три и9 этих ха-

ракТеристик xt, Х2 и Хз являотся первичнъlraи и их !lинимальнне

f5-f4-f6-f7

l69



и максиl.,iальные значения Фор..lируот 8 вершин параллелепипеда а

остальнýе характерисТики (Хо, Х5, Хб и Хr) являrОТСЯ ВТОРИЧНЫr/tИ

и определяртся по значенияri первичных с поltощьlо некоторого ал-
горитлrа А, отличаtоtцегося очень высокой сло}кностью.

В KoHKpeTHot{ принере значения вторичных характеристик для
всех вершин были вычислены по алгоритttу А. Требовалось прове -

рить, с какоЙ точностьlо алгоритм WД{GА-СUВ по известны|it значе-
ниям одной из вторичных характеристик в семи верч!инах ttorKcт оп-

ределять значение этой характеристики в восьliой верчJине. В

экспери}rентах верщинн с неизвестныr.tи характеристикаltlи поочеред-

но л4еняли свои l.iecтa, так что здесь требовалось сделать 32

предсказания. Кроме того, с поrlоцьк) аJlгоритltа А были опреде -

лены значения вторичных характеристик в 8 точках, располохен-
нuх на гранях и внутри параллелепипедаrи требовалось предска -

зать эти значения с по1.1оlцьо алгоритиа WАNGА-СUВ. Следователь-

но, всего требовалось предсказать 4 характеристики в lб точках

т.е. 64 значения вторичных Функций.

экспери}rент показал, что l.iодули средних значений оtлибок

предсказания оказались равнur/tи: А(Х4) - 7,Ц5z, 
^(Х5) 

- 7,ЦЗz,

А(Х6) = 7,ООt, А(Х7) - 6,88t и А"о = 7,I9?.

Если такая ошибка, полученная на обучаоце!t йатериалеrока-

зь.вается приемле}rой (как это бчло в расс!rатривае!tо1,1 случае)rто

для дальнейч!его определения значений вторичнчх характеристик в

лDбой точке параллелепипеда }tожно Br/tecтo сложного алгорит1,1а А

пользоватьСя описанныl{ ,вцtjе npocтull и бuстрьш.r аЛГОРИТl,tОri WдNGд-

сUв.

.d
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