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ОБ ОДНОМ СЕМЕЙСВЕ ГИПЕРБОJШЧЕСКИХ
*)

Д{эдРАпьншх 0 (р/ q)-оРБиФоJЦов

А.Веснин, !l.Хагельберг

введение

настояцая работа посвяцёна изучению оlбиФоJцов,
носителем которн:a является тре:fi{ерная сФера, а спн _

гулярное мноrество MofieT 6ýть представлено как у9ел
rulи двухко!lпонентное эацепленtlе с мостоп{. При!rером
такого рода являетсi, в частвости, tlзучевнцп в [ 10 l
орбиOоJц, сингуляDнrш мнохеством которого явлrЁтся
изобраjпеннвfi на рис.1 узел трилхстник с мостом (ду-
га, иIlrеющая индекс п) . В [10 ] для всех це.пл< поло,Еl -
тельньDa ttвдексов k,l и ш бнлп описанн вознпкаmцие на
соответств!пс4ем орбиФолде гео}rетрические структурц.
Bтoplд.l прямеIюм, изобрахенны!! на рис.1, является двух-
комповентное эацепление, обоэначаеr,lо€ обычно 4irKoM -
понентц которого такre соединенн }к)стом. гипербоrtпч -
ность орбtФоJIдов с таки}l сингулfi)въпl rrнot€cтBo}l Ilзу _

чалась в [9].
Слелуя [t9l, под трехмернъ[ti ?цпефолuцесrcuА ор -

бuфолёол !дl понимаем Фактор {IpocTpaHcTBo Ц3/Г, где
г - дttскретная группа иэометрий пространства лобачев -
r) Работа выполнена пря Финансовой подцерJЕ(е Россяй -ского Фонда ФувдаментальньD( исс.педованип (проект

95-01-01a10).
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1. Заузленные О-граФы

llL
Трилистник с Hocro}t За цепление 4] . "*rо"Рис. 1

?ского П-, назнваемого такхе гиперболическrм прост -
ранством. Еслtл пря этом элементы группн г не иItlеют

неподвихных точек в НЗ, то НЗ7Г является 2uперболч -
ческuл лно2ообраэuеА. В [10] и [9] при докаэательст-
ве гиперболичностп рассматриваеrдх орбиФолдов соот -
ветствlrюцие Фувдаментальвце группЕ орбиФоJIдов 6ý.rtи

реаJIизованн как групгтl хзомец)ий пдrостранства ЯЗ п

построены их Фуlцаментальнне многограннпки.
целыо настояцей работrr вляется обоJцtlть этя

прrмеIж и постронть бесконечное семеfiство гиперболн -
ческих орбпФолдов, сttнгулФншtlв мнохествами которЁD(

.Еляотся уэrтr с мостом. Прп 9том гиперболичность бу-
дет следовать из теореr.щ терстона о гипербоJtическоя
хпрургии Дэна и теоре}Е Jfiестхости.

TaKJie будут приведешr группн, увиФорrдrзирущие
рассматриваеrле орбиlDоrtлн и показаво, что ови явля -
lогся обобщенно-треугольньшя группами в сl..нсле [2 ]

ilапомЕим, что все ковечнце подгруппы группы

s о ( з ) исчерпцваtdгся циклическими.диэдра.пьнlJD.iв и груп-
падrи сиr,пlетрий тетраэдра. октаэд)а и икосаэш)а [21 ].
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так t{il образом, если носятелем орбиФоrца ,твлrЕтся
треr{мерная сФера. а сингулп)ное мноrвство в качестве
своей связноя компонентЕ сqдерrсlт некоторъй (возмоr(-
но, заузленный) граф ( возr,rоrоrо с петл яirя и кратнЁ}lи

ребрами), то степень каrqоfi верпrlнн такого граФа рав-
на трем. ГраФЕ (в Tolrl числе несвязнъЕ н мультяграфн),
степень каrвой вердrrнц Koтopt ( равна трем. Mtr будем
наэtаать rcубuческuцч граФами. oTMeTtл.t, что эаузлен-
BlrP влохения кубическнх граФов, даrе простш( с точхн
9рения теории граФов, могут 6!tтъ устроенн достаточно
слошо.

Очев!!дно, суIцествую" лицъ дэа кубических граФа
(которъ.е приведены на рис.2), имеtФlих ровно две вер-
пlинtl.

эти граФц lGl
будем дале€ назв-
эать g-2раФод

о_грао "Пенсне|'-граФ (пэппа -zраФол) ц

'|пенсiе"-еwбол
рцс. 2 (это название пред-

ставляется нам более привлекателънъItt, чем название
llнаручвякиП-граФ, используеr.{ое в [20]). отметим, что
сЕrгулЕ)ные мновства орбиФоJtдов, изобраrенн!€ на

р с.1, как граФЕ, изомоDФны о JраФу и 'певсве'-граФу
соответственно.

Заузленнrle вло)пения 0_графа я !|пенснеф-граФа в

треrarltерную сФеру, Ha9Eaeмre в даJIьнеrцЕм О J:рuвая ц

"пенснеП -крuвая соответствеяно изучмrcь в [20 ]. От-
мет t!,l. что каrдая кривая cocтolfт из трех дУг,УдалеВие
лобой из которых приводит к зау gIенной окруrсlости т.е.
к у эrtу. TaKIп.t обраэом, с каrдоП о -криво' естественнЕ
оt разом связанц три yз,la, которне будем называть
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ас соцччрованцrдu gзлалч 0-кривой. Очевидно, что две
0-кривЕе, нмеmщие разнýе наборЕ ассоциц)ованнцх уз-
лов. топологшески различнц. Однако, наборн ассощlи-
poBaHHbD( у 9loв не опясrЕают 0-кривую полностьD. это
вllдно, в частности. из известного примера Киноtлиты,
построивцЕго непланарную 0 -кривур, все accolдtlpoвaн -
нЕе узлы которой, тем не !{енее. явлаютсЕ тривиальнц -
ми узJIами, а такre нз ряда других прrд,!еров, прпведен -
вых в [20 j.

По аналогии с у зIами и зацепленияiiи, моrfiо го -
ворить о проекцчч зау зrтенного граФа на плоскость. В
частности, 0 -кривЕе. обладашцие проекциrrttи с }lал!л,t

чяслом точек самопересечеFи я, табулированt в [18].
Продолхая аналогви с теориея у arroв, определи},t се-

меrство о -KptlBto(. связаннЕх с рацuональiад пахелол.
Следуя [4] и [13], Kal@toмy рационалъвому числу p/q
rtюxro поставвть в соот!етствI.е рацllонаJIьЕцЙ р/q-тангл.
строяцнrюя по разлояению числа p,/q в цепную дробь.При
этоIr.l на 

'(ajiqoм 
шаге построения целому числу i соот -

ветствlпот i поrtуоборотов в ваправлении, определ,вмом
знаком числа i. переходу к знаr{енателю дроби соответ-
ствует поворот диаграIrодi на угоJт 90О по часовоЙ'стрел-
ке с последуцl4еfi заиеной в двоЁннх точках прохqдов
"под" на проходн "нал" и наоборот. слоrению дроби с
цеJЕ,[tl число!{ i соответствует добавлёние к соответст -
вущему танглу i попуобоtютов. в качестве прrдrера на

рпс.З приведен процесс построения рачиовальвого p/q_
тангла дrt я случая p/q - l7l7 . 2+l| (2+llЗ).

Напохним [3], что dвgrцосповой узел K(Plq) эоэ -
никает при заrлJкании дуг р/ q-тангла (рис.4), т.е. при
соединенви концов дуr. помеченных а,с и b,d соответ-
ственно. в частности. как нетрудно убедпться непосред-
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ственно, двухlrостовоп узел K(l7/7) совпадает с уэлоttt
75 в обо9начвниях Ir9 [17].

по аналогии с дву:оiостовtrr, узламti определим
0вуалосповуtо О (р| q)-tрuваю как реэультат за!дл(анtля

р/q-зангла и соединенtiя пере!рrI(ом дуг в его эве!яо-
стх (рнс. 4).

Заметим, что еслп на в!rходе из р/q-тангла дуга
а перешла э с (и следоэательно, Ь в d), то 0 (р/q)-кри-

Узел K(P/q) 0 (р/q)-коивая

р
.,

п
п
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Вая являеТся 'пенсне'' криэОй.а еслrl дуга а перешrIа в d
(и следовательно, Ь в с) то получаем о -кривую.в част-
ности, првведевные на рис.1 трилистник с мостом и за--

,)

цепление 4; с мостом явлЕотся о (з/l)-кривой и o(4/t)-
кривоfi соответственно. Очевндно, ассоцииtюваняtв,лЁ уз-
лами для о (р/q)-кривоа являютс_а двухмостовоfi Узел
K(p/q) я два трявиалънЕх узла"

Ilалее орбиФолдя с HocнTerre}, S-'rсингулярнъпr мно -
IecTBoM которнх слухrlт о (р/Ф+сривая, шt сiудем назц -
вать ё (р/ q) -орбuфолOаль.

ПереrЕеr,t к постlюеЕию таких орбиФоrlдов и изуче -
нию соответствушоlих геометрических структур.

2. семе ltcтEo двуrа,{остовнх гиперболическпх узлов

В этой части будет описано ceмerlcтBo двухмосtо-
вых узлов, почти все из которнх явлЕотся zuперболuчес-
кuлu, т.е. их дополнение в трехмерной сФере является
гиперболическим мвогообразием.

z I

t

Рис. 5

БорIюмееlц кольца

2а

Зацепление 8З,



Рассмотримдва трехкомпонентнцх зацепления на

рис.5. Первое из них (обозначим его В), носит наэва-
нце 06орроцеевd кольцаl| и является одни}l из ваибоrIее
известнЕх гиперболических зацепленип. В таблице уз-
лов и эацепления РольФсена [17], ооозначенпям кото-
Iюfi мы будем следовать и в дttльнейцем, оно обоэнача-

?ется бj. Второе зацепление на рис.5 - это зацепленпе

В]. Как отмечено в [1l, зачеплевие В] TaKre является

гиперболическиIrt и, более того, объемн гиперболичес-з\ _з\ _зких ].{ногообразий s-\B п s-\8; соэпадаDт.
Рассмотрим хирургия дэна на коi{поневтах зацепле-

ний В и В|. Согласно [17] , после хирургиП с параrrет-
рами (l,i) и (-l,j), где i и j - целrc поrtоrптепь -
нЕе, на двух из трех коt{понент зацепления в помечен-
нЁо( i и j соответственно, получим узел, котоIжй обо_
значим Bi (см. рис.6, где пндексаш.l 2i п -2i обоэна-

J
чены соответствуlощие тангJш) .

,l

=
Е

э( >с

2,

Узел Bl
I

Рис. 6

Нетрудно впдеть, что узлц Bi " Bj экв"rалентны,-JI
являются альтерЕированнЦItlи и иrrrеют порядок 2i +23.

представятеляr,tи рассматриваеr.lого семейства, име!шцими

порядок не t5олее десяти, являиlтся следуюцие узлыз

2!

й

-zi

zl

-ztr



в ц 6

. lоз. в соответствии с операциями над танглаt!цl t4]
узла. уэлЕ B-i являются

в; Bl
'?- ',,

в| в|- в|- ro, , в]- в, ,' в]- в],

и определением двухмостового
двухмостовtши и получены эамЕканием рационatльного
2i+l/ (2j)-тангла. в принятнх дJrя двухJtlостовЕх узлов
обозначениях это означает, что в.1. K(p/q), где
.4ij+l п q = 2j.

Поскольку зацепление Пборромеевв колъца'' явля -
ется гипербоJtическим [19], то.полученнЁaе из него хи-
рургиеп Дэна уэJтl сеlrеfiства В1 такхе почтп все яв-

J
ляOтся гиперболпческими. ьъJIее того, все они гппер -
болпческие при i+j g 5, где iэ tи j:l [22]. от-
Meтиrit, что хирургяя Дэна с параметраrдr (1,1) на од-
ной из компонент "6орромеевнх колецп приводит к иэ-
вестному двухкоl,Еtонентноtlу зацеплению Уаrtтхеда (обо-

,,
значаемому 5;). НекомпактЕlе мпогообраэия, свяэаннЕе
с хнрургиями Дэна на одноП яэ компонент зацепления
Уаfiтхеда изучались в [11]. в частности, TaKoBbD4H Е-
лf,отся дополнения к эацепления}r подсемейства В|, я-
ляюоUaеся гиперболяческими для i: l [16].

Все проведеНнце вt!цIе рассy)(дения Mof,Ho повто -
рить и для трехкомпонентного гиперболпческого зацеп-
ления 8; (рис.5).

применяя хирургии Дэна с пара.метра!оt (l,i) п

(-l,j), где i: l, j: О _ целне, на двух коfiдlонен_
1тах зацепления 8;, r,lrrкaк и вЕллеrпопучим векоторо€

семейство узлов. Обозначим эти узлц Ui по аналогии с

узламш Вi.Уэлц ui ,о*ra являотся "rrrrJo"r*ra""*r" ,,-JJ
имеют порядок 2i+2j+l. Представителrr,оl этого семей -
ства, имекци!,tя порядок не более десяти. являются

следующхе узлrr: u], з,, ufr, 5l, u3, 7l, u!, э,, ч| ,
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. 5z, U?. r, u|. Эr, v}- lr, u!- эо, url. яr. как нец)улно

видеть, узел u; совпадает с дву)оrостоrьтtr уэлом
K(p/q), где P.2i(2j+l)+l п q.2j+I.

дrtя дальнеrших pacclloтpeнt| нам будет удобно
объедяввтъ два построеннцх ввце семеfiства узrtов. д
Iд{енно, полохl}i

/2, если j четно,

j-l)/2, еСЛХ j Нечвтно.

по построению, каrФl' из у зrrоэ в1 явлЕтс яJ
альт€Dнпlюваннш{ у з'toм пор8ка 2i+J п совпадает с
Двуrý,tостовrо.l у зrrом K(p/q), где P.2ij+l и q. j.
УзrЕ{ ceMetETBa Hi, имепце порrDк не оолее десrгп,при-1,
веденн в следппЕей таблиtр з

J\r п 2 з 4

I

2

3

4

5

6

7

8

I(5/ l ) - 5,
к(9/2) . бl
К(l3lЗ), z,
К( l7la) , ,6,

K(2ll5) - 94

К(2516) - tq,

к(7/|) - 7l
х(lзl2) - 8|

K(t9l3) . 9з

К(2514),16,

K(9/l) - 9l
X(l7l2) , 16,

нетрудно видеть, что у зrЕl Hi ялатс я торическими уз-
ламя, а все ocтaJlbвble у зJlн, приведенне в таблице, яЕ-
лrстся гиперболнческиr*rв [ 1].
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з. Дlэдральные о (р/q)-орбиФолдl

Напомним [13], что узел к в тр€хмерной сбере SЗ
tlазывается спро?о обрапчдrд, если суцествует сохра-
нЕоцая орпентацию инволоция h сФерц s3 такая, что
h(К) - К и ее ось Pix(h) пересекает уэел К в двух
точках. при этом h будем назЕвать обрацарцей uцволlо-

ццей.
ОрбЙФопд О, носителем которого является тр€хмер-

ная сФера, а сингулярньм MвoxecтBolr.t является стIюго
обратиrдaй узел К. такrе будеr, назцвать спроzо обра -
пuцал. а соответств5lюlцуrо инвоrIоцию h орбхФолда О

обрацарцей uпволlоцuей орбuФолОа.
Итак, пусть ОП(к) - строго ооратиtЕй копiпактннп

орбиФопд, сингулярное мнохество которого узел К нме-
ет индекс ветвления п. Рассмотр}д.t обращ щую инволь-
цию h. ФакторпIюстранство оп(к)/h есть орбиФолд, но-
сителеr, котоIюго является трехмерная сФера.Его син -
гулярное мнохество будет состоять иэ обраэа сингуляр-
ного мнохества h(к) и образа оси инваrrюции h(Fit(h)).
Так как ось инволюции h пересекла узел К в двух точ-
ках. сингулярное мнохестЕо орбиФоJIда d(K)/h пред-
ставляет собой влоr(ение в трехмерную сФеру граФа,
rд{еюlцего две верчянц. соединенньЕ тремя Е€брамtt,т.е.
О,граФа. таким образоt,, сингулт)ное мнохество орби -
Фолда ОП(К)/h представляет собой О-крив!4о. в соот _

ветствии с введенноп вьшЕ термвнологнеп, пол!лrеннlru

таки!,r обра Фм орбtФолд оп(к)/h является о -орби
ФоJiдоr.а.

отметим, что три дуги, обра эущие сянгулярное

мно)l€ство орбнФоJIда оп(к)/h, будут иметь индексы вет-
влеguя 2, 2 и п. Следовательно, верDдlнв сннгулярного
мнохества имеют ди эдраJtьн м тип, т.е. cooTBeTcTB},lo-

24



цие им точечные группн Елrфтся группами дпэдра по-
РЯКа 2q. ОрбrФоJц, все Bepm}lнll сингулЕ)ного мно,йе-

ства которого и}leDт диэдраJIьннll тнп, буде}'t наэнвать
0u э dpoJl D нал орб uфолOол.

Обратrп.rся к построёнвому в предццу|цеfi частя
ceмelicтBy уэлов. Хороцю известно, что дву:orостовой
уэел K(p/q), отлпчныfi от торического узла, облада -
ет э точности двумя обрадвlщвмпс я ннвоJпоциr{rl.Дrя
интерес}пqцих нас ySrIoB Bi рассмотрш.r
инволюцt& т в соответствнп с рпс.1.

ltat( бrglo
отмечено BItrtE ,

почти все уF.
лr н.- ,trлrот-

J

ся гяперболп-
чески}цl, т.е.

на многообра -
зня S\i моr-,J
во ввести ги_
пеIБоrчrчеqкуrо
стржтуру. В

этом случае.
по теореме le-

ij

,

т

Рис. 7

сткости, инвоrtюция т является изометрией гипербо -
лического мяогооораэия s 

3\Bi.
'J

В свою очередь, орбиФоJц О"СПj) с носителем s3

и сингулярнr${ }tнorecтBoм - узлом Hic индексом ветв -
J

Л€Н}lЯ пl мохет бrrтЬ оппсан каК ре эультат обобщенной
(п,О)-хири)ги}r.Дэна на узле П.1. В случае, когда ис-

,aодный уэел н} является гипеЬболическим, по Teope}ie
J

Терстона о гиперболичеСкой хирургии Дэна. для почти
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всех п орбиФолд ontHi) явrrяется гяперболпческtд.l. дrtяJ
MauIHx эначений парaшетров i,j и k в этоl, мохно у66-
диться непосредственво, испоJIьзуя пакет програrаq
suapPea [22] . напрнмер, орбпфолдн On(H|) ,"rrrоr., 

""-перболнческими дrlя пa4, а орбиФоJцЕ o.(Hl). где
j э 2 , соответствищие уэлatй порЕqка "a о-raa'о""r."
из прrведенной вьше таблицц, являются гиперболически-
мя дJrя п } 3.

Согласно излоrtёняой внlце схеме постIюення дн-
эдральных 0-орбиФолдов, обраrдашдая инволюция т узла

iЦ| r:ндуцирует обращашцую инвоJIюци,о орбиФоrrда ОПG})J , --
которую такхе буде}a обозвачать т. тогда Фактор-прост-
ранство on1нll/T является диэдральньD{ 9- орбиФоJцом и

J
его сингулЕрное мно:кество пзобрахено яа рпс.8.

Как нетрудно ви-
деть нз рис.8, сингу-
ЛЯРНОе МНОйеСТВО ОР_

биФоrtда o"(Hi)/, Itto-
Jхет 6:[ть представ -

лево как двухмостовая
0 (p/q) -кривая, где
p/q - i+l/ (2j). Кроме
того, пол}rченнцп ор-

рис.8 оlлоолл d<H}lZT яв-
ляется диэдрЁUIънЩ,t. в

соответствии с принятой Bb]le терминологиеЙ, }н поJту-

чили двухмостовой О-орбиФоJц, верчtинам которого со-
ответствуют группЕ диэдра порядка 2п. Следовательно,
cn<1'll, - on(l+l/(2j)). TaKHr.r образоt.t. иrileeт место
двойствевность в приведенной в!rде таблице уэлов н1.

д имевно, после Факторизации орбиФоrrдa a an"r"rr*-
ностью Hi по ивволюции 1 , получаем орбиФолд, сингу -

J

!

i i.,
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лярньItt Mнo*ecтBott| которого является у9ел BJ (т.е.
си}оlетричнllй исходному относительно диагонали таблl -

ця) с мостом.
Напомнtlм, что по построеншо, ltjl . K(p/q) - двуь

ti.iocтoвoЯ уэел, где P/q. 2i+l/j. В этом случае имеем:
оП(к(р/q))/т . on(p/(zq)).

Так как все рассматривавциеся наrrи узлы и орби-
Фоллr строятся на основе гиперболических зацеплений_з лз6' н bg. в силу теореa.ш хесжости и теоремн Терсто-
на о гиперболическоfi хирургии дэна [7], получае!|
следиоцее утверхдение.

TEoPE!|A t. Для почmч все, i > I, j а 2, п а З

овуrдосповае duэоральнае орбuФолоа on(i+l/(2j)) л€ля-
оmся е чперболuцескчлu,

от}.iетrд,.t, что как следует, например, из pacclroт-

рениЙ ФундамевтаJIьннх групп, которне будут проведены

ви)l€, орбиФоJtsl е n(t+t/(2j)) при п - 2 гиперболичес-
кими бнть не могут.

Также интересно отметить, что хотя при j = r
уэrтr К(п), где ш r 2i+l, явлЕотся торическимя я сле-
довательно допоJIнения к ниlчt в s з не могут бЕть сна6-
хенЕ гиперболической структуроП, тем не менее, двух"
мостовне диэдральные орбиФолды оп(ш) при D , 2i+l,
i : 2, являются гиперболическими дJ,Iя почти всех n.

4. Обобценно-треугольнне группв

Перейдем к группам. униФормизируlщlrм построен..
нЕе вьшtе 0 _орбиФолдЕ. в частности, покахем, что эти
группЕl являотся обобценно-tреУГОЛьНlлr{и группамя в

сr,щсле [2], т.е. н}4еют представленяе

с . <а,ь | ak. ь1. (w(а,Ь))D - l> ,
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где U(a,b) - некоторое слово Е свобqдноЙ ГРУППе, ЕО-
рохденной а н ЬrаL,lи .ш - п(rtохительные цалце
числа. обшIные треугольные группы вознrtкают эдесъ в
СЛlЛIае, КОГДа ý(а,Ь) . sЬ.

дrlя нахожденяя Фундаментальноfi группн орбиФоJrда
воспользуемся алгоритмом Виртингера [5]з

-k полуоборотов
а al

Е
Dr

Нетрудно видеть. что если а и Ь - элементн груп_
пн орбиФолда. соответствуtщие петлям "до" (-L,!)_тавг-
ла (k > О), а 1 и bk - элеrrевтн групIIЕI, соответст -
вушцие петлям "после" прохо,lдёния (-k,l)-тангла (c}r.

рис.9). то, согласно atлгоритму виртивгера. toieюT lt!есто

рекурревтные ФормуJпr: ai*t . bi n bi*t - bi'sibi, О< iý
g k-l, где ао . ., Ьо- Ь.

лЕмла 1. для (Ёk,l)-пан?ла, k> О, пеплч "t u \
ло2!п бdпD вdраrенu через пеплu а u Ь. Прч эпол

(L) в случае (-k,|){raнard Ь*- вr(а,Ь),1- Bn_,(a,b),

2ое sk(a,b) - *i'*j'... {'\*,\... *,, u

[ ь, i - l фd 2,х-, t
' L.,i.Oшd2i

(iL) в случае (k,lr-лтланела а, fk(s,b),bk, f*_, (а,Ь),

2dе fn(a,b) . rly2... уlу1+1у|'... ,i', u

a,i.luod2,
b,i-omod2.

п

Yi'

Рнс. 9

i
t

28



ДОКАЗАТЕПЬСТВО.
дукцяи.

(i) Случаи ь =

k-l влечет случай k.

( i)

( 1l,

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

fk+I (c,B)fk(d,B) - сF

fu(o,B)8k.l(q,0) 
, q9

проведем доказательство по ин -

1 очевиден. Покахем, что случа'

Ь*. bi],an_,b*_, .
В caмoli деле з

bijrbK-z\-r '
-l -l -| -lr ... \ \_l*t... *| - *t ... t \*r\... 't .

- sk(a,b),

где на последне}t шаге мы ,оспольэовались тем, что

\..l '\-l'
Случаri (ii) доказцвается аналогично. О
отметиr,! следуIщие простЕе свойства введенннх

Функций fk(a,b) п %(а,Ь).
ЛЕММД 2. Для k z l прu любdс а u В ulеюп лесmо

слеёурцtuе поцОеспва:

то(дества с очевидllостью следу -
ют нз определения Функций fk(ц,9) И ck(d
ЧТО Yi+2 ' Yi И *i.2 - *i. О

ТЕОРЕ!Ц 2. ФунOqденпальная 2руппа

бuфолOа с uнdеtсалц счнzулярноспu k, L

dуюцее преаспавленuе:

,0 ) l УХИТýВаЯ,

э(i+l/j)-ОР -
u б uлееп сле-

п(o(i+l/j)) - ..,ь l"k. ь1- (,ni(.,b))' = l> ,

aae ri(.,b) . .-l1._, ig.{.,b),b-l).
докдздтЕпьство. Рассмотриl.{ диагр.rrt&lу о (i+l/ j)-

орбиФоJIда на рис.10 и обозначим через а, Ь, с, d, е,
f, s, h элементIi группц орбнфолда, соответствуlшцllё
ОДНОIIrtеllНЦItl ДУГаМ ДИаГРа}ýlьl.
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d ьa

-,

л

в

h

с о

Рис. 10.

в соответствии с лемr{ой 1, начиная с элементов
а и Ь, внразиt ост.rльвце. Тогда с . si_l(а,Ь), а .
.8j(a,b), е - ь-|, f. f .(rt,e). fl(8j(a,b),b-l),
8 . fi_l(rt,e) . fr_,(g.(a,b),b-|)_. Т_lрr обходе вер._
цоlны А получаем соотнооlение s"-lЬ-! - l. При об-
ходе верOJины В получаеr.{ соотноч!ение fhc . l . Откуда
f._|(g.(а,ь),ь-!).-|h-| - t, и анаJrогично

f. (g. (a,b),b-|)bcj_t (а,Ь) . l.

Мрахая п9 обоих равенств h и сравнпвая ре -
эультатн, получим:

rr_, (g. (а,ь) ,b-|)a-l . ti|(sj(.,ь),ь-|)в]l,<",ы. r,

откуда
fi(cj (a,b),b-l) f ,_, (g. (a,b),b-I ) . Bf, , 

(r,ы..

Воспольэовавшись равенство8{ (i) из леrллr 2, по-
лучим 8,(а,Ь)Ь-' - в]l1t.,Ы", что дает равенство

Sз_l (а,Ь)в, (а,Ь) , аь,

которое является верншt{ в свлу (ii) ле}п,пJ 2.
таким обраэом, группа п(о (i+l/j)) двупоройдена.

полагая дrlя определенности, что дуги, соответствур _

цие элементам а, Ь и с как составлrflшlие сингулярно-
го !rнохества орбиФолда, иr.|еют ишексЕ ветЕлення k,

з0



1 и п соответственно, получаем следуIщее представле -
ние:

п(О (i+l/j)) = (а,ь | ak- ь1- trni{.,b))'- l) r

где ,oi(.,b) = .-'ri_, (в, (a,b),b-l). Теорема доказана. Е
Из полученного представления нетрудно видеть,

что при k = 1 - 2, рассматриваеIyGrе группц будут ко -
нечнцми, более того, группсtми диэдра.

Полученное представление группц орбиФоJца поз -
воляет определить туннельное число дJlя узлов рассма-
триваемого семейства.

Пусть К - узел в трехмерной сФере SЗ и т - нё-
замкнутая дуга в SЗ с конц€tlчtи т, о n ,|, ТаКИе, что
К U т -{то,т,}. Следуя [14] будем говорить, что т

является mуннелец узла К, если дополнение в SЗ к

трубчатой окрестности мнох(ества к u т является телом
с ручкalми. Д)угими словЕtми, это означает, что группа

2пr(S'\(К u т)) - свободная группа. Туннели и тун
нельные числа широкого класса узлов, в том числе п

двухмостовых, изуч€tJIись в работах [r+rrs.J. Отметим,
что полученное в теореме 2 представление Фундамен
т€шьной группы 0 (i+l/j)ФиФолда делает очевр!дннм

следуlщее утверr(дение.
СJIЕДСТВИЕ 1. !уеа 4В являеmся пуннелел 0вуr-

лосmовоео азла K(i+l/j).
Из теореr"цrt 1, п 2 получаем такх(е

СJIЕДСТВИЕ 2. Для поцmu всех i > l, j z 2 u

п } 3 еруппа

<а,Ь |аП = Ь2 = {rri, {",Ь))2 = l ),

-lа'f._,(вr,
PSL2 (с) .

еОе ,j. t",ь) =

преOсrrавленuе в

ьь

з1

(а ), uцееп fiрцное



5. Тэтта-орбиФоJr,цilн, униФормllзируеr/Е,Е конечньЕ{и
обобценно-треугольньт!tи rруппамн

Как следует из Teopel.Il 2, ФундаментальнЕе груп_
пы орбиФолдов с носителе}, трех}iервоП сФероi и сиЕ-
тулярнцr.r MнoxecтBol,t u 1i.l/j)*ривой, явлrотся обо6-
цеgно_треугольнЕI{и группами в с!]tнсле [2]. Естествен_
новозникаюцим вопросом об обо5цбвно_треугольнцх
группах является вопрос об их конечности либо беско-
нечности. Буяе}r далее считать, что хотя бЕ одна из
поIюхдаIщих обобщённо-треугольной группы является
элементо}l Iiе втоIюго порядка. Почти полная классиФи-
кация конечных обобценво-fiреугольнцх групп с указа-
нием их порядков дана в [12]. А именно, с точностью
до эквивалентности, все конечнце обобценно треуголь
нце группý исчерпываются приведеннtлr{и в [12] двенад _

цатью ковечнЕми группаrilи.
в этой части Il,E| покахем, что восемь групп из

[12] свяэаны с 0 -кривъ[*tи малого порядка.а именно,яв-
ляются ФундамевтальнЕ!,tи группами орбиФоJIдов рассмат -

риваемого вами семейства.
Пусть п е 2 - целое чнсло. Рассr.{отрим орбиФоrrд

с носителем S3, сингулярнtдл r"tнoxecтBolt которого яв -

ляется О(п)-кривая. Применяя теорему 2 к случаю i,n-l,
j-t получим копредставлевие Фундаментальной группЕ
наtлего орбиФоJIда. При этоr.t в копредставлении группЕ

появится следуюцее слово:

(а,Ь) - a-l
-|

-l
(ь-l -l

fn_r(q, (а,Ь) ,Ь-п-
"t )

f
(ь

аЬ,Ь

,s).f
п-2

n-l

з2



В частности, при малвх значениях п имее}i:

"|t",ь) - "-l
"ft".b) - "-|

е(r)

,а)-а
,а)-а

-l ь-| 
"Ь,

-lfI(b

1 (ь- ! _lb-lab- l а-!ь,2

w| {а, ь). 
"-lfr{b-l,") 

- a-|b-|ab-lab.-Ib.

Эти вЕрахения воэнtlкают в копредставленпях групп
орбиФоJцов, сингулярные MHo)iecTBa которЕ.х 0(2), 0(з)
и 0(4) пряведенн на рис.11 п являlотся зацеплением
ХопФа с мостом, трrлистником с мостом и зацеплением
.2cl с иОСТОМ.

е(с)

Рис. 11

e(l)

Геометрические структурн на орбифоJцах с носите-
лем S3 и изобраriённtБ,rи на рис.11 сингулярнъдrи !tноже _

ствеми рассматривались в [6,10]. Так, орбиФолдш с
сингулярным мноr(еством о (2) и индексами ветвления
(k,l,п) равнr,D.tи (2,3,2) u (з,з,2) Еляются сФернчес-
кимlr [6]. отсюда следует, что их Фундаментальнце
группы - обобщенно-треугольные грirппы

l; <а,Ь|а2. Ь3 - ("-lb-l"b)2. t >,

2: <а,Ь|аЗ. Ь3. ("-tb-l"b)2 = t >

конеlIIц.

геометрические структурн на орбиФолдах с син -
гулярнt!}, r.{HoxecтBor,, 0 (З), т.е. триJIистником с r.locтoм
(рис.1), описанц в [10]. в частности, показано,
что ФундаиентальнЕе группы О - орбиФолдов с сингуляр-

зз



Hlllt' МНО)fiеСТВОМ ТРИЛИСТННК С МОСТОМ КОНеЧНЦ В СJIеДУЮ-

цлr{ случаях ]

З: <а,Ь|.2 .63 .
4: <а,Ь |"2 . 64 -

5; <а,Ь|а2 - Ь5 .
6: (а,Ь |.2 . ЬЗ.

(а

(а

(а

-l

-l
_l

ь

ь

ь

аЬ

аь

аь

l),
l >,

|),

используя метqдц [10], в [9 J покаэано, что ор -
биФолд{ с сингулярнtд.l мнохеством о(4),т.е. зацеп-,
лением 4i с мостом (рис.1), гипербоJIиIIнн во всех
случаях за исклюtIением k=1-2 н (k,l,u) = (2,3,2).при
этом Фуядаментальная группа

7: <s,Ь |в2 . Ь3 - (а-|Ь

1a-l6-t65-1.-lb13 - 1r.

l>-lab-labe-!b)2

соответств!дФlего оI)бlфоJlца конечна.
Еце одна, восьt{ая. конечная обобценно-треуголь-

ная группа яз [12] связана со следующtл.l орб tФоrцом. в
списке [6] среди сФерическпa орбtфолдов с носггеле}t

1
S- указан орб IФоJц, с ингулярнtйll мнохеством котоIюго
является торическиЁ уэел пятого порядка 5, с ивдек-
cor,t ветвления равнlБr трем (рис.12).

Е,]

как не-
трудно видеть.
этот уэел со-
дерltaтся в

рассмотренном
намв эьпЕ се-
rrействе уз-
лов,а именно,

Рпс -12

,Hi , 5r. после Факторизацпи этого орбIФоJца по обра-
щаЕ4ей инвоrIOции т, получtлa 0-ор6!Фоrц с сингуляр_
ньш мнохеством 9(2+l/2)-кривая. нетрудно видеть rчто

з4



1
9то узел Н; с мостом,т.е. узел Пвосьдерха|| с мостом.
В силу теорёшl 2, ФУндахентальная группа полученно-
го о юрбпФолда имеет след!лоrцее представление:

8з < а,Ь|а2 - Ь3- ("-|b-l.Jbab-ta-lb-|ab)2- l>.

IЪк видим, восёмь конечню( обобценно-трёугольнЕх
групп из [12] возникают как ФундамевтaUIьнЕе группц
двухмостовЕх 9 -орбиФолдов.
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