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Введеяие

Клаzсическоfi cspyKTypoli для юторой xoporrto опре-
ДеЛеНО И ИЗУЧеНО ПОНЯ'l'Яе ВЫЧИСЛИШОСТИ ЯВЛЯеТС'l ЕОЛУ.
кольцо на.тур&льныI чисе.т.

IIесхотря Еа Tot LjTo историчесхи бл*ло предлоrкено не.
.jкolrbr.o определеяиfi внчяслихости на lf функцлfi (Черч,
Геделъ, Клини, ilocT, Тьюринг. Iaалr.огоров, Марков), все
они оказались 9хвив&лектньiми, что сЕдrо по себе явилось
9н&чительньlм дости?хеяиеи в )6л&сти хатеrrвтической
IlогиIз{.

Е стучs€, коt,дь в tс&честве оtновяой cтpyxт}.pbi рвс-
Сlr{аТРltВ8.€ТСЯ УПОР q.ЦОЧеННОе ПОЯе ЬеulееrЯеНllЫХ qИСеЛ
(ti), с.,,.rтуч.rдия сущес'".венЁ.1 отл!;чает jя от классичсской.
Хотя бi.I Е том плаЕе, что быriк предлоrкеt:ы неск.)лькat Ее-
9KB}tBцttcHr'IIrrIri понятuй вцчяслиraости (Мосховrлис Р|,
Блюrt [Е1, Ер:шов [3|, Мясников, 13еляев [9|).

!tл;;0ипной причивirй явItлс."ьl пс-ir?д но!rу, то обсто-
я,Iельс5во, что в xsytl8€raoм pearlb;.tox явлении вычисли-
}iых в?iцествсчннх процессоБ разныri a,Bтopr.r, rrаиболсе
существснныlrи представля,iI;|сь р8"эличнне llох€нты.
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Но в тlлоц сдуlat,€ aевэсгвGtlво оrlЕtдвть, *то доrrь
Hr с)rдlaствовrтъ в!пболGс обчlrя, товrrя Форl.алиэlдglя
Iюняrия вt{raпсляIостtf фlnпЕЕil нв Л поторrя, с
GюI}oBtJ, оодaрхrлi бн в ссбс pr,Hce
xtк чtдгнЕе слlпtlJi, с еворовв,
щ}tс фуrпqпв,t дсfiствrrтсльно, Iотя бц поltцltгrl,льно чог-
лDr бц бцъ вьЕlttслснн нr, по.ý,одiцtal ЕВМ (чзrrrпrчс-
сrзrх устройстваl ).

}trrcBBo тrсrя форхвлиsаrýtя вtлrислйtосt t прGдлrл!.
gгся в нвсФолцей рйотa. Еa оглиtltтDвльнъlu сяойствоrr
Елястся отltts от р!дсцотрснйя ]лI!орIf!Iов,
ФВl

ttg{x
sqдiавьЕ юнсчнцu .rrrслох rшструrсgй

т.с. ЕроцGс_
и подlЕIfк}_

подtrодa рсsультьт хlrqдого lrs рlссrarтривlдчlJl процaс_
сов опрсдaдястся Boara спо rодоr вцraислGн'tяr f вa l.oxcн_
точ оgгововхп, ttоtlорого uоrсёг ,t вс бнтъ.

В пряrпип., тrsой по,вод ухе ЕредJt.л8лся в [8t, од-
н!ло вчёеt]о с!дaого цнохaегво В в ноч рrссra]тривrли
.ФоиrЕнa (лссятrrrпвс)srrвrси вGвlеGгванЕtх чисGл. ?Ь
прсдqг!вляGтся вa coвcarr удобt ъц, хотя бв в схrу р!.
в.всгвf 0.999909... - 1,0000...

Прqдлrгrдrrъдй в дrцrrоl рlботс поддод во-пgрвц1,
ве srаисят оt способr 9цдшaвя вarцасгвсвныr чttоёд1 во-
в!DорЕI, получснц струtrгурlц. TeoP.xц, свлrнвrюtц{е
грrФtв въstаtслIrrlоfi фуrrrсgа, либо прскрално вцtмсля-
чой фуЕсgоr (т,с, с дополlсrтсльнЕци огр!цrrlrgняfltt нв
ход вrлrпrслсrrиfi) с ввrrrолrпоrостъю подходяцlеfi юнсч-
вой форхулlr в Hr(f,), гдз I - .лсцGятrрrrоfi собсr,всн-
ноа plсtlмpetnic ег!.!rдrртннr дсйствитольrтцх rаассл. О
plsxcprr соотвaтств)rющq\о кпlдсL всlоду оврделевяцu
внчttслиxцх фунвпrй хожно судlтъ по Toray обс:гоятель-
егв)r, что в lIею попцдl.т по.в(лrсс BeElacтBeнHo9lfш,orьll,
всюдr опред€лdrtrцх Функrлйr продолrtаня€ юторнх в С
хероrrорфяо. Этот хлвсс содсрхrг функlия, яЕляющtе-
ея petпeкиcra пrвсегнr{х дrфф.рснФrrльlнх уравнсниfi, в
ЧlСГНОСТИ, ВСa РСfЛЬНО ПСПОJtЬ9УОraЬlc В l.aвcШaтttl3l oнl,
литичесtgaе фувtýцrи.

ре!ульт]т sa xoнararoc чнсло Iд!r\ов. В rцrcддопсэrпrоr
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Раэуrrеется, не все 9опросы, свяэоt{нlJе с преллвглечой
формализrrцаей, удалось рецить. Чвстъ из нях пссir-а.вл€-
Еа в sаклrсчительнсlй части еFатьи, я8 ксторые пpeltrro-
лалается ответить в последуюцst работах.

Наrtохнидд ряд определен?й нсобхо,Фlrrнr для !!эло-
1пения ocнoBliorro llатери!'ла,

Пусть R -- ст&ндартн!я кодель Fецеств€нIЕых -.{исел

языха , =4 Q, l,=r{,.rl ) .

ОПРЕДВЛЕНИЕ t. Модель f, яgыка кцrовеu проег:.,!ц
лtl су!цествует t € n,' > Z такой, что
з а,}lыканirе поля R(t).

3АIЧЕЧАНИЕ 1. Ясr*с, что простое рв.сrrrярсние ý
является алементtрнцц собствевянх рвсrrrяреняех В и
ед}lнствснныr, с точностьtо до изохорфи5raD.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть *> В,
в) Введеrr фунtýg.!rо rp : ft * В сле,щlюпgrrr обрrsоч:

ар(з) =

{ l CП', если ia-c'i Se,
где Cge(B.+,

+ш, еслr,rл2R,
-m, ссли л q R.'

б) Череэ }'in обоsнвчич liноrrзесгво ПюнaчнцхО элс-
хентов fr, т,е. Pdn - {а с i| - о q rр(э) < +о}.

Череs }ltr(M) обоsна.тяtr нtJrlсrrьцlcс s!JIнх!Еис вссr'
наследствеяно конечннtr, слов (r.TrrrcxoB) с пр
пэ М.

злмЕчдниЕ 2.

l Fir(fi.), в лrсбох
В силу соотrrошсния (о - rp(c))-l l

р!'сширс_
чил R найдется нсстl,rrдьртrrr,rй сасусlвт t ) 3,

Поrrятие ý-1 Е6-1 А-, П-форхул,
в шодс!и 

'rW(lД) 
стшrдартнн [lt

1. Прсхрlсно вцiпlслиlдне rфрrrулн

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Пусrъ М - пропsвольнtя IодGль.
}увкglя l: М -о В прсrqrасно вt{tlислишi, ссля:
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1) ryществуют .Фе послсдовlтедь_
ности Dфорцул {t,(c,c,!/)} зз g, {G,(c, з,у)}.69 с парsJ.е-
Tpor. ci

2)нtйлется элецентарвое
ст!ндtртяЕх действитсльннх

собственное росширениеЕiселЁ>Впt€ftсо

Ф) = у ,, tm}-g.(а) = у, "д" 
t -

2.1) t) Z1
2.2) для любот.о r Форrrулц lr(сrsrу) и G.(orary) эцдь

ют фушсцли J., 9. cooTBcTcTBcrrrro:

t,@)+ Ew(Ew(M) х Hw(f,')) }. Ъ(trr,у)t

9.(з) :=9 = Еr(ЯW(М) х HW(П.) Р G.(t,x,y),

со своfiстваци:
а) послсдоватсльностrr {l.}, {r.} хонотокны1
б) лля любоrо . С ч выполняк)тся вЕлючсния

dоm/.ЭРdr,dоmg,2Рjвi
в) для льбнr r€k, д С П вцполняются нср!венегвt

/.(д)Sl(g)S Sc,(гi

эyn Бr, {r.} * послGдоэ]тaльносгьr, аrrпровсrrчачлfi,
п,]

г) J(a) =
птГ,Еп]тrт:гпf относ!rте льно еm сгlядrрпlою .q{скретно_
ю

СОГЛАШЕНИЕ 1. В сл!rчr., югда М=В в
п. 2,2 псfiаrность форr.ул условtiraся Еровaрять в цодели
Нr(JE,). (Нс трудrо поtlяь, ч:!о при }Forr нс про!ас:о.qrт
1rчэrrьваrпrя обчцrостtа.)

СОГЛАШЕНИЕ 2. В дальlrсfirпсч будет наsваъ {l.}
r.rтrрохсrоlrд8,rЙ, сlодбпцсЙся'сяи-

схо-
cвGpry' к /.

дзr Dвr*.оrслrаlосrъrо и rrpcrsprccroй
фyrпцй. H!,r. rюнqдобятсл слс,ryю-

ЛЕММА l. Луспl р(с,зl) - еrcmхос !хо*.еm.о сооцесm-
хв |оlлуl оОlсоб лсpсzr'осrо с осцссmоонхrrл псpuвmроl
у. Раеоuопtрч icc rrз*сrrrпqtrв, еобсmоеlмlrс расццрсraч

Докrхсц ряд пrорaч, уст!яrаливrющlI свлsь цa]rl.
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сrпsr.асrmr.сt iаdсmачmсlrrlв tuccr R1 > & В, } В. ?oaic
р(эrу) paMurycrna,, Bt, ,cau ч mо.)Ео сс*ч рсмчзуаrъсл в П4.

ДОКА3АТЕЛЬбТВО, Пусть р(s, у) удов детворяaт ус-
ловию л€цхьЕ. Обоэнечих р(r,у) Ё &i6"*(c,v)i i(",
* &;а.ф;(лrу). Рассrrотриlr .Фа сл}.ч!я.

Случай i. Допустич dr,g) рсаляsуется ,в
tt) Z,

В силу 0-чянихЕJIьяостtа R [ýt xo:roro построить нёубы-
ваюtцую пос,тедовавiльность {qhс" со свойствrюl:

в) q еВ,
б) ф.(п) S (ч,+о1.
Вь,Iберех tз С Ь Trлoer qто t2 > Z. (Ото rrorcro сдел!,ть

в Gr|лу s!.}aечrяия 2.)
Иэ съоfiств 'tП и '6' !,втоxtтrrч€схи сrед,ёг: для лк)-

бопо r€" ЬtsФ.(!z,у), следовательно Па Fdtз,у).

с 2.

ЛЕММА Z. IIусmt l; В-. Ц
mолtrв t

п

.-)

Qорхула p(r,!r, р€rлизуется в Pit(El).

у)*
Br Нr,

S> П" lyrBqur l
rполtэа rпоеlа, зоtOа

fr J-onpcicrrrrcr с IIr(а)

Пусть lry), rF(Or ) = о € R. Ра.ссхотрич случаfi
61 } с (случа,й ф ýс рrссхьтрrltвется аrrвлогuчво). Если
П'l F р(а,у), то В1 }= р(а, g) (тах хзх с е В). I!сли 11 }Ё

lЁ р(сrУ), тo в силу 0-шиниt адьности В дл.т любого
i € rg нrfiдэтся Gj € В тrкос, что;

в) 6: е (c,c+cd),
г) Фi(В) Э (а,, в + ч).
Если rrы внбереч в Ь элехент Ь )_ а п rp($) = с, то

в млу свойств '9', "г' для любот,о r € r.l Па F *r(Ьrу),
следо9ательно Па F p(Dz,y).

Е-опрсiсrчло о JIr(В)
xo0icncr ýухзцrг t'
mоrоr, чmо dotцr' g Fdв, J'|д r J.

ДОКЛЗЛТЕЛЬСТВО.

-+) Пусть t@) = g+НW(В) } r(з,у), гдс l-
}форхуль

Полоlqrr. t'(a,g) а V(a(c,y) & -llBlll). По тсо.
rCJ

рсчс 9 [4l l' аlсэrвtлссtтва Dфорхулa Довшrссх rтrо он8
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задает функц:дю l' в fl}У(rt) с требуеr.ыjки своЙства.ми.
rlo следствию осноэвой теореr,aы [3! лля любоfi }Функgцая
нчЙдутся о.р,ф. i,С я ч.р,ф. I такие, что:

/(з) = у <* fily(f,) F (Зп с Л)((z(Щlrr)) g а g

3! v(/r(2n + 1)) -l у = 91р.;(т)) v (а = и([(2л)l -- у =

= и(1(2п))) v (* = и(r(2в + 1)) -. у = иft(zz + 1)))),

i.де }, --- хOнструктив!i56"liяя простсй rrолелrt Тi(R),
9r(z.)_._ а,лr€брмчесБая Функlия с ноиiром ф(2п), Пустъ.
а Iry(R) F Ф' (ч, у), тсгда на.''rдетзя n € Н Tuкoe| ti"o , 6
+ < и(t(tз\), ;,(tr(an + r)) > , На ат,,:,r стр€эх€ зЕачсние фунЕ-
.ци f совпада.еt со значе!{:{ем цлгебэаической функr4Iаи
9aiз")l аа КОНЦЦ:t ЭТi€ЗХа, СС 9на,ченi4еv ,Фl{посицr{и z с,.

По оярсделнr::ю а,лl.ебршлчесхсll Фуящии на.fiдется
cj € B[д] тЕкие| ч?о лля ,j е (y(i(22)), и(tr(2п } 1))) вы:толrrя.
ется: l(з)=у ф Ес(r)l=З; для э= z(fr(2B)) вцпсл-

i<l
няется l(r) = (х(lz)); д.lя , = и(й.(2п + 1)) вr.lполнястся
tP1= ч{у(2п + 1)).

Всспользуеuся слрircтвпем из ч1€!tt{ы 1l если ФорL{у-
ла f, a(a)yi = 0 задает фунхLrию KL отреsЕе (a!,l) в

.sr
R, то она зцд.€т функrию н& отреэке (al, э2) в lR, г.це
в|,} иэ простой цодеди. Следозатзльно, для д € РisП
П(и(Ь(2п), и(/r(2в + 1))) найдстся ед,tнgгв€нно€ у, T&rcoet
что f, а(з)f = 0. Для , € Fjпп п{ч(i(2z)), и(i.(2а+

isr
*l))}_ е.щrнствснность оч€ви.Фrа, Ото означаэт, .:то
Нr(R) F О'(а, g) <+ 

'rtY(П') 
F З!уФ'(а,у), т.€. форr.ул} {'

задаэт фуrrrсцrю.
тЕоРвмА L, IIуспь l : R _. В acriy оцlс}с.rсвс. lyKr-

цля l прсзрвсхо ,rtчuсauлс rполёв u mоllзо лпооlа, rol}a t -
Е - otlp clelulB а llr(B).

в
f,

ДОКАЗАТЕЛЬGТВО. Пусrъ f - }опредслича

'rr(П)l 
тогдr по лсrrче 2 нrйдётся f': *_

Dопрсдслиrrrя фуtпцrия в llr(f,) тцсяl t+tb аоm/'
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= IТп, f'lп =f. Поло:rоrrr для любого ,еч t.=J'|
g. 

= f', тогда f - прекра.сно вьлчислиха.
Пусть l - пр€Бр}сно внчислиtaаr тoгде нrйдется про-

стое рrсttrирение П. > R, аффеI<тивнь!е чонотонный по-
следовотельвости }определrаrчх в flr(f,) с парsд.етроr.
фуIfig{й {J.}, {gr}. Последоватсльность алвrроксииаrцай
{l.} схо,4,rтся 'сни5у" к f, послсдоватсльносгь !лrtроБси-
цаlлd {л} схо,rр{тся "сверху' к J.

Иs свойств прсдела в простоu р}сдrирсtfии [l0l, начи-
н!я с rо € иr, ддя любr*х r 2 ro, для g € В вьдполняются
ра.веЕства: rр(|(з)) =,pk (r)) * l(э). Обоэначиэ для лк).
бого r € r.l фунrsцаи rp(|(д)) _ 1rlз1, rр(g.(л)) = j.(л), полУ-
чих: l(.r) =у е IJrY(tr) Р (]r е lf)l,(л) = ý,(r). Доха:lссч,
чfý для любоrэ r € и, фунхrrrrи /,,а. Г-опредсличн в
HIY(B). Пусть l.(з)-у+Ёr(Ё)F V p,i(g,y,c), где

i€,l

9.i - бесtФанторная борrrула, е= 1,

HcTpy.qro покцtrть с испольsовонисra Фшиниuальнос-
ти R ,.tTo:

.f.(") =у,ф IIr(П)ts V {(v">О)(З., S c)(cr >
п li€r,

> 0 & ]yr)[ ly _ yrl S "'Ь & 9,;(r, у, эl )t}.

Отсюдr след/€т Еопределичость i, u 0, в flW(R) и,
x!J( следствиq Ф}rнцЕr l в IrW(X).

УТВЕР?МВНИЕ 1, 8сэiу опрсiсrсввrrс сGчесfлсеххо-
,rao{rarr, црatрсGно аrrччаrчrсrrз $9Hr{uO rclEayrnas o,rlxocurnaal-
Ёо ЕодпO,UчUU.

СОГЛАШЕНИЕ 3. В сллlэ, югд!, ооотвстсгвуюц$lе
последовillaльности Dфорхул иs опредGлGния прёкр8сно
вt!числихнх фрпсцтй {l.},e" рrвночсрно вычислиrrtJ по
, € r., r просюс росцtrrрсtlttе f, а.щrно, будеrr Hr.sHBaTb
послсдовlтсльность {l.}16" DФфсБтквной.

СЛЕДСТВИЕ l, Дуспr l: B-l В. iух:qчл l лрсjрасхо
евчцсrчдс лооliс ч mo.1ro rполёц зоiв хо8Оупсl фýснпuсхuе
по cledo о апъс.llхо сmч {l.}, {9.} со сооЕеtповцu:
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1) Dж lюбово s е ч фунзцuч t, : R* Ц 0r : В-+ В
еcriy опра0еасхьь ч прсврBetlo а}tччсJrмaDt.

2) по савiо е сmслlхо сmч {l.}, tп} лоr{оmоххьч
8) ём аэбug, С &r, s € П бсtпоlrlfDmс, хсI,весхсmсв

l.(a)sl(")S9.(a);
0 t@)= у ё lim,_*f,(a) = у ч lirц-*g.(з) = у.
ДОКА3АТЕЛЬСТВО: следqгвия пеrдriц 2 и теоре-

rrы l.
3АМЕЧАНИЕ 3. В случас не всюду определеrrrrых

веЕlеегвенно9lrачяых фувtlts.тfi утверr(дение теореrrы 1 не
верно.

УТВЕР?li,ДЕНИЕ 2. Сущвсrпвgсm хс еспOу опрвtсасххoг
е сч4G сfъо анх о мсчхч пр сrр sсхо е $чuс;ltц ý ýухзцtч зо mо р u
хс Е-опрсlсlttлв,

ДОКА3АТВЛЬСТВО. Воэьrдеr.t NэВ € Щ\Еi.
В силу А-опредслиraости натуральнцх чисел, шttorcecт-
воВ-П2.оrре,щелиrдо в rrr(n,). Пусть sСВ*
.* Нr(В) F Ф("), где Q - П2-формула.

В качсстве истсоrrой фунсцаи Bosbмeш:

l(a) =
0, если Ф(r)
неоцределеноr если -rФ(с).

По построению J - не-Г-огределиrда в IIr(В). Покь
:lgeu, что f прекрвсно вIл.rиспиша. Обоэна.чrrrr В =
= 

jY\.B. Это Et-rrHorQecтBo в N и Е2-опре/fелихо в ЕVr(R).
По леrдrде о пределе [0] на.fiдстся рtвноr.ернся послGдова,
тельноегь A!-xHorcecTB {сr}, сходдпItяся к.В. Для любо-
r\о , € и, uнoaкecтBo Со - А-опредслиr.о в 

'r}У(R). 
Пусть

з С Сr.. flr(В) F хr(а), где х. - А,Форrдулt- Прибли-
?к}ючIуюся посл€доватGльность для 

' 
опрGделиr, сп€д}r-

юццаr. обрrsоч:
1) 16(з) = 0,

_ /_\ _ r ,r(") * l, если х,(r),
"+I\''' - l ,r(rо), еспя .хr(э);

з) l.(a) - -.r,(з), ,r(з) в згr(а) r где з з ,}.

t
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По постросниlо вtцюлняются свойствl.'аП-Пг" иэ опре-
дел.ния 3 (rцзхрrсвой вычяслшrости), Докrясеrr, что для
,€в

11ц_..J (а) - liъ__c.(s).
Дейсrвитедьноr пусть д € В, тогда для льбого aо € iI

нrйдется r f rо талой, что IIr(П) F -х.(д). 3наrrит по-
сдедовательность {l.(л)} бесхонеrrяо воsрастlэт. Следо-
вательно Пп,*-l,(g) = lim.--g.(a) = l(a). Если r € Ви
з f В, тогда, начинrя с ,о € Ц для любою r S ,е вьIполяя-
ется IIIY(B) F х,(с). В DTэu случ!д последоввтельность
{r.(а)} стабилиэируGтс,я п liп._-l,(a) # Цm.--л.(g) аА J(з),
Докаsали, что последовr.вrльности {/.}, {с.} удовлстворя-
куD Bcex требованияш опрэдел€няя прехрасноfi вцчисли-
хости. Слеловатсльно J преБрвсно вьtчислиIr.

тЕорвмл 2. f: В -. R - чссmччlrал fyвr-
{чr. -унrqtr t - прсзрасхо аD.tltс.llдо tполiа ч поlt-
во mооiв, rозiо хсfiiуmсл D-оtтрсluчлч о Н

J.хо'Еесmсо В - Па-олрсаваuлое е HVf
lY(B) fунrqчг

форlgлоЕ еъ-r,
ic
ае

fr)Ф(;, а), aia Ф
= у .- нrуФ) F

(Vz € tl7-ýорuglо rпвзлtс, чmо irr
п

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть .f - тrрсврасно вIJrIисди_
ча и {/.}, {9r} приблrясьюrцпс последоватсльноеги иs опр.-
деле.rмя 3.

Фунrсlrrя, определенная нпхс, будет исrочоfi: /'(а) =
- у .* Irr(а) Р (:lr с jv)rр(.f.(з)) 

= rр(9.(r)) = у.
Нс трудlrо поха:rать, что l' - Dопрсделиrrая в

) а(а)&l'(s)=у.

Фушсrrrя. В вачсствс uвorrccтBa В воэьцеrr сдс-
д},юдlt сl ,сВе+ Irr(fr) P(Vre N)|f.(x) - ь(х)| Sa.

В млу Dопрслелишости в ЛIW(f,) натуральнь!: чисел|
хноrпесгво В П..оЕр.дGличо в EtI(t), По построеяию
l = J'lэпп.

Доrryстlоr вrttlлtсь Dфункrrrя
чтэ l=l'|впл. Пусть эСВа Н

гrIчтarйклrЕray(f, F (Y,€
где l - Dфорrrула. По сво*ству Dфорхул в IJ|Y
и ,лиlин!цt!и xв8llrropoв в Тi(П) выполнястся:
д € В r+ lrw(n) F (V" е f,) V и(g,у) гд€ 9i - бескваrr-

jCO
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торная. Положиtr д € 8, .ф lrr(П.) ts Р, € а)
Дока;ссrr, что U & пR- ВпR.

V gi(д,у),
i<,

.s"
С) Очеви.q;о, т!х как для любоr\о , с u В, ý В,
])Пустьs€8ПВиrl U В.. Тогде в i, опусхаэтся

.€о
1_тип р(z,з) = {-9;(r, a)|j € ч} с, всщественныu пa,рад.етром
з. При aTorr он лохально рсалиSустся (тах хал для любоrэ
r е r.l IlIV(i) F .(Yl е В) V pi(",y). Получвеrr противорс_

i<,
чие.

Пусть Е. = rt \ s.. Это д-определичые в ff W(fi.)
MBornecTB! (в силу А-определиrrости пр!rл€!aентов и
алихинаlц{и ква'lrторов в ?i(B)). Полоlоах (з е D. .-
.4н F Ф,(д)), пде Фl - А-Фрr.уло. По свойству
}определиrrых в€tцественных функгrfi [3l область опре-
д€леяия IP - эффектявноа сч€тное хноr(ество непересека.
ючI}lIся отрезБов с плrзбра.rrчесr*lхи хонцахи. Т.с. на.fi-
дется о.р.ф. I Tarcoe, что

domf' = [J < и(Ь(2r)), и(i(2ъ + l)) >,
i€9

l.де у -- нухершцlя простоfi rrодели Тi(R).
Обоsначиrr [doml'l. = [J < и(Ь(2в)), ч(i(2r+ +l)) >

r<.
Тогда (а € [doTn/'l,) ,- А-определичое отrrошенис. При-
блиrrаюtцуюся послсдовrтсльность для f опредслих слс-
дуьццrrii оброзох:

t) r.(э) = 0,

r.+I (с) --

2)

/.(,) = 
{

,. + 1(r), если 1.(с),
г,(а), если -1.(с);

.l'(а)-сr.(С), еслr, а е [cloml'|.,
-r| если з J [donl'|.;
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3)

^ t_\ _ t l.(с) +сr,(Д), если, G [doml't.,!"\"- 
l t, .сли 8 € [doml'],,

где t > z, .:: }.
По построtlнпю выполняются свойства "о"-"гП из опре-

деления 3 (прекра.сноfi внчислихости).
Докаяtеч, чтo ,r{ля r € R.

nm.*-l.(a) = Цп.--9.(о) = l(л).

ДсЙствит,:льно, пусть з € 8, тогда для любого ro € ЛI
найдстсл , > ,о Ta.rioc, что IlИ(B) F х,(з), Значит послс-
дов&тельнос,l,ь {r., (о)} бесхонсчно во5раста.ет. Спсдовь
тельно, lim,-,-l,(o) - Цm,_-g.(r) = l(r). Если 8 € П. и
с е В, тогда, нiчиная с ,о € N, для любоr.о l l ro вы-
полняется 

'rr(R) 
F N.(д). В gтох случае тоследовiтель-

яость {r.(o)} стабилиsируетсл и lim._-fi(л) l l(a). До-
ка5алrl что г:осrtедовательности {/r}, tg.} удовлстворяют
Bcerr требовrrяияra определения прекрасной вычислиxо-
сти. Слсдовtчтсльно, f -- прекрr.сно вычислrllr-

2. Внчислиrrне фуmýlt{и

опРЕдЕлЕниЕ 4, Функrrrя t: М- В вычислича,
ссли:

1 ) сучдесr,вуют .Фе эФфеБтивянG послсдовLтельностя
Ьфорrrул {Ф,(с,а, у)}, {С.(с, с, у)}, с пiрш.етроr. ci

2)найдстся элеraентарное собственное расrпирение
стr.ядrртннх действительных чнсел П > В и t € f, со
свойствlltи;

2,1) t > z|
2.2) для rюбоrю r форхулы Q,(с,з,у), G,(c,a,y) зцдьют

фувtс1яя /., g, соотватссвсняо:

l,Q) =у = 'rlY(fir(M) 
х НW(D)) Р l.(t,з,у),

9,(э)*у* Hw(Hw(M) х lrly(П)) |в G.(t,э,у),

lз



со свойсfвцд.r:
s.) последовr.тельност:и {r,}, {r,} - монотоняы;
6) для любоrэ , С о выполяаются ввлючеrяя domf. ]

Э Pil, domg. ] Fiz;
в) для любых . € аr,, С R внполrrяютися rrepr.вeнcтBa

|(о) Sl(з)ý9.(л);
г) l(c) -у+ Пm,_-rрJ.(а) = у и lim1l6qrpgl(c) =у.
СОГЛАШЕНИВ 4, В случее, когда в Е.2.2 М -

= В истrанвость форхул условихся проверять в rlодели
ЯrУ(ft). (Не тру,цlо понять, что при атох не происхо.Фlт
уrrеньшения общности,)

СОГЛАШЕНИЕ 6. В случаэ, югда в п.2.2 фун! ц{яj : В _ В истинность форr.ул нr r.одсли пров€рястся
в lдод€ли lrr(fr).

ОПРЕlIЕЛЕНИЕ б, Форrrула Ф определяет ф},нкg{юj : М < i, в цодели Нrr(Нr(Щ х IIr(В), если J(э) =:у B(HW(HW(M) х IrW(B)) F t(",y) и {rр(:)|ý(а,r)} -
= ty}).

ТЕОРЕМА 3. Пусml t : R < R, пооёв сlаlуюцuв yclootю
,Еrчrаaснmхa&,

1 ) сущосmс увtп еrсл'снлл.орхо е пр о сmо е р вGаluрсхце crьax-
dсрmхrrэ Есfiсmацmаrхrза ччссr f, > В, П-fорлуrс, onpcacrr-
юr4сл fyxrgur F е rоiсеч H|Y(B), со сео еtпоол Flп - l;

2) ха6lсtпсt tl-фордуrq зоfпорu g lлбоt собеmесххол elc-
ленmсрllоз расrr'и1lсrлl.lr * > R опрсiсrгаtп ýухrцuл F со eooL
cmBorc .Р|1 = J;

t) ýухщl8 t -,..чuс.uJ.о.
ДОКЛЗЛТЕЛЬСТВО,
3 -. 1) Пусть f - внчислиrrа.
3АмЕчАниЕ ,l. Если t > R, > R, прlсчсх В1 -

9лехеятврное простое рl.сшярение, эцдl.tlяое элеr.еятоu
t > z, тогдr для i,y € R ихеех

ii.Rf.(a) = у.- lim&;.1a1 = у,

:де |(э) С Br, g.(з) е Br.
iIоэтоху !aоr(яо считiть, что элеtaентlрtlо€ простое

рr.сrдирение f,, последовлтсльности il,}.c-,{c.},c, уД"-
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впетворяют условияrд опреде леЕия. По последов ательно-
стяrr {/, }.6., {g. }.€r, построиlд новые {fl}.eц t0]}.е., ОбЛЬ
д&юцptе сво*стваддr 'а'-'гt и9 определения 8 (прехрасной
вьпlислиxосшt) и цривиriaюцtr{е вЕачеIIDIя только иэ lдно-

'tiеегва.3 В -Q u {*t}|п G Q,t> gT.

(Это Bosrrorclo сделать в силу конфинальЕоgги В в f,).
PaccrroTplar Есоотвстствия: Dl(д) = {з € .B|fu/r(a) )
2 z}, Dr(д) = {, € B|3cgr(c) S с}. (Дшные цно,fiеgгва
будlт областяlдt 9начения вновь посгроснннх фупсцrfi
li, g|.) Пустъ Ефрпсцrя f,l(rt,л) перечисляет Dr(a),
}фрпсрrя.Ь(л,т) перечисляет D2(a), т.е. im(h.fu(n,c)) =
= &(g),iЦдr.i2(в,а)) = Dz(c).

Оrrрсделrаr фрчсцrа:

/l(") = mёf,l(z,з); g' = зjпrr2(z,а).

Последоввтзльности {f.'}.6rr {9]}rе. буlцrт исБоr.ыхи
в силу построения.

_Ц.У_чэ../l(")=9f 'rr(а) Р ý](t,a,y), g](л) = у=
= ff}У(R) F G](r,ary)r где Ф;, С: - Dфорrrулы.'ООоsнь
:ry. 9, = {л|с € dоmf. fl dоmg, п PilB} (sалrетих, что
!, - А-оrrределихое хвоr!ество в ТЩR) для любоfi
}форшулы х(.эrg) вайдстся Г.форrrулв т!д9ая, что длялюбчх 8 € ц t > Z вцполняется аквива.лекгноgь:
Еr(П) F х(.,а).* х.(з).

ПoaTorry нtйдутся Ефорхулн ФГ, G]. т!хиg, что для, € п выполняютея эхвивалсЕтности:
длял€D.

'{IrФ) 
F Gi(r,s,y) r+ G.l. (а,у),fJиr(fi.) р

Р о](з,э,у) * о!.(а,у),
длаsаD,-

,rиrЕ) р G!(r,з,у) * s cQ, rrr(П) F
!,"Ф](t,а,у) *aIQ.
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3r.метиrr, ЧТО D, .+,-- domf. PaccrroTpиrd форrrуду:

О(с,g) с vr Vy1 Vy2(a б D, + [(Ф].(а,у) &

& С]'(з,уз)) -- (yl S у S и)l).
Докаrrсеrr, что П-форхула Ф определяет фунхrgаю F

ТаХУЮ, ЧТс, Л]д определению,= l. Действительноt по
О определяет в .f,lW
Р(з) =у * НI.У(Ф F

фунrсrrrю,fi, ссли выполнястся:
у) & {Bp(z)|O(c,z)} = {rl}.Ф(",

Допlrстиrr /(с) = у, тогда в сил)a определения вычи-
слимости и построения последов!.тельностей{li}.6.,
{gi},e", ихесм; tim"_-li(д) = tirо,_*сi(д) = у (в топологии
R).

Иs сдинствснности прсдела слсдуст: 
'rtY(R) 

F
F Ф(с, у); IrW(R) F {Bp(z)l Ф(а, у)} .- {у}. Это влечет
F(л) = у.

Если пре,щrолоr(итьl что для , С R фунхrgля / не
опрсделсяо, то в сил}, постросния {li}.c,, {ci}.c", аТО
оэнrч.ст, что | {rр(z)| &.е.(l.(з) S: S c.(a)}l > 1. Отсюда.
,lF(э) ас опрсделсньСледоватсльtlо,доБаJаноlчто Л|р - /.

1 - 2) очеви,q;о кшr следствие лехrrн 2,
2 - 3) Пусть П-форчула Ф(s,у) опр€дедяет функ${ю 4

удовлетворяючýlю условиям теореraы. Boэbrrerr простое
ра.сIциревие fr > В. По свойству П-формул я алиr.ин!.rр{я
ква.нторов в Т(R), форrrула О вхвивr.лентнr вффективной
конъtс}lкцDlи бесквr.яторных форrrулl 

'' 
}7(R) F Ф(а, у) .,

.-. &;6,9;(а, у). Обозвачиrr О.(а, у)&;а,р;(э, у).
Опрaделиr. шmроt(сяraируюцчaе последовtтельности

сл€,Фl юцц,rм обраэоц:

t,@)=
hfО;(а) .- {сlt,(з,у)}, если сущ€ствует

ilfO;(c) о- {уlО.(д, у)},
-rr в противноra слlrqЕ i

,.(s) =
rupO;(r) ._ {уР.(с, у)}, если суцlеству.т

вчрО;(а) с- {у|Ф.(а, у)},
q в протrдвнох случ!э t

сде t) Z.
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где t> z,
В сrrлу Ьrrиниrrальности проегопо ра.спrирения, Функ,

LIпU t.l g. Dопределичы в IrW(П). В силу построеняя
последова11ельности {Jr}.6", {gr},€r, удовлетворяют всем
условяяra опредсления вычяслиxосм. Следовательно,
f - вычислиrrlя функцrя.

ЗАМЕЧАНИЕ 6. При условии всюду опрсдсленности
фуlrкlии f , послсдовьтельности {f. }.6r, {9r}.€.,, посf роен,
ные в дохаýrательствс тсорсчЕa 3, сrодятся ра.вноraеряо но
в.

СЛВДСТВИЕ 2. IIуоmt l; В_ В. lул:r4rг l ,ш,lur.uдс
повiо ч mоllло лповlа, rоэlа на lупв ефсr;mцвхвс посlсlооа-
mсl.rлоспlu {l,}, {с.} со сооЕсmосru:

1) lll lюбоэо t qч ýуlлцuч t,: В.* В, g. : R -
-- В acriy опреdсlсхьь u,}aччGjuraч

2) лоuеlооопеlrшосmч {l.}, {gl. } лохоmохrrш,,,
3) lll lп6llв, с u, х € R а шtт о.rхrтm с, херавехсmоа

|(c)ll(a)59,(c);
0 l@) = у ё liщ_6l.(с) = у ч lim._-g,(c) = у.
ДОКАЗЛТЕЛЬСТВО.
...) Очеви.Еrо.
*) Пусть посл€доветельности {Jr}re,, {g.}.c, удо"rr"_

творяют услов!lю сr€дствия. По зr.rдечаrrию }rоrсно по-
строить посл€довr,тельность ý, рзвноraерно на В сходя-
цlуюся к f, 'сниэу", и посл€довa.тельность G!, сходяцlу-
юея равноц.рно вв R к 9, ncBepxy". аффеrФlrвные после-
дов!.тельности }опрсдсличых в 

'rW(D 
фунrсц.rй, сходя-

цg,!rся Б / строих сдедJrюцч,!х обраsох:

f.(c1 =.пч .ý(з),is.

1.111 =,до ф1").J_

По постросняю f.(r), /.(") удовлстворяют вссх требовr,
нияra опредслaния вычислuости. Слсдовательно f - вы-
числиx!.я фуяtсr}rя,

l7



СЛЕДСТВИЕ 3, IIуап l: R _ R ocriy otbpcdoaela.

поlэрфuв Е-опрсЕсluлллс а IIW(tr) r.ло*веmеа,
СЛЕДСТВИЕ 1. Всп Еg onpaiarcxBrrc с алцвGmс.хло алвч-

Hr!r, BrnPaPrrrrallc, аrrччс*чrrru giyrri4uu ltдrralmrs оmцосulfLara-
r0 rолпrачquч.

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Пус-ть l: В*R' lrl В_В
всюду определсны, непреръ!внц и въпrисляrrц. Для фуяь
rдrtи f Bosbuerr aппрохсяrartцirи 1,1r |2, удовлетворяюцвё
требованияч определения вцrfислицосfн и сходЕr$fеся х
J равнохерно но В я pri ý R. Для фунхrц.rи i воsъцеrr адr-
проксицоtц,rи [|, /r], удовлетворяюtrц.rс тробовstзаяra опре-
деленuа вь!чяслихосги и сIодяttц{еся х f, рrвноraaрно Hi
R" рЦ g В. Этo rroжro сддел}ть в оллу sаrrечrлrrяя 5. По_
gгроих шпроксиrrаlддя g]rg] лля юшпоltrrеlи , f bof сле-
дrюццrц обраsоrr. Сначвла опроделиц дая j = 1r2 фунх.
ЦtrЯ ti: Пх JY .'+ Лl rrрrвилоrr:

ф(з,r) = р, ( V(il(t),b3(,)lg H,4I)),
' a<"

где H,ffl - пересчет oтpesxoвi на ютoрнх 9нвчение
Фунtсцдt{ lj совпцдшт со ,начеtiяGra соотэтствуrопlсй вл-
т.,ебр алчесюй фунхrцrи [+l:

сl(Э) = Шrсtrir(r, 
11 

(,),l.,,rlr, 
r, t )t1,1(r);

93(r) = sвPr€tr,t2lc, 
11(,),t,,rlr, r, t,)ll.'(v).

В силу рrвноrrерности схо,Фlхости lj + J и вепрсрыв-
ности фунсцrfi /,rl последоватсльностя g]rg! - поочнс.
Поэтorrу lr - вычrслrrrая ФуЕсlдdя.

3АмЕчАниЕ 6. Весъ класс вцtмслиuых всцссгв.в-
ноэначнь!х' фушqlrй, не эr.raхнут относtатaльно юxпозtl-
tltlи.

Рассхотрим приt ер. Воsьrrсш i С П - П_опрсдсли-
мо€, но не А.опредслихое в flr(В). Обознакоl i =

IE



= в \ д. Это D-определиrrое r.ноБество в_ IlIf(R). .гlо

свойству Е-определиrrых ldнor{ecтB: а€ а нЁlY(R)Р
F V (с), гДе 9r - бесквенторн8я формула. Обозяачим

i€.,
Е. = V lo(r). Очеви.qrо, ..то i =

;S"
фуякцки !tозъ}дем:

U В., В каt{€стве :тервой
.€D

( 0. если,€д.
.f(a) = 1 1};, """" r €вбо1 гле rо =pt[ce &i,

-{rrпроксима.lц,rиl сходяцц]rеся в l "снизу", aЕределенll
следуюцlих образоr,r:

_дlrJ-2r. ,
l.(з) =

если а t 8.,
есл''rе Вrо, где а,=рr[э€&l.

Аппроксимцц.rи| сходяцдlаеся к .1' 'сверху*, определены
следуючlиr, обреэоrr:

_ r_.,_ I }, если з l В,,
J'\&' - I Ifil если э С 81о, где ,о - лt[а с &i.

В качестве второfi функц,rи во9ьмеu:

i(а) =
0, если с
1, €сли з

S0,
>0.

Тогла i(l(a)) = (1 - xr(")) -- кохпоэиция вЕдчислямых
фуякдай ,' и /r очеви,щrнш обра.зох не вычислима.

СЛЕДСТВИЕ 6. Пусrпь O={lll:R.-R,f сtвчис-
lu,uв }, Ев Есrпс, а.r..цсJuло, фухlцtll Р: NхR -- R --
!хьоФсвraхч i.lг в.rдссс Ф.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теорех€ 3 для построениrr
grнrrверсвльной фrrнкц,rи лостаточно ухеть перечислять
П-форхуlrы язttкс с". IIусть .t - r\едслевсхая нучерЕII}rя
форь{ул лэнка о'. Из свсйств тtделевской нуra€ршtия }aЕо.
аrеств :'П (яоr.еров il-ооlr.rуд) - А-опред€лпr.tое }tнo?Ke-
t:TBo. тогда формула Q(T,a,y) =,r € лп & T-l(a,y) облада-
€т спеду юulимя свойствалми:
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1) Формул& О является П_форrrулой,
2) фо_рмула Ф опредсляет фуяtsdl,tю: I-(r,т) = у .-.. fir(П) } Ф(rl,л,у) п |lp(z) | Ф(п,а,у)} = {у} талtую, чтоР=f'lпхB.
Нс тру.щlо поха.,зать| что F - искома.я.

4. Приrrеры

В ка.честве приrrера вычисли}aъJr, функrций pa.ccrrro-
триId полЕласс вещественнозначньiх всюду определенных
фуrrкций, допуска.юших черо}iорфное продолхсение в С,
содер:r<алц.rй Функrии являючц{€ся решениеrr известнf,iх
диффере!rци&льнr,rх уравнений. Для доказательства тео-
ремы наи Еонадобится следуюцlrrй фаrФ из теории фунЁ-
rцлй. касаюuцлйся вещественнозначных! rrероморфных в С
функlц,lй.

УТВЕР)ЁЦЕНИЕ3. IIусmt|: R.- В вслlу опрсdеlсххu
ýуlнltlл, dопусrающаt проDоlrcсхuе !', tерсuорфхо с С, mоаЬв
всfidуmсr а'r'аlvmччссrvе fyrcr4uu c(z), D(z) mоrча, чmо.,

,/(") =;8,
2) фуххцчч c(z), b(z) рвзlввваrпс, в pra Те8.ора с аоооФф1!-

ччснmслч ча R.
ТЕОРЕМА 1. Пусml всюdу оr.рсасrcнхсл фухrqtrл l : R _

R iоtъусrссm проlоlхснuе t' лероtорфrос е С, фунзцuл J'
преdсlпсоtlлв о euba |'(z) = ffi, ,а, fух;qвв o(z),0(z) -
охмumичrш э C,c(i)(o), a(i)(o) G R irr d € ч. Toala fuхпцлп !
асaчt с4члс tlpu сlеlупчlttз усrоslgr:

r) mшq,l<" l c(z)| ý r(ra), mц,;5" l i(r)| S B(k ), ьdе a!t+r,
цьъ А,,В - еоцвсmооххоаr.о{riDa., u E-onpcdcruerrr о Нr(R);

2) rоофчquсхmlя ptloB Tc lopa irr с(з), i(э) - аrlччсrч-
tлзс фухrцuu.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть f удовлстворяет услови-
яra теорсцы. По следствию З доствт\очво доБ!.9!.ть, что
поёврвl$ul п хвlzрвфut функцаи Dопрсдепичы в Нr(П).
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обо9нвчиx ря,Фr Тсйлора для c(z)rO(r) в точtе О сле,rцr-

ючц,rrr обрrзоrrl

c(z) = !arl, (l)
l€D

}(,) = 

'ь/. 

(2)
l€,,

Дохаlсеlr, что функцlи с: П-.R,+0: R-П-
вьr.lислиrlf{е фуяIqttи. Тогда дегко строятся Dопределе,
ния для поlтрафика и нцlгроФика Функrии f, Достпточ-
Ео pDccuoтpeTb функрrю с. Иs неравенства Коrrrи следу-
ют оцснкя для ко9ффп$rеятов ряда Тейлора:

1п
|crl S fr, глс М =,,15(:).

В aTou случве остаточяый член ряда Тейлора в тoчхе ,
оцеяивr€тся сдедуюцIдх образоtr;

lf,пдl1 s f, Ell|,tl s f,l<.+l r<.+l rs.+l

мЁl
Ti-

Обоsначих с.(:) - l prl. Поло:rtив П = 2|.z| в оценкс
L<.

(это xoaolo сделать Ъ вид1, того, что с(а) - целая) по-
лучяу форraулу рaгулятор!. сrо.Ф.rцости последовательно-
сти {c.(l)},e.' к c(l). Оно иrlест вид

с(:) - с.(з)| 5 !
rs.+l

с(ZF|)|)ll-ТrГir- ý r(Z|:|)

Функц.rя с,(а) всюддl опр€делеяъл на R и из условия теоре-
Iы вычислиr.ы. Последовательность {c,(a)i.6o схо.щ{тся
х с(а) с Dопрсдслихыrr регулятороu сходиrrости. Лег-
ко построить последов!тсдьность вычислихнх фуннrrrй
сходяццtхся к lioнoтoнHo "cBcpxlr" и "сниэlr':

с](ч) = цlу(с;(эl* ДР,

2l

l
т,



с]'(а) = mfс;(в) -,r(:l."D.j(, "" 2)

Отсюда, по следствию, легtФ з!ключить, чтo фунt{щ,rяс(а) вычислиха,. Аналогично доБцrывается вьЕaисли-
мостъ Фунtад.tи 0(з). Пусть последовlзельносrи f ,g| лля
6(э). Тогдл поJграфик фунхrrlrи определя€тся следзrющсй
Dфорrrулой:

, 
= 8.ф Нr(R)F (:l, € rqrzЗЩ(у s ; &

& ((z l g|(s) Ez Ь | fi(о) 2 0) v (п s gl(д) & t l g](э) ý о))).

Аяалогично определя€тся нц.щрафик. по следствию от-
сюда след)rет вцчислиrость фуrншя l.

Стоит за.хетить, что большинство всюд!r определен-
вых фуннцafi, исподьsуехыl в вatцествЁняоl, аяа.Jtиsс,
принадлс2кl'т 9тoray клаaсу.

СЛЕДСТВИЕ 6. -ylrgrrr ril .lttuc.r..., хо хс лрGврвеNо
€ сttuс4чдо (..д. [+l).

УТВЕР?МЕНИЕ 4, Даt .счвсmвалхоrt очхtlз fyxrqrrd
спрсасOrчзrr uсOуэщvе аБ.rоч?r.tlr., зlвсс Е-оъреlсаuuв ýуrt-
qч С rrccc лaрезрвспо aoaraucalшц, fухrgиf, С ЕaоGс ,ot..urau-
rшс fgхrqчf,.

В за.rвлюченис, хотслось бы отуетить основянс напрь
вления в которнх продол2кsются рвботн rвторов, Это
ясследовlние свойств представленной форхаляsrJд1rи вы-
числиr.ости ва. д)угих структурa.r и попыткl' дать удоч-
ное определение вычислиtaоgги ФункI{rrоналов и операто-
ров.

Авторы блrгодарны Ю.Л.Ерчrову и С.G.Гончаровlr зв
ценные за.}a€ч&ния вr(оде обсу:rсдения статьи.
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