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БАЙЕСОВСКИЕ ОЦЕПКИ ПЛОТЕОСТЛl
И СТАТИСТИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ

В СЛУЧАЕ МПОГОМЕРЦОГО
т-рАспрЕдЕлЕЕия gгьюдЕптА,

Р.А.Абусев

ВвелеttЕе

обоанвчиrr д - л[(р, Е) тот фаЕт, что случайная вели-
чияа .Х имеет Ьмерное норм&льное распределение с плот-
ностью

рр,9(э) =(2г)-*1ll-i "хп{-}р-л),>-,(,-л)}, lpl > 0

Если :trе случаfiяая Ёх Ё сиrrхетричнrя, полоrкllтельно
определеfiнs-rl raатряцs У иrrеет распределение Уиrчарта с
па.ра.rrетрическоfi rrатрицей Е п р ст,епеняrrи свобод:,r

,-д-l

lлl (y l p,,E,t= .]Щ 
",р { _ lsц""-, l},

{b,p)|E|i | ' 
'l

где р)Ё, l>l >0, ?(},р)*2+,ЦРfiг(*;О) ,
,=l

Spul - след м!.тришJ ..,t, то ато обо9нlчим У - }Yl(p, 
').lРабото выполнена при финансовоfi поддерэrскс РФФП,

проект Ш 9s01-000lia
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Под Z - xz(p) будеrд пониlrа,ть, что случайная величпна Z
имеет хи-кввдрвт распределение с р степенями свобод5r,
плотность которой обозначим Р("lil,

Пусть Y - ,t/r(prD) п Z - х2Ф) независимы. Тогда
случайннй вектор

_ -дx=ll-"(f) ' (r)

по определению иlrеет Ъrrерное Т_рьспределение с р (:те-

ITeHJIliи свободьт. Обозначиrд через p(yrzlprE) плотrrость
совLlестного распределения Y п Z, из которой при задiене
Z = zt s: 1*l(zlp)-llz ся,кобиаrrоrд rтреобразовшпя (z|р)llz
Еолучиrд Елотность совместноrvr расЕределения случаJЁ-
нцхвеличпнхпz
p(a,zltbrE,p) =

} t r4.1r-lP-т zачrп {-*ь + (r - р),Е-l(а - л)I,} (2)= ii -( zp, ,-)

гдер>0; lЕl >0.
Теперь ясЕо что 11роиЕтегрировав (2) по z получиr,r [Б]

плотЕость распределения веfiтора, Х, т.е. Ъrrеряоrю
f-распределения с р степенями свободЕ и па.ра.метра.riи
дЕ
рФlр,Е,р) =

в*l
2

дpzг
h + (, - л)'Е-'(g - ,r)l-'*. (з)

г (i)" lEl

Многоr,tерное Т-распределеЕие впервLIе pa,cc}foтpeнo в
1054 году в связи с иссдедов&нием многомерных за.да.ч
теории решений и иэучением отклонений распределе-
ния выборки от нормального. Впоследст,вии ато рас-
пределение ка,цIло щ}трокое приrденение в теоретических
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и прикладIIшх иссл€дов8JIиях мllоmуервого статистичс.
ского адалиэа,. Вопросы построения оценок маtссrlrа.льно-
го правдоподобиrr в случое Т-распределения исследова.ны
в [1]. Хврактеристическая фупкttяя для атого распреде-
ления и ее свойства изучены в [2|. Соотночrения меr!ду
мноrюмерннь{ яормальным ра,спределением -- распреде-
лением Уишьрт н Т_р&спредслением, а т&кх(е маргиtrа,ль-
ньrх рaспределений доста.точннх стi.тисl,ик рассмотрены
в [3}. 1)адьчи кла.ссификаrцаи rrаблюдениfi иэ coвoкytlнo_
стей, имек:ttlих ?'. распрелеленил решIалиl:l, в [4l. Несме-
щеннъле оценки для плотн<rстеfi роспрсделениfi достлточ-
ных статистик многоriерноm Т-распределения полуtlеýы
в [Sl. Талrr ,(е tJостроены реrла.юшlие прllJиJrо сl.атистиче-
ской групповой кл!ссификацtrи объектов из таr(их сово.
купностей} ocнoвaнfilJx }Iа, rlесмещенных оцснк&х.

В двняой раOоте вЕервые получен& статистичеr:кsя
байесовская оценка для плотности многомерtIого Т_рас.пре.

деления Стьюдента, на ol]Hoвe которой построен ста,
тистическиfi клвссификаr,ор объектов иэ совокlrгпlостей,
иraеющих Т-рr.сlтр€деленис и исслёдовены их ста.тисти-
чссхие свойства.

Статистическапr байесовска.я оценка плот}rости
в случае Т_рвспределения Стьюдента

Пусть случайный BeKT,clp Х ихеет /с-мерное ?'-распреде-
ление с lIлотIIостr,ю (3). Пре.qrолоz<иrr, что оба па,раметр&
л и Е неизвестчы и даJI& Blnbopt(a, т* = {аlrл2,...,л"i
объе}d& ,} из рз,сtIрелеления (3). Получим бвйесовr:кую
оценку рв(д/lr, Е, р) для (3).

Известно [6r{, что бчйес<rвскаrr оцеяха gg(с,d) для эь
ла.rтной qункщ,rи g(r| r), постро€нн&я по выборке ,r, извле_
чснн<rй из распределения с плотноеtъю р(э|0'1 u,Io :r8лан-
HoJl Лебеговой мере p(9)dd, d б 9, нахо.цrтся по формуле

I g(a,O|L(t"|l')p(O)a

I L(r,|0\p(0,)d0
е

9в(а, d) =
о
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где L(T*|0) = [l р(э:/а) * фунlсцля правдоподобия,
i=!

твоРЕмА 1. сmсmчсmu.{aсru бвЕесовсзн oqaшrc ilr
пrоmхоGlлaч Т -распрOеlсхtrl (3 ) с xcucccctTlxbtlu паралоmрс4ч
1л, 2, ocHoeBшtал пв Лебеоооо лере p(O)d,0 = d,фЕ u лосmлоех-
нсr no аrrборrс r, ч хсбrriавчt J*+t =, utееm оu0

е о(в t лЕ,, р) -
(rЬ)' }ffi ,,,, + r )ý,+l |-} х

[r 
- 11,-r"*,;'s_1,1,-r.*,1] +

х

p(rn, :/р, D, р)

в
z+1

fl л(z* z/и E,r) =
lt+r-2

|Е| 
-' , ---т-

ll+,
2

Дв

(5)

I abLpl!ýcllо mоr,lrо ч,врс7 iосmоmочхьlе сfпвmvсIпuац

r+l
(в f l )5*+r !о, = f,". +!rr+t = rЕо *a.+l,

j=!
l!+l

d=l

(z + t)ýr.ъ1 !(ci - Э,+r )("; - Er+l )' =
i=l

аýt * (а - -а" )(э - z, )1

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. С учетом (2) для фушrltии со-
вместной плотности p(t.,zt цЕrр) иuеем

х
2 г(Е)р

l
2р

Дд
2

'(

х ехр
[, 

- 
Ёо, - л)'Е-l(з; - r],}

или с учетом рав€нства
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f,(з; - р)'Е-I(z; - д) =
d=t

= вlr" - r)'Е-'(а; - р) + nSp5.E-t

p(t.,z| р,2,р) =
дi+r-2

z2
=с-а_ехр

lEl т
[р + nSpý, ).)- l +

2р

+ п (r. - д)'D-l1г" -r)I (6)

где

р+,+г(;)рт]-'
Ясно, что

L(l.|p,E,pj = [Щт.,z|lt,b,p|d, (?)
J
(,

является функцией прввдопол<lбия выборrrи тr. Для по-
строения баJlссовской оltенки носпользуемся формулой (4)
при p(8)dd = dpdl. Иrrееr.r

рв(о/дt Е, р) =

I I p@l р,Е,,рlЦt''t р,Е,фdфЕ,
Fw

где f,(т"/рrЕ,р) - фуяхrц.rя прr.вдоподобия выборк}t rп,
.d - Ъrrерное евклидово просгрЕнство} }7' - простраtr-
ство всех полоr(ительно определенных симrrетричньJх
квOдретных поряrЕа /с матриц. TBrc хах , = аr+t l то rrод
интегралоrд в числителе последлего равенства есть функ_

i+r
ц}tя пра.вдоподобия i(l,.1_1/p, Е,р) = П р(с;/р, Е,р) обт,-

.=l
едrанеяноЙ выборкr,л r,...1 = {с1, э2,. . . r,l, rr*r}r то с учетом

I l L(;"ji,r,p)ilйв
пll ur
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}

оо

J
0

I t L(""+r, zI p,E,p)tly,ilD
ffw

dz ф
t ф"+r,l"
0

сa (8)

t t n$",ztp,E,p)dp,ila
ffw

ао
вычислиrд t ф"а". Для атого подсталвиrд соответству-

0

ющее выраrкение и получим трехЕратный ингеграл

фl
о

dв | ф"а,
0

r
0

фrdz =

х

I
дr

ехр
I Lt+l-?ot" 2

0

L{"*t_

t;}
И,", 

-Ё ехр {-;,*r""-,)} х

fft",*,- р)'Е-'(,,*, - rl}*) *] -
Интегра.л по р равея [Е]

*n 
{-;c"o+r - л)'Е-'(,о+, - -)} Оr = (#)

bl2

IEltlz

поатоrrу

rф,dа
0

'#)"" | "{r,+"-"lt2exp {-fi} х=.,(

'.[rw |Е1-"1з *n {-;rоr,r-' } 
arl а,.
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После эаrrены переченнtJх

Тr""-'= * d, ц )s.
(L+l)|z .пiF

J Irl-(r-l)/2 ехр

Ir-*=

-* 
" [f 

,."-,]}а"=

иIrGЕr']

0

t
0

{

е
z

Ir-1-2llr # r-L-2
) 1(t,z - /с- 2)|z.ý,|----T-

Следоватсльно,

-l k,ъ-h-2п
хný,

с

aо

х t ll+b' +b-zvz*o 
{-i} о"

с

и вrrчислив после.щrий интеграл каr( гrммьФунхrцаю по-
сле подстановБи вырDýения дllя о и тоriдественныt пре-
обрьзоваrrий получим

. (***) Д " t*ч,*l |,,s,l-(n-r-2)/2

tbr"= ,(zr-r-l}r/r!(r+l)r/2rll2Г (Д)
(9)

Совершенно аяалогично

ф"+ttlz =

_ 
г(Ё{*g)Дг{Ч=)t(в+rls"+,t-Ь-l-r)/'. 

(10)
r,(l"-r+l)r/zp(}+r)t/a(z + r )l/T (!)

Подстtвиrr (9), (1О) в (8) и после упрощений получи}.
(5), .rrо ,n заверrлrет доказательетво теоремы.
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Оценкв (6) чоасст быть выралtево и чере9 достor.очнIJе

стотистиIlи t,, rý. = !(з; * Е, )(лб - Е.)1 Расс,rrотрих
i=l

случаfi, когдt о.ryтн и9 парslaётров извес.ген, r дlугоfi не
и5вестен.

СЛЕДСТВИЕ !. Bclu параллtр р xclLroccпcrl, с Х uэво-
сfпсrl, ,llo ба ссовслч оценrв f"(x|prDrp| llr n,rоtпхоспч (3)
пра върuорlсоd Лвбоеоооd *врс p(e)lИ = tllt laыtct форlуло8

{6@|р,,Е,р) -
рiо}г Lil.

2 lц-}
х

х
i,

(в+1)

. (n+l)
в

lr+l+,
z

lr5
2 |(п + r)Er+rl

г (i),

(э - Е.rъ1)'Е-l(з - Т".ъ1
-+

,]

u оцtв*,схо mollr'o чёреr iосmсmочнуr сmсmUGmUtу 
'r+r.СЛЕДСТВИЕ 2, В сlучае всчэаасmвоfi rrcmpuqrr Е ч

lrееспlхом р бо ,осоосr'ч оцазrв f|(B| р,Е, р) irл пrопносmч
(9), ooxoaBttxu хв Лсбевоооtr uцс d0)d8 = dE, tцссm all:

l!@lp.2,p')-
д-l22f 2г г

г:
a

г г

'. [,-*o-nYB;i,("-p)]
tЕ,Д

2

t aааuаlm mоrlво оm iосmспочхоfi Grпсrпвсmчнt (в + t)E.r.1 =
r+t
Е(лi-р)(эi-р)'.
i=t

Поха;rtех, что оценка (6) является сrrеrценной оцgнкоfi
и нrйдеrr всличияу сшещенriя.

ТЕОРЕМА 2. ВвЕоооесзсr. оцвхзв (5) 0u паоmхоспч (l)
k- tо7хоао T.pacnpc eacxttt relrelпc, е*оtцанпо8 оцскsоt, m,е.
М[ра(g/л Е, p)I # р(g/р, Е,р) пru Еоr.rчr.o.tr n,
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ДОКА3АТЕЛЬСТВО. В работе [0l полученs. несмещен-
ная оценБа. дrlя плотности (3), котора"я ра,вна

L

F@lp,z,p) = (*)u ffilt"*l)s.+l|-* 
х

I 1 . !=д=;
,. 

Ir 
- 1r, - г"*,;'S":|, (с - Э.+l )J 2

и совпада€т с несrrещенной оценкоfi лля плотности
/с-меряого ворr.альноrь распределения [10,1 tt.

Срsвнивая 9ту оценку с боllесовской оценкой (5) име-
ем, что

г
г(

г

п-k

)г(t)

/л, Е,р),

elt ,E,p).
г

Рв(с/л, Е,р) =

Следоватеlrьно верно равеgство

М[рз(с/л, Е, р)] =

гз г
г аl

а

которое и дока.:!ывшт сlrещеняость оцеяки (б).
Чтобы яв,fiти величину сь{ещения восподьзуемся ра-

BeHcTBorr [9]
_. г(z + з) 

=. [m z" (11)u'i9- ГGl t.|{ф

и предст&вим коэффиIýrент в rrралой части равенст,ва (11)
в виде

г г
г( )г(*)

п-}-l
l

)-,,
t
z д

z

2
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Отсюдо след},ет, что бвйесовская оцеяка (5) является
осимЕг,отячесхи несхещеrrноfi оценкоfi для (3) и при
юнечном ,r в€личива сlaещения не больlце чем
Iзр(r/д Е,р)

Ф:т,
Статистическая кла,ссиФихшlия нвблюдений из

ut{огоt еряыr( ?_рвспределений

Пусть совокуrrяость т; ишеет Ъмерное Г-распределение
Стьюдента с пO,раJrетрOJlи pi, Ed и ldq = {а;l,с;2,...
. . . , rini } - неэависиllая повторная выборхе объема. ni из
совокупности r;, d = l, 2r...,r}l. llycTb / = (л(t), з(z),,..

...,c(r); - произволъныfi объеrr а С fi r; ,' р(с/л,Е;,р) -
i=t

плотность респр€деления объектов в совокупности ,a, зь
лвнноfi форхулоfi (3), d= 1,2t...IM. Если пара.rrетръ,r р;, Е;
ИЗВеСТНЦ 

' 
= l, 2, , .. , М, то реIлающ€е пра.вило

при всех i # j, i = 1,2,.. ,, М| является [4] оrrтимвлl,ныrr,
ГД€ {i - аЛРИоРН8Я Вероятность совоКУПНоgГи l, i =
= 1,2,...,lU.

Предполо:rоаrr, что п&рrлшетры л, I); совсlхутп.rостеfi ri
неиэвестны, i = 1,21...1Лf,. Тогда нв основе обучаючUлrt
выборов гa0 строиr. баfiесовсхr,rе оценкrr рg(с/л, Е;rр) для
плотностей р(r/и, Ei,p) в соответствии с формулой (б),
подставиi, 9тя оцснк}r в (l2) и получиrd статистичсское
рсшаюЕlсе Еравило

с € f,j, если e;pB(a|lli,El,p) ) еirъ(а/л, Е;,р) (13)

при всех i rA j, d = 1,2,.,. |М,
Освоввое свойство ега.тиегич€сюго рецtвюшдего пр0.

вила классификации (13) содсрrкится в следуючдей теоре-
мс.

ТЕОРЕМА 3. Сmсmчсrпччеезое правцrо rlвссul$usвцчч
(13), осхосаххос ха ба8ссоосзvв dчанзлrа пlоmхосtпсli tеаlсtпсl
асuлпfпOfrlччс c71, овmUлс4lNaa.I fap воlмоц.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Известноt что дrtя доЕц]rr.rель-
сгвr. Teoperaн достаmчно Еý покаэа.тъ, чтo ба,fiесовсхlя
оценка (Б) лля плотносfи р(с/р, Еrр) является состоят,ель-
ной оценкоfi, т.е.

рв(д/р, Е,!).*р(а/р, Е,р).

Для атоrэ s!д.стиш, что дi = р t y;(z!p)-tlz, где уa, ,
неэависиlrы и yi - JV(O,E), , - xl|al, i = 1,2,...,r* 1.

Отсюда слсдJ,етi что

й - р+!(з|р)-|lz, ,tý. -,ný.(у) (;)-l,

где п' = Ё у,, oS,(y) = ЁО, - Y)(yr -О' и ст!.тистиtý, У,
i=l d-l

S.(g) являются оценка.lrи хш(спхальнопо правдоподобия
для lц u Ei, т.е. 7.J-, 0, ý.(v),} В. Тогда очеви,lрrо, чтo

-*** Я.*(';)"

и, следоватедьно, в (б) хно)rФlтýль

[, 
- }о - o*,,'s]j,(a - T"ar)] 

* 
.*

_ 
",.n {-йt, - р),>-,(" - р)} ,

lý.+,l,/, .* (9)"",","".

Очеви.Фrо, что tim /+)"' = 1 остr€тся liяоr{иве-, r<сэ \ntIlлеll
. l Бr.-l-rrl тт r t-г,

(z+tltlзц г(,_}f_l),
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С дrчетош rсимпготической форхудц (1r)

1

(Етглlim

1fr)
l+1

п.ц#
l
п
,=l

-Ll2

l ь rr-1-1r

дt'{#т=

) 't-}-r-1
llz

2

Иg цепочrgл 9ти, р&венств след}rетl что

рв(д/р, Е,р) -Р_

- отfu*о t-ЙС, - *lЪ-'(" - л)}

Если проинтсгрируеrд правую часть после.щlего радaн-
ствв по радпредслениtо :, т.с. на.fiдеrr хrтс}a!.тичесБое
о?кидLt{ие праэоfi чости по,r то получилl (8), что и sb
вершaaт доБ]l.эательегво Tcoperrb!.

Зr.rrстим, что статистt{tlсские rцrавиriа классифико,rдrrи
Т-распрсдслений Стьюдента xo2ttнo построить и в случ8сt
когда, од}lн иs парад{етров иsвестен, а друrой неизвестея.
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