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Настоящвя ра.бота посвяrцена изучеяию подход8 к
fiонструктивности Формв.льных систеx, предло?кенноl.у
К. Ф. Са.rдохвtловыч [1l. Трr.,rg.rIцаонные кояструктивные
се}tантиr<l!, налриrrер| ре&Jtизуехость [3l и блиэкrе к вей
под]tод6l [,i,5!, редуlрлруют консгрукDивный смысл форху-
Jtьt х конструкгивноху сraыслу её конс.t,итуснтовt что со-
прfJпено с неизбеr(яыши техяическихи затру.Фlениями. В
[1| конструктивный суыел каrсдой форхулн оЕределяется
в терминtх дедуктивнопо аппаратs, форхальной систеxы,
lfанстрlrктивность форtaедьЕой систехы в целоt опреде-
ляется с поlrоцlью простого условия второго поря.Iва, т.е.

условия Hr. цвоrtествr форrrул. Систехв хонструктивнs'
если класс Teoperr даrrноfi системы содержится в клас-
сс форлr;rл, xoнcтptrtgтиBвo истинных относитсльно да.н-
ной систсrrн. Систсма нlцrывсстся точной конструктив-
яоfi, если Бла.ссы хонструктиввых и доtсезуехых форм}rп
совffLдrют. Если система Бонструктивваl то, xrx IToK!,:rb
яо в [2l, для нее ь{оrýно построить сеri!дlтихуt аналогич-
ную рсализусraости по Клини, тсrд с!хыra, подr(од к кон-
струБтивности| предлоэкенный в [lt, xopouro согллсуется с
тра,lп,lrц4онкыши подrода,ми.

lРабота поддср2ка.ка РФФИ, грант J$ 96-01-01552.
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Осяоаные определения ра.боты [rI данн для языtсо
первою поря.ФФ. В даlrноfi статье 9ти определеяия
будут огрsниченн Еs, пропоэицrrонвльнrлй яэых. Глав-
яый результат состоит в описrлlии и исследовании KJT&с,

са форrrул, хоторые конструктивны во вссх точных юн-
структивкнх систеtaах. Этот класс формул являетея
логихой, т.е. sадiiкнут относительно прsвил подстанов,
trеt п mоdца ропrпr, которую rrы обозначиш ЕК. Логиха
ЕК является пер€сечениеу х!.!tсишальянх ра.сширениfi
rrиниrлпльной логики Lj, юторых' всеr\о дu клraсичс-
схsя логиха Lk и rдаrссиrrальная негативнrя лоrико Lmп,
получающ!яся присоеlЕ4яениеrr к Lj вссх формул вида -r9
и ((р э Ф) ) 9) > 9, Логихв ЕК обладает рядоr, иЕререс_
ных свойств. Наприrrер, в ЕК верны звкон исtслючёвного
третьего 9v,19, зrr(он противоречия -(9Л-.р) и заrсоны Де
Моргана -r(9аф) = (rgVr/) и -r(gVф) 

= 
(-9Д-l/), что покь

зывrет бли9ость ЕК к классичесхоfi логике. Теш не rreHee,
эт8 логика не является проrrежуточной, тах к!д( ВК С Lпп
и| Ter. сад.t Irд| паранепротиворечива. Логика ЕК является
пересечение}l llByx хонечяо-lJ(сиоцати9ируемых р&сшире-
ниfi минимальноfi логики, tlтo позволяет веliедленно по_
лучить её в,ксиохrт}l9аlцrю. В ствтье построен& х,!,ра.кте-

ристичесБая ходель логики ЕК, а Ta:erce докrзвяо, что ЕК
удовл€творяет свойству }iаксим&льности| которое состо_
ит в следующеш. Любое нетр!пвиалъное расrчирение ЕК
является л!rбо мrхсималъной нег}тивной, либо классиче-
ской логикоfi . Pa.rree прихер п&раJIепротиворечивоfi логи-
ки Pr, удовлетворяющей ана.rогиtlному свойству rrаrсси-
rrвльностя был построен Сетте [6l. Прясое.црrнсние к Pr
любой кдадсическоfi та.втологии, недоrФlrtlемой в Pt, дь
ет Блассическую логику. Очеви.4rо, своfiство uаfiсицаль-
ности логихи ЕК эньчительно gильнее, Присое,lртнение
к ЕК новоfi кяассичесхой тrвтологии даrт хrlасси-
чесхую логику, L присое,;ц4нение новоfi хцrсс*пrальной
яега.тивной тлвтологии -- rrахсихальную неглтивтlую ло-
гику, при этом, других рвсширеяиfi у ЕК нет.
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1. Предрарительные заrдечаJtия и ре9ультеты

В атой ствтье мн рассматриввем только логики и де-
дуктивные системы в пропоsиtшональном языхе {Д, V, ),
1}, где J_ -- конст8ятч 'противоречиеП. Отрицаrrие счить
ем определяемцr, си}дволом, -l9 

"* 9 )l. Ка.:с обычно, ло-
гика -- вто м!{оrr!ество форхул, э&мхнутое относительно
правид подста,новки и mоdчв ропепв, D дедуr(тивнад сис-
тех& - совокупность аксисм и пр!дил внвода. Всякую
логиЕу Mortнo рассrrатривать Бак дедуБтивную систеIу с
пустыr, хно?кеством правил выItода.

Если L -- дедухтивя!,я мсэем!.! то Thm(L) обозна.ча_
ет мноr(ество теорем атоfi дедуктивной систеrrн. Дедук-
тивнля сист\еliL L ваsываreтся ýорuваьхо " 

€сли мно]кество
Thm(L) рехурсивно перечисли}lо1 L нrзыввэтся хспроfпцс о-

рсчuьо , если I( Thm(L), и сlсбо юепроrпvоорсччаоd если
найдется Форrrула. 9 таtвя, что р d Thm(L). На.t<онеш, бу-
деь{ r€ворить, что дедуктивная систем& L проmчзорсччаq
если L l- 9 лля любой формулы р.

Ниже будlrт исполь:rоваться та.лtие обозначения пропо-
зиц}tонLльных логик:

Lp - поэитивная логика;
Lj - rrивиха.льнаJt логика, или логика Иогавсона1
Li - янтуиlц.rонистская логякаi
Lk -.. класспчесьrя логихаi
Lп - негативнtя логика.
Дедуктявные систсtJы гильбертовского типа для ло-

гик Lp, Ц, Li, Lk, Lп будlrт обозна,чаться LB LJ, Lb LK, LN
соотвстствснно.

Введевнне логихи связаrtы ме:цд5r собоfi следуюцим
обрвзоrr:

Lj =Lр+i(рэ{) ) (Ф э-а) э зр)},
Li_Lj+{-рэ(рэq)},
Lk=Li+i-.рэрi,
bn=Lja{rpi.
Исчерпыва.ючцrю информащию об члгебра,rrческсй се-

ма,нтихе выше перечисленных логик мо2кно н&йти в мо-

l12



ногра.фиях [7,S}. Ниже гrриводятся лиIць некоторые нео6,
хо.4?Ilrые определения и фахты.

Пусть А - в.лг,,ебра в сягнiтуре (Лt v, э, l, l). Отобрь
7кение У : {Po,Pr,. . .} -. а из uно]кеств& пропоэиtlионель_
нцх перекенвых в основное шноrкество &лг€6ры А нrзн-
Ba.err А-оt4ахrой Кsrrда-я А-оцанхв очеви,ýlы}a образоra

распростр8IIяется на, ljяoz(ecтBo всех пропозяIIJIон&льныr
форraул. Форrrула lp чсmшr{но в А, или яв.ляется mо*ёе-
сmоод алгебры А, оаrrволическ.rr А Р 9, если У(9).= r для
любой А-оценки У.

Множество форrrул LA - {еlД F g} является логикой,
которую мы нrэовеld лоztвоl8 вlаебрьt А, Лошtа влвсса амебр
f - это пересечение логик алr\ебр из класса f, Ь( =
= п{Lл|л с к}.

Алгебра А называэтся доiсrrr логики L, если L ý
ý LA. Если асе L = LА, то А нвзывается зсрсrmарчсmвчеrой
цоёеlьр логики L.

ПРЕДЛО?КЕНИЕ 1 [7дл.IЦ, ý Зj. Лпdал loau&a uьeefll
эор6зmарчсmчч, свуп ло d clt.

Рецrетка А = (Л, Л, V, l) с налlбольrцим алементом 1 на.-
9ывается чlмчвсmчеxod если для любых с, } С 

' 
суще-

еrвует супре}{ух \rt{з|сДт J Ь}. Иrrпликативкые решетки
обреэуют riногообра9ие. Поэитивная логика. Lp явля€тся
логикой атого rrноюобразия [E,Teoperra, X.2.1t.

Вудеrr нtsывоть 1-alocбpaut иraплиIФтивные рецIетки,
рассм&тривs€},rые в сигЕатуре (Л,v,э,J-|l), где J. иятер.
претируется как проиэвольянfi алеrдент реrчетки. Мно-
юобразию j-алгебр соответствует лdинимальнаJI логика
Lj [6, теореrrа XL2.2}. Класс j-ллгебр мо]Бно определить
Tafiаte ках класс иuпликативных решеток А с опера.rц.rей
отрицаяия| удовлетворяющей свойству с Э -'6 = Ь э -с.
Эти аквивалектные опред€ления свяэаны ше;сд5l собой
следуюцlих обра.зох rc = с ЭI, -L- rl.

Дlэебрв Гсtmuхzа -- ато j-алr.ебра., в которой противоре-
чие l_ является н&именьIди}a aлеraеятоrr, Логика Li - ато
логика. хного<rбразия алгебр Геfiтинга [Едеореrrа XLE.2|.

Есzвmuохо,l j-аlасбра, -- ото j-алгебро с условиеt J-= 1,

Очеви.щrо, что н€гативные j..алгебры выделяются в мно-
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rэобра:rии j-а,лгебр тоrtдествоr. -р. Талrспrr обралзоlr, негь
тиввtя логика Lп - ато логикi. taвоюобразия негативных
j-алгебр.

имплпкотивная рещ€тка! удовлетворяющsя тоrкде-
ству (ф э q) Э р) )_р нвзывается взасброd lIчрса Пусть
Х - хноrr<естъо u 2х - его хноrсество-степенъ. Тогда
алr.eбра хно,кеств (2J,П,U,э,Х), где Y э Z *(Х -Y)v Z,
для лtобых ЦZ,С 2Х, L U и П - обычные объединение и
пересечение MнorcecTBt является алгеброfi Пирса,.

ПРВДЛО?КЕНИЕ 2 [Е, упр.Ш.а|. llycmr А - вроuз-
ooltxt вlзсбрв IIupcB, Ев lсtпс, вхо*'соfпво Х mаrос, члпо
uzсбра Ъ uаоuор$ко orlBdszcьclttcl в вlасбру лнохес]ъе
(2Х, U, п, э, х).

Фильтр алгэбры Пирса определяется Tatoкe, как
фильтр иr.плихативной решетки (см,[В, ý П.Z!).

Пусть 1Р = ({0, 1}, л, v, ), l} - .Фухалеr.ентная алrcбра
Пирса.

прЕдло?кЕниЕ 3. L2P = Lp { {((р э q) Э р) Э р}.
ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Очевидrrо, Lр + {((р э g) э р) э

) р} g Ь2Р. Karc известно, всякое r.нопообраэие пороrхд&-
ется своиllи годпря}rо нерrr9лоrсиlrыrlи sлrcбрr.rrи. По-
атоху для докалзотельства обрr.тноrc вкдючёIия достrF
точво пров€рить, что trP - е,ц?tнегвеннrя по.цIряrдо не-

рвзлоrкимая алr\ебра Пирса.
Воспользуемся следуюлцrra riритериеra раllлохrllдости

(сх,, налтример, [9, теорема 19.1l).

Алпебра Пирса А поJgIрямо разлоr(има тог-
да и тольБо тоrда, когдD на,fiдется ссчсйство
фильтров {Лl' € I} а.лгебрн А такое, что
П;сrЛ = {l}, но Лi # {l} дrr, любого i € l.

Пусть Д - алr€6ра Пирса., носитель которой содерrrит
более двух алеlдентов. Покааtех, что для любого с € А
наfiдется фильтр 

'Ъ 
f {t} талоfi, что а нс прин&длеrкит

Fl.
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Пусть 1f с€А. На.йдетсяO€Атшtой,что l f 0 l с.
Если } f с, то с ( f'(6), где F(6) = (э|с > й} - фильтр,
порохсдеяный алеuеtrrом 0. Доп5rстиr.r Ь S G, тогда рsс-
смотриra еrлеllевт 8 ) Ё. Из предло]кения 2 легю следует,
что с) Ь{ои о ) 0f 1, т.е. aJleMeHT с не принедлеJкит
фильтру F(с э 6) и Р(о э }) f {l}.

Таrсиrr образох иэ прив€д€ннопо выlле Бритерия сле-
дует, что всяЁ!я алгебра Пирса, носятель которой содер-
:*ит более ltBJrx алеrдеятов, н€ является подrrряхо нерцt-
лоltсиь.rой. Предло:кекие доказано.

IIусть 2 = ({0, 1}, Л, v, ), 0, l) -- ,щухалехсЕтн!я алгсбра
Гейтинга, хоторая, каý известно, является хr.р аJстсристи-
ческоfi rrоделью клвссяческой логиrи L2=Lk.

Пустъ 1'= ({0,1},л,v,э}l,t) - .щухалечентнOя нсга.
тивная j-tлr.ебра.

ПРЕДЛОrfiЕНИЕ а [7, гл.V,ý 3, упр.ll. Лоаurв Li члсоrп
а mочхосmu iec даrсч*сrrнrrс рвсlцлrрехл!r, Lk ч L2',

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть L - произвольвое рвсtли_
р€ние логики Lj, и А - харs,rrтеристическая r.одель логи-
ки L, L=LД. Если -tл = 1д, то для любою 1 * с € А
мно2пество {с, 1л} является носит€леl, trодалгебры, кото-
рая изоморфна &лгебре 1'. Следовотельно, LA ý L1'. Если
;се ал# l д, то подалrэбра i.[д, lд} изоr.орфна алгебре l.
Тем самым, LA g Lk Предлоrrсение лохалз&но.

ПРЕДЛО?КЕНИЕ s. Ll' = Lj + i-p,((p э 9) ) р) ) р}.
ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Очеви.шrо, формулы -р u

((p > с) Эр) Э р являются т!о}ýдествsllи r.лг€бры l', rrobтo_
му Ь7' ) Lj + {-р, ((р э q) э р) ) р}. Обр&тное включение
д(rк!.:rыв8€тся таfк rlfe, х&к и в предло:кении 3.

Предлоаrсение доr(азано.
Логиху Ll' H!ýoвet{ цалсиlдальноfi негативвой ,lrоги_

кой и обозначиrr Lmп.

2. Точнне ЕонструктивныQ систеldы

Сначола. нr,rrоrдних нехоторые оцределения из [1|, огрt-
ничив их на пропозиционtльннй язык.
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опРЕдЕлЕниЕ 1. Для любой форцальной систеrtы
L в пропозиrцаональном яэьftе {V| Д| ), J_}, мноахество фор-
мул C(L) опр€делиж следjrючlин обрвзомl

есllп р -- пропозкциональная rтере}.енн8.я, то р С C(L)
тогда и только тогда,, когда, L F р;

если (p им€ет вид (p0 Л (Pl, то 9 € С(L) тогда, и mлько
тогда, когда L}- pg и L F 91;

если 9 имеет вид 9avpr, то 9 € L тогда, и тoлько тоIхе,
когда L l, rpg яли L l- 9l;

еслu 9 нмеет вид (p0 Э 9r, то g € L тогда и только
тогдв, хогдi. с)rществует аффективно€ (ча.стичное, в о6_

щеr,r случае) отобра:rсение /rоэрr мно;,кества. всеr( докш}r,
тельств в L в себя тахое, что если , есть докr:]&тельство
форraулн 9о в L, то Лроlр, опр€,щелено но э и значение
i"о)9,(э) есть докаэот€льство фсрмулы 91 в L.

Форr,rулы из множества. C(L) будем назtJв!,ть rоксmр!i-
mчано Uсmчнriraaaц оmхос[fпаllхо формальноfi системы L
(L- чс mчхх rr.rr ч).

3а.уечаitве. В приведенном определевии ничеrю не t!-
ворится о конструктивности формульJ 1. Определив е.ё

конструктивносгь таfi ]lсе| каfi для пропоэициоЕальных
переценнIrrх, т.е. J.€ C(L) <+I€ Thm(L), мы бы сра.зу
огршIич!|ли ншце р&сс}rотрение систехахи, которне не
являк)тся непротиворечивыraи, что предстiвляется не-
естествсвных. Moxcro двть определение tсонструхтивЕо-
сти j- в терминех отноIления следовtния Х l,tr 9, зола.
ваехого формпльвой системой L. Иrдпликац}rя таfi:r(е до-
п!rсБвет естественное определение в терtiинаt отноIлевия
следоваJ{ия, хоторое суцI€ствеЕяо отличается от приве-
денног9 выше, О,щrаrсо, подобные мод}rфиtu.Iцrи понятия
констр!rктивяой формулы не являются предметоц рес_
смотрения настоящей статьи. Они будут изучены в д&ль-
яейrлкх работв:t.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пустt 7 - произвольный непустоfi
кла,сс формальннх систем. Мно:хество L(z), состоящее иэ
теr( и только тех фориул, которые конструктивно истиЕ-
ны во всех сист€ьr&I из кrцссе 7, наэыва€тся зохсlпруtпчв-
хо lоацво ftлвсса т| или просто r-аоаurоt
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть г - некоторнй кла.сс фор,
мальных систе}t.

MHorKecTBo фориул S Tarnoe, что S ! L(T), наltIJва€тся
fu вzuсхtпо х т-логики L(r).

Форхальна,в систеld& К твrсв.я, что MвorgecтBo т€ореra К
является фралrrентох конструктивной логиrса (является
конструttтивной логяхой) хласса r, нr.:rнв!€тся (тоталь
кых) формальныri предстовлсниеr,I r-логихи L(г).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Форхальная систеха L нtsцвает-
ся (mочхо ) tонсtпрузmuехо шсtполо , tсороче, /с-сrrсmrлоfl
(еЬсчсmеrrоф, если L является (тотальннrr) формольнцм
предст&вление!l {L}-логиrсr.

Другихи словауп, Формальнsя система L является
конструктивной, если всякrя докц}уеrr8я в L формула кон-
структивно истинна относительно L, и точной rФнструtG
тивной, если мноr(ествв C(L) и Thm(Ii) совпадают.

ПРЕДЛОrКЕНИЕ 6. Д ;рdой еk- сuсtпецв L lопусmul*
вЕсlLодьL u nplottaB оллсоdа dаigrmшахой с?rсmrльa IJ дt хtиaсla-
хо8 lоzцtь. Eclltl', t mоlg *q хaпроmьsорaччас, а L lопусrпч.
дш аrсuоJaDд t npcauac BblBolB счеmсльl L| tхrпуuцuохuсmсrо
lовurц охсtааuванч .

В [1] аrrа.логичное предлоrкение дока,:}rяо для точяых
lсонструктивныI систем} определяеraых в язlJке первоrю
порядЕа. Оч€виlцlо, атю док&:rательство го.4атся и в на,
шем случЕ€.

Преrylе чеri прис:туIмть к дальнейшиrr рвссхотрени-
ям, отlдетим ряд простых свойстrз точных конструктяв-
Еых систе.}.r_

ЛВММА 1. Лусrпr L - хеrоmорu mочна, Бохсmруftmьоха,
сu.j.пелв, о ро, Рr - форлуlьц mоаdв cepxbt сlсЬупщьс еr'влес-
лецmNо c7all:

1) Ll (9gД91| mовlв ч mollro mоаlа,, roado Ll 96 t Ll 91;
2) L r (9g V 91) mоа)с u flor.xo mоаЬо, rсzЕв L l gg ulu

Ll 9r;
3) Ll (gg э 91) mоа}с ч lnor.ro mоаёв, roala Ll ро сlечепt

Lt 9r,
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все утверждения леммы леt.ко следук)т из определе-
виЙ, а п.3 Ta.rя<e из того фактq что мно]кество теорем фор-
мальноfi сисзехы рекурсивно перечисJrиио.

ПРЕДЛО?ldЕНИВ 7. В lабоt хепр оmл!в орсчvс о еh-сuс-
псце. dопусmцуь! аЕсчOдla ч прввъrв Bbzeo}B rлвсаччссзоао uс-
чUс4сr.tr, еrrсrсзьrсскчd LK.

ДОКАЗА'ГЕЛЬСТВО. Пустr, L -- некотора.я непроти-
воречивая е&-система, В L допустимьт аltсиомы и прiь
вил& въвода LI, согласно предложению 6, поэтому на.м
остается Ероверить, что в L допустима "*"уа --9 ) 9,
т.е. ((9 э.L) )l-) э 9.

Если L F 9, то, оt{еви/$rо, формулs, ((rp Эf) Э1) Э re
rФнструктивно истинн& отt{осительно L. Посхольку L точ-
на, имеем L l- ((,р Эr) ЭI) ) 9. Предположrам, ч,го g
яе внво/п{}lа в L. По условик)| в L не выводимо Irpo-
тиворечие l-, зн8,чит формуле р Э_L конструктивно !!с-
тиня& и выводима в L, Далее, (9 >Д) э]- Ее леlriит в
C(L), тал ка!с поснJIка имплика,ции докцrуеrlа в L, а зь
ключение ýет. Тем ca}.rblьi, L И (и Эr; Э.j-. Следtlва,
тельно, ((9 f1) )а) ) 9 е c(L), и) в виду точности L,
L l- ((р эr) )J-) Э (р. Предлоrкение докsj,&но.

ПРЕДЛО?fiЕНИЕ Е. В сrпбо хепроmvsорсчuооt еk-сцс-
mеuс L, зоmорu хе ,вrrеmс, хепроmvеорсчvооф }опусmчлrl,
аtсцоцъь U прсаUaо злrаоdс ieiyrmuoxoil аtсrпельз LMN доrсч-
лвлlttо rсавmuсноt lоаuвv,

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По условию, L 1-I. Следова-
тельно| для любоfi формулы 9, 9 э]с C(L). Систеrrа L
1'ottg&, поатоldу все формулы .'р локл,зуеr,rы в L.

Рассмотрим теперь формулу (9 э 
') 

э 9) ) 9. Если
L l- 9, то форr,rула ((9 Э Ф) Э 9) ) р конструктявно истинна
относительЕо L по лемrде I и, тем сtrrыr,r, докаэуеrrа в L.
Если lxe L V q, то, опять используя леrrму l, полуtlаgrд
bl- 9 ) /,, далее LVФэф) ) 9, и, наfiонец tF((рэф)э
э9rэ9.

Систеrrа LMN включает все аксиомьп и гrр!вила систс-
мы LJ, а Tа.Iofie схеlrы аксиом -i9 и ((,р Э Ф) э р) э р,
поато}dу н&м оста,ется сосл8.ться на, предлоаtение 6.

IIредло:rtеяие докоэано.
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ПРЕЛЛО?КЕ[IИЕ 9. ЕсlцL --, хспропuеорсчuосu. еk-очс-
лfuедв, mо L lе lealemcl спруrmуркоii.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В вид| предлоrкеrrия 7, L l- рV
У-р. I'lo условию система L конструктивн&. следователь-
но, либо L l- р, либо L t- -р. ts кчкдом из атих двух
слуl| ев структурность противоречит предполо2кению о
}rепротиворечивости системы L.

Предлоrкение дакаftа.но.
ýах виlsrо из aтого предлоr<зяия, MнorrсecтBo фор-

мул, конструктивных относит€льно двнной конструктив-
ной системы, яе обяэвтельно является логикой, Ниасе
будет пока_за,ноr чт,о т-логихи для HeKoTopIJx естествен-
нцх trлассов форм&льных систем действительно являют-
ся логика,rtи, т.е. замкнуты относитсльно подстаJ{овхи и
mоdпв ропепв. В дчльнейшеr,r, тсоr.сi обозна,ча€т Елесс Bcert
неIтротиворечивых е*-систеr,r1 7rr.ool.cl -.. кл!сс всех слDбсt
непротиворечивr.лх еЁ-систем, не являюцlихся неrтротиво.
речивыt и; наконец: г.l обоsначает клiсс всех еЬt:истеь{.

Следующоя теорема описыва€т r-логихи перечислен-
ных кл&ссов е&-систеrr.

ТЕОРЕМА l. Cnpcociluotr смlупщuе рссехсmов:
I) L(r..о..д) = |,l"
2) L(г..-,,.д) = t lл11,

3) L(T.1) = Lk о Lmп.
ДОКАЗЛТЕЛЬСТВО.
l. Рассмотрим произвольную непротиворечивую

е&-систем5l L. Опредедим отобра^lt(еяие У: {po,pr,...} -
- i0,1}, пол&гвJI У(р;) = l. если l, l- pi, и И(р;) = 0, в
противIIом случgе.

Если рз.ссиатривать {tt,l} Eat( дIjух-алементlIую имп-
lIикt!тиаI{ую решетtql, то с Еомощью rrеrrмы 3.2 HecJtorк-
}to доказать,t|то для любой Форь{улы vl в яэr,Iке {Л, v, э}
верн8. аквцвs"лентность У(9) = t .ё+ L l- 9. Определих
Y(J_) = 0. Имеем У(.9) = У(9 )1) ='t тогда и ToJrlrкo
тогдц }iогда Y(tp) = О. После.шrее р&венство 9rсвив8,лентно
невtпводимости 9 в L, о зrrачит, поскольку L непротиворе-
чиве по усл(rвию, фор}aул!, iР ).l- ,<онструктивно истинн&
отно?:итеJIь[lо L, т.е. выводртrrа в L. Та,rtим обра_эом, если
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ра.ссхатрив&ть У Ka.tc l-оцеlпtу, то справедливо равенство
Тhп(L)={flr(g)=t}.

С другой стороныl для любой l-оценrч У rrHo:rcecTBo
форхул lM = {elY(,p) = l} оброsуст непротиворачивую
сЁ-систеrr5r. Это лсгю провGрtfгь с помоц{ъю лсхlrы l.

Очевк,lцrо, Lk = LZ = П{ЬlУ - 2-оченка}, что и докь
зывает первое равенство.

2. Пусть L С ro.col.eL. Определиrr 2'-оцеяху У, полаl.ая
У(р;) = 1 тогда и только тогдs., когда L l- д, За.rrеr.иrr,
что И(J-) = 1 для любоfi 2'-оцевки. Поатоху У(-,9) = t

для любоfi 9| при этоr. дюбsя Форraула, -r9 выводr!r.а в
L, по предло;сению 8. Используя этот фахт и леraму 1,
яеслох(яо докаjrатьr что И(9) = 1 <=ф L F р для любой
форхулы rp. Заметиrr, ка!( и вычrеl что любая 2'-оценка. У
определяет слвбо яепротиворечивую е/с-систеrrу Lи =
= {9|и(rе):1}. осталось зад.етить, что Lп = 1,2'= O{L,z|
У - l'-оценкв}.

3. Равснство L(z"д) = LL,O Lтпп являстся непосредствен-
ным сл€дствиеrd .Фух пре,щдущих.

Теорема. дохазане.
Обозначиr. ЕК * L(r"д). Мнох<ество Фсрхул ЕК обра,з},-

ет логику, тадt KaJ( ато пересечение кла.ссической и макси-
rrалыrой rrегативной логик. Изучению атой логикя будет
посвящен следуюrrцай l]&ралрO.ф.

3.Л о г и к а ЕК

IIусть ла,rrьт,цвr. конечно-аксиоматизируе!дых р&сцrи-
рения минима,льнсй лоl,ики, L{ = Lj + t9jli € I | п Ll =
= Lj + {фrU € J}. Тогда, их перссечение Ь о Ь тахасе
хонсчно-лксиоxатизируежо, tцnl,l = Ц+{pivФjli € I,j € J},
где Форь{улл Фj полученr. из ф1 эаменоfi пропозиIд{он&.'rь-
ныI переrdенных так, что 9i u фl не иr.rеют общих вхож-
дений пропозициона.льных переraенных. Аналогичный
результaт является общсизвестным для расrчирений ин-
туицttовистской логики [t0|, о.щrако не составляет труда
убедиться, что он остается верным и для ра.п:rирениЙ

I20



raиниraельной логики, По определению, логиЁа ЕК явля-
ется пер€сечениеr, двух конечно-аксиоlrатизир}rемых рас_
rлирений логики Lj, Lmп = Ц + {-р, ((р э q) э р) Э pi
и Lk = Lj + {-р э Ф ) с), -.'р ) р}. Учитывая, что
(Ф э с) ) л) Э р € LЦ получа,ех следу юrчдrfi результrт.

ПРЕДJIО?КЕНИЕ l0. Cnpcac)ru оо рсвехсmсо

ЕК=Lj+{(p)с)эр)эр, -rpv(-r-lq э g), -pv(-q э (q э,))i,
о 2хвчаючс с, чmо ЕК - зонеvlaо- arcuo цаmuзцру сдо а р асщuр е-

хче лихцлсrlхоlI lозчrч.
Пока оствется открытыll вопрос о бодее естественной

&ксио}ar.тиза,цди для логики ЕК.
ЛЕММА 2, Скlgючtuс форлуlьь зоrаоDвrrш е ЕК ;

1)pv-p,
2) rф л -р),
3) -(р Л q) 

= 
(rp v r9),

4) -t(P v q) 
= 

(зр д -rq).
Все перечисленные Формулы являются классически-

ми тавтологияxи, которые, очевидЁJым обрrзом, выtaодtt-
мы и в x}кси}rлльllой яегаз,ивной логике с поцощью схе_
t{ы -l9.

ЛЕММА 3. В rоrчrе ЕК неашаоdчrrш форлуl*
1) --р з р,
2) -,р ) (р э {).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
1. Если ЕК |- -r.p э р, то ата формул8. выво.Фlr.в

и в Lmп, Но Lrвд l- T lpt следов&тельно, Lmл. l- р и, в
вид), структурности, в Lmrt выводрrма любая Форrrула,
что IIротиворечит нетриви&льности Lmл.

2, Опять имеем Lmп l, .р э Ф ) с), Форrrула -р
докщ}уема в Lmn, эначит Lmп l- р Э g. За.rrеняя р на -rp

в после.lцrей форrrуле, получвем Lmл l- q. Противоречие,
Отцетим несколько ваrкных, своfiств логихи ЕК.
прЕдло?кЕниЕ 11,
1) .Лоачвс ЕК pogpclц!ьr;
2) .rоаtrс ЕК хе tоltоtпсt h-сttслпсtо 1
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3) о rrdof, h-сuсmеде L, pBclttuplnulB ,EKn оmрuцанuс вох-
спруrcm?rlно в сlеOуlчсд crralctl,|:

ecatt Ьl -(9 Дф), mо Ll -9 uauLl зф.

ДОКЛЗАТЕЛЬСТВО.
1. Форrrула rp дохаsуема в ЕК тсгда и тольхо тогда,,

когда 9 истинна в дв},х конечтtых rdоделях, l и f. Следо_
вптельно, выво,Фlмость ЕК F g, провсрястся аффсктивно.

2. Логика ЕК не конструк,r.ивна., тr.tt как она не удов-
летворяет .цизъюнктивному озойству. Иrreerr ЕК l- р v -р,
но форхулн р и -lp не вывод|мн в ЕК. Выво,4амость р
противоречйт нетривиальности ЕК, а выво,Фtмость -lp -нерrвенству ЕК f Lmn"

3. Это утверасдение немедjIенно следует из опрсде-
ления Ь системы и того фаr:та, что в ЕК выво.Ф,rуа
форrrула ]Ф Л q) 

= 
(ip V -iq). П5,едлоlхение дохп:rшtо.

Теперь rrы перейдёrr к иэу!Iению свойств rrолелей ло_
тихrr ЕК.

пРЕдло?кЕниЕ |2. пусml А = (А, д, v, )10, 1) - jT"-
u.лlзв, ,вrtuцвс, лоdсtlю loztrrr ЕК, n.a. ЕК С |,А, Тозtв
спр ве еlаuе о сlсlуоцее :

1) Ь, расслаmрлвасrа, r.вз luaпttсr,вmuаrlý релцсIпftв, lerr-
епс, а$ебро IIuрев;

2) uхmсром [0,1lд ,еjrсrпс,Jг поlвlасбро А о crraxcmypc
(v, л, ), .'),,

3) поOвlесбрв [0,1lд геrлаmа, буlевоЕ BlaeбpoE;

l) dаl любоао а е А,а 3 0 v!r,ссл 1а = l;
S) есlч 0 t' 1 ч[0,1]л { А, пло в Ь суцссtпвусm е;слеNпl

хеср ао''uJsaa& с 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
1. Этот пуЕкт след}rет из тоrю, что (ф Э {) ) р) ) р €

€ Ек.
2. Люба.я j-решетка. являеl]ся ихпликlтивной реrпет-

кой, поэтоr,rу для пюбых с,DС Д выполкено cl0 Эс. От-
рицаЕи€ в j-решетке удовлетворяет тоrкдеству зс = 4 f 0r

поатошу для любого 0 < D с i иr,rееv -0 > 0 и е э 0 > 0.
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Тшсиш обрsзоr., интервад [0,1tд действительЕо является
подалгсброй А.

3. Соглцсно леrrrrе 2, для любого с € .Д ицееrr cVic = 1.

По определению ихпликаI$дt, с Д -с ý 0. Учитывrя, что
[0,1lл - подалгебре, имееи аД -lc = 0, Мд дохээади,
что отрицаJ{ие на интерв&ле [0rllд является отрицавиех
булевоfi алгебрн.

Проверим, что импдик!Jц,!я выраrха€тся чере5
.Ф,!зъюннIдю и отркцsяиеi т.е, с Э } = ]сVб ддя дюбыrt
с,6 е [0, 1]д.

Пусть с,ё 2 0. Ихпликдтявнrя реIдетБ& .оrстрибутив-
на, по9тому аД(rсv6) = (слr8)v(@л6) = 0ч(сдЕ) = сд0 S D.

Следовательно, .'сvO < о ) 6. Проверич обрвтное нера.
венство. По определению, сД (с ) D) S Ь, следов&тельно,
-cv(cA(cэ i)) =(-сvс)Л(-сv(сэ i)) = iсv(с э 0) < -сvб.
По доваза.rrноrrу эс l rcVt S с ) 6, откуда с) D= -rsV(c Э
Э})J-сV6.

Твккх образоrr, интерваJI [0, 1lд действительяо явля-
ется булевой алгеброй.

3. Пусть 0 s 0, тогда ЬДл l 0 для любого 8 С 
',следов8.тельноr r} = а ) 0 = l,

4. Предзrолоасих, что все элеlrецты реIцетхи ,l срав-
нижы с 0. В тохtдестве .rp V (-rq Э 9) полоасиrr р = l, &

4 - вле}rент, который егрого меньше 0. Тогда -р = 0 и
з-q = 0. По предlrолохsению,0Л,=аплп 0Л5= 0 для
любого а С Дt следо9ательно, 0 Э с = v{, tlДл S 9} = q,

Овончательно име€r. -,l v (-,rg Э g) - 0vq = 0. Тоrrдество
-р V (]-rq ) g) rre выполняется в А, т.е. А не явля€тся
f{оделью логики ЕК. Противоречие.

Предлоасение полностъю дока:}аJ{о,
Ра.ссмотрих решетху а' = ({0,1, -1, с}, <), где -iSсЗ

s 1,-l s 0 ( l, в алементы с и 0 не ср&вки}rы.
ато имплиЁотивяая решетка. Операrrдrя lс +Д л ) 0

преврццает её в j-peureTKy, котор ая, легно видеть| удов-
летворяет всеи свойства.м, ЕерсчисленныtI в предлоrt€-
яйц L2. Пряrrая проверка пока:]ывает, что тоraдества
rPv(rrq э q) и -pv(-lq э (q э r)) выполнеrrы в j-perrreTKe d.
Следова.тельно, 4'дает причер модели логики ЕК. На сь
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xoll деле, ,l' явдяется харвIfгеристической uоделью для
ЕК, Il' = ЕК. Но для дока,зательств& атого фш(то Hera
придется установить, .rтю ЕК не иь{еет др!rгих рsсIцире-
ний кроме Lrпп и LL.

ПРЕДЛО?ttЕНИЕ r3. Еусmt !-раuеmrс А лglлеtпсl
чоOеllл rоашrч ЕК, mоsdв luбо А лвlлаmсr дolarrro Lmл, rчбо
А * rroic.cr L\ мбо Lb С ЕК, m.с. Ь -- zарапmсрuсmччсаса,
*oierr ЕК

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть А - j-peureTKa и ЕК S
ý LА. Если 0 = а1 =l,To -c= 1для любого с€А,по
предлоr(ению 12 пуякт 3. Посколькlr А модель логихя ЕК,
формула (ф э л) э я) ) р истинна в А, Твхиrr обрs.зом,
Д - модель логики Lmп.

Предполо:хих 0 f 1, тогда иятервал [0,1lл является
нетрививльной булевой влrзброй. Если [0, llд = Ar то А
является uодельк) классической логики.

Рlссмотрим последlrий случвй, 0 зА 1и [0, l]л l А. Тог-
да 1 является подьлгеброй, следовательно| LA _С LZ = bk.
Двлее, рассмотрих фильтр F(0), пороlкленньrй алементом
0, и фrr.тор_решстху по 9тому фильтру. В решеткс .i{/F(0)
выполнено тоrкдество rp = lr Tarc БLк -lc : 0 для любого
с € А. Знлчит, L(А/Л(0)) ] Lп. Кромс тоrý, в А, а значит и
в A/F(O) выполняется тоrlдесгво ((р Э с) ) р) Э р, следова-
тельно, L(A/P(O)) = Lmл. Тахиrа образоrr, LA ý L}П Lmп -
_ Ек,

Прсдлохенис докrjrано.
СЛЕДСТВИЕ !, Реtцсmrа 4| ,еясmсl асразmерчсmчче-

crod лоiаrrr rоачrч ЕК, L,t' = ЕК.
Выrде было з8дaечено, что l' является ходедью ЕК,

Tar< Kalt 0 f l, репrеткв / не является моделью Lmn. В то-
,ке вр€хя I,.l',Д LЦ поскольку [O,t]l, # 4'. Слсдоватсльвс,
L4'= ЕК, по предлоrкению 13.

ЗАМЕЧА,НИЕ. Реrцетха 4' являстся са.rrой простой хь
рiхзеристичссБоfi ходелью для ЕК. Из предложений 12 и
13 легко следу€т, t{To в харш(теристическоfi модели А ло-
гик}l ЕК дол7кно бнть не мене€ четыреI ьлсментов. Деfi-
ствительrrо, единиц8 отличнi от нуля, в А естъ алсxсят|
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который строго r.еньцlе яупя. Ilа.конец, А дол:хна содер,
]кать qетвертый алемент, не сравнимый с нулеt .

Теперь rrы Molrcerr сфорrаулировать результа.т о rrЕJsси-
хальности логики ЕК.

ТЕОРЕМА 2. Eycml 9 - хоrоmорч ýорtуlв, хс eBaoiu,
дм о ЕК. Воэло*lц сlсёуtощчс mрч с.учl!rr

!) аозurа ЕХ+ 19I lроmtворсчuовi
2) ЕК + {9} = Lmn;
З)ЕК+{р}-LЬ
ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Ilредтlоло]киll, что логика

ЕК + {9} н€противоречива,. Пусть А - хараrстеристиче-
ская мод€ль для ЕК* ip}. Посхольку g не выводуrrа в ЕК,
включение LA _С ЕК не верно. Следовательно по предло-
?кению 13, LA = bk или LA = Lmл.

Teoper,ra докЕjrана.
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