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В статъе предлалается числ€нная реаJtиsаrц.tя алr.'o-

ритrда построения обобчденного rантерполяlцrонного сплаЙ-
на [1l , котoрнfi при достаточно высохоfi пла.,Фости обль
дrэт своfiствоrr ссхранения кусочной выпухлости исход-
ных д8нных. Рабоmсrособность !.лгоритuа подЕверrкдь
ется числеяныldи акспериtaевта.xи, в тоlд числе по д!.ll-
ннм из пр&ктической зцдччи о расчете .цlн!.шических ско-
ростных хар&trтеристих,lрига.телей, предостs.влеЕныtaи
нах патором рйоты [2l.

Постr.rrовха. эедачи. Пусть на. сетке А : с:,0 < д1 <
<... <,л, = б задвтrы 9нач€ния fi, i = Ori,...,,lY, Эти
дlJ{ные определяют вторне раздел енные ра:]ности

6;+ - 6;-
а?=

ti+l - li

i=1,2,..., -1,h *b+l
где

бi+} = lbi -ri+, -ri.. j=Or1l...,JV-1.
hi

ItpoMe тотю, пре,цIодагаются известныlrи знвчения f{'и
f|!, иrrеючрrс сrrrясл второй тrроиэводЁой интерполируе-
хой фувкlцаи в точка,х ао и з соответственно, Поло;r<иrr

rРйота вIJполнена
J(t 97{) 1--00824.

при поддерrrке гранта РФФИ
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бё = tllZ, бzN = l|lz. Требуется построить иrrгерпоJтя-
rцлонныfi обобщенный раrцлоналъный спла.fiн ýд(а) класса
С2[с, il, оrмса.rrный в [rl, зяаJсr, вторых проиэвоlц{ых в у9,
лаI которого пов1!оряют энахи вторых ра:,деленных ра:},
ностсfi ф, и которнй ииеет не Бlrqдох интервs.ле (эi,r;+r)
о.в{у точку псрегиба в случаеl €сли вторне прои9водЕые
Hl концаjх интервала имеют рlýвъ!е знlJlв, и нс имеет пе_

регибов в противноl, случае. Величины 
'r, 'ii 

будеrr счи-
тоть согласоваЕIнь aи с сеточнцlrи эначсниями f; TaxrrM
обраэой, что 6!6] f 0 и 6}_rф :0. Следовательно, интер-
подяц}rонныfi стrлаltн не долrкен иldсть точеБ перегиба ва
интсрвплах (э9rа1) и (зл-r, тл).

Слеrryя [rl, будсм наэнвать тахой сплайн сохра,rrяю-
цlи}д наJтрrвления вып!rклости. Он не являёlDся е,Ф,!н-
ственныu во всем raноrБестве сплайнов атотэ тяпq з8ви-
сяцц,lI от уЕрlвлЯЮЦц.{х парц.€троВ PdrrirЦ.

Отrrетих, что знrхопостоянство 9нач€ний 6! во всех
у9л!.х сетки А гrраrrтирует выпуклость сплrйна при 6! > О

иля вогнутость при € < 0. Если ;(е не все 6| ихеют
одия и тот х{е знах, то речь raorкeт идти лиIць о хусочвой
локальной внпуклоеги или вогнутости.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. 3хо,попсрс*схно k-cBpuc , уrJоs (да.ль_
цIе просто k-ссрuвd) Hasoвelr uнorlecтBo

Дl(j) = {c;,a-a1,,..,gi+r-r}, 0<isJv -1, 23*<iv- j,

у!}лов сетки А TaJФlx| что выполняются неравенства
бLr6? > 0, €+r_r€*r >о"8_161 < 0 для любого j =
=i+1,...,i+,t*1. При этоrr полалr€м 61, = бо", бfr+l = бi.

Очеви,4rо, что если есть &-серия Дд(j), то н€ сущ€егву-
ет серий 

'-(r- 
l) и E.(i+i- 1) ни для хаJ(их натурrльных

?ъцв,
По-ви.qлrrочу, рsэухвlя пoclг&IloBKE 9&дs.чи построе-

ния сплайна с переrrенадaи налrравлени1,1 выпуклости пред_
полалвст отсутствие в даIIнцх Ъсерий при & > 2, посхоль-
ку в протявнох сл)rча€ даяные садrи носят осtц.tллирую-
шц.rfi xapa,lcTep, и о лохr,льrrой выпуклости повсрить чаще
вссrо бсссмыслснно. Кроме тою, при числснной реа,лиза_
rц,tи аJIгоритма н!личие Ьсерии приводит к вычислению

73



определ!r.rелей порядIiа t, что при большиr /t шеизбоrсrо
дела€т построение сплайяа такого типа чре9rrерно гро-
raоэ.Ф(их. Поатому исхолЕIую эrдsчу буде!a рассt &три-
вать в пост&новrсе, хогда отсутствуют Ъсерии для t > 2.

Пусть да.rrные удовлетворяют предъявлевным выIце

условияlд. Для сrrлаЙна ýа(а) на кеrкдоra отр€эrrе [8irra+ll
сетхи и}.еет r.ecтo представление [1l

ýд(а)=fiаlr+fi(1 -0+8[Фл(r)й + *д(t)й+r)l, (t)

где

Фт(t) = q[ci(t)-t'I -т;[Фl(t) -(1 -0'l +,чt(l-t),
ga;(O = -Фт(t)-iп(,-4,

1+ +3 1+ ++
Ая

+3

1
ц = -llj -,,

Ud Oi

СN-l cN-l
сл,

Al
Ас = 2(Ф?+3р;+z)(ql +чj+2)-I),

C;(t) = й(,) = Н#,
tз

1+р, 1-, ),

ц = Sfi(и), . x-ait - -ъ-,

Pi, qi, ц - свобо.щrые пара.rдстры.
Следуя обоэначенияrr [l|, р8ссмотрих сисr'еriу ураэне,

rrиfi
ллл = d (2)

относительно значенrrй м = (мо, Ml, . . . , Мр )т вторых про,
извоJýlых спла.fiна ýд(с) в узлаr ceTK.rr с прlвой частью
d = (6а,r?,...,ф)Т, и rrатрицей А вила

со 0о

ЕtФrD1
л=
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с алемеl{тадdlt
|:q=о1 ='-, бо =Ел =0,

й = л(с;-r *p;-lц-r), й = l;(Pi +o;ui),
|-

ц= 1-Ьз-Q,
)i=

b-r + Ib

д = zc;(q! + 3{i + 3) - 1, а; = zД(я? + 3р; + 3) - 1,

,,='j}, д=#, i=0,1,,..,N-1,

причеrд все й,Й неотрицотсльяы.
обоэна,чrдrд

cJ =sigп(6!_r6])i, 6; =оigп(6iбifl)Й, i = 1,2,...,Л - 1,

d; = lбil, i=0,1,.,.,jY.
Условия, гsр!.rtтируюл!,rе совпцдеяие зяrлов й со

знаfir.riи { определяются лехмоfi 1 [1l и заrслючьются в
требовrдfии, чтобы внполнялись нерsлвенств8.

4;-lпшr{O,ч}Сf -аmа:t{o,6;}В|)0 (3)

для всех ; = 1,2|...|ЛI- 1 с величинахи СР и .8f, опреде_
ляехнlrи следlrюцрrц обра9оrr

с9=&,

fo

й-r *

, л=1-);, i=1,2,...,jY-1;

ii-z
бр 1 - );-зА-r

й-r,
i=2,...,JY-1;

+

при наличии trц(i - 2),

при отсутствии I2(i - 2),

при нал:лчии Ia(i + 1),

при отсутствии I2(i + 1),
вр l-

d;+r,
b+z

i=1,2,...,IV-2,
ДS-, = dш,
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Условиек, доста,точним для выполневия (3), является
сист€м& вер!.венств

дldj - 4пах{O,с}СР:0,
)Pdi - 1mo,({0,ri}BP > 0,

d=lt2,..,,N-lr

где )9 + лР = 1 и, кроме того,

lP
);, при hq ) 0,
1, при }i)OиqS0,
0, при };(0иq10.

Эти огрr.r*ичения на q и 6; не дол:rзны противоречить
неравенств!дд ч < f,b, < }.

При построеrrии обобчIенвого сплвйна обычво снача.
ла внбирак:тся кахим-либо "хороrчич" способоL{ упр!вля-
ющие паралraетры, 0 зlтеll по ним строится ма.трицв си_
стемы уравнениfi для нвхохltениJl вторьaх прои9эоднъпх
спла.йна в узлах. 3десь :rce реализуется д)угая идея -истоль9уется обрвтный, в H€Koтopori сrrцсле, поддод, за,-

хлючаюtшайся в след)rrcщем. Сре.q.r трех.gаалонвльных
м8,триlt HexoToPцrd "xoporrMx" способом выбирrэтся та.r

котор&я пороrкда€т рa9решrдrую е,ФЕ{ствевннц сг:особоrд
сиегеху уравнениfi (2) и решение котороfi покоliпонентно
нrслед}rет знчоr правой части. Это реlление приниuает-
ся за Bet(Top вторн, проиэвоJtrrьдх обобщеннопо сплайна
в узлах, L затсм rrз условий принцдле?кности еrc хла.ссу
С2, зяrкопосmянства ýfi(э) на, определенЕьдх интерва,д}х
и т. д.l ицý,тся упра.вляющ}rе парадrетры.

Отплсrние а.лт\оритrdа. Наfi деrr ПОДХОДЯЦIУЮ МОТРИЦУ

систеxы (2), т. е. аrсlrенты c;,6;,Q. Для 9того снача,
ла определи\{ ьсе Ъсерuн, Боторые по9воляют вычислить
звлчсния ф,1CP, i = 0,1,,,.l jV - 1, Затеrr опр€делиrr в€рх-
ние гра.rrиrlы 6;, Q допустихых областей н€отрицвтельннt

9лемент.ова=*,*=Е-. ВоОор величия й, q в преде-

лах вr,йденныr, обдостей горакtrруёт, что зн8J*t вторых
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прояSво.qIцх сплайяа в узлr.х сетхи будут совпrдать со

зЕак!xи вторцI рцtделенных роэностей.
Для j 

= 0| 1,...,lY - 1 полоасим

а =,"{i,#b},
di+r1i{ }!

Если пара Gi,G+r)
(Й,а+r), для юторыI

принqдлеrrит множеству пар

При такох выборе Б5,q11 пар!д.етрн pi, qil определя-
ются следуюЕцх обраsох

3p;=-Tf

1=}-r,-а*,.

El 13
я;-Т

ci+t = mrп

9;=

'4л+,

f-tq+, !о, ({)

то реа.лизуется чьсть е) следствяя б [ll. В тротивноrr
случае пряrdеняется часть 6).

Рассчотрич случай а). Сначалв следует провернть

вцполняются ли условия 6, > !, а*, } }. Е"rrr, 
"оrrоо-

няются, то каfiдоЙ из всличин Б5, Q.,r"1 слс,ýст дать зяr.
1

ченяя i, т. е. в& aтold участхе 65lдет построен хубIrчесхиfi

сттлаfiн. Если ве выполняются, толпара.rdетры Й, ?i+r 90.
дцдд,rх сл.д)rющЕrr обрtэоrr, Если 0l ( G+r, то

ll л г-- \
Ei = 0i, -с+, = i (l - Dl - УD.(2 - 30l),' ,

в протltвноu сл)rчlе попаI.8€ц

-c;+r =Q+l, п = i (' -^+t - vG;re:БJ)

13
Б-т, +

2

Случай б). Если эке условие (4) не вrлполняетея при
подстановхе вместо_ пары (-ft,G+r) ,r.ро (Й,G+r), то в ха.
ЧеСТВе ВеЛИЧИН 0a, ci+t ВО3ЬШеЬ{ СООТВеТСТВеННО ЗНаЧеНИЯ
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f, Q+r. Для тoтэ чтобы вайти подходяrцие упрrвляюцше
параметры в случаэ Б; : q+r, вьБIислиx снвчала величи-
нк

lyj

а

р. =(1 -r)& +ryi-lt

Т -fiq+,

Фi + tlli - -о*,

Д+

Т"* ('уo)'-TE;a+r

.о" т = 
3 -uG, Тепсрь эначевия параJaетров вцчисляют-

ся по формулrл

о,-fr(П*
(б)

- l,

где d е (0,1). Теоретичесхи, 0 rroxeT бнть лrобыrr числоrr
из интервrлr (0,1), но пршtтичеcrtl{t с точхtrl зрения улуч-
шения устойчивости вычислитGльной процсдуры| рехо-
}.ендуется брать d= 1/2.

ЗАМЕЧАНИЕ. Нспосрсдствснно из Форхул базпсных
фунндrrй C;(t) и Фi(t) вилно, что п8раt етры раIц4онDльноIý
спrrайнп долrкны уд9влстворять нер!.венствлм

Р; ) -l, gd > -1. (6)

Теоретичеuсц согласно форt улrх (6), условия (6) выпол-
няются всегда. О.Фrако яа. праrстике при очень lrа.лых z,j,

у; (близIс.rх к rr,аJлинноtaу с) вполне rrozteT получиться, на.
при}rер| рi = -1. Аяали9ируя формулы для вычисления
za и yj, н€тру.Фrо видеть, что эначения :;, у; rrогут бытъ
очеltь малыми| когда очень малi величина

u= ып *.
lj-j|=l dj '
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т. е. Еогда иlдеется резкиfi перепад raеrкдr lбсолtотны,
ми величин!.uи сосе,4lих раэноегей 6]. Поэтому в ходе
р€&лиsаtЕlи алгоритu& необхо,Ф:мо коt*гролировать rral
лость величин rir yil иl если они стеновятся блиэtФ{raи
к r.цлtlнItоrrу €, то следJrет либо прекршцвть внчисления,
тrх к!,к Sадача Ее хо:l(ет быть реrчена при давной точно-
cтta вЕчислениfi, либо привятъ мсры к увеличеrплю у. 3а.
rrетиц, что Iа.,лость у оэнач&aт относительную блиsостъ
одЁrой из величин dt, d;ar к н!rлю, т. е. три соое.ФIие точ-
ки "почти ле:r<ат' на пряrrой. Пусть дла определенности
d; ( 4+l. Тогда очевидцtо, что сл€гк& увелtлчив (с точки
зрени, исIо.ц{ых дsнных) (, r,rolcro реэко увеличить у и
тех самцrд обеспечить хорректность вцчисл€ния Еrрадaе-
тров рa, qi.

В случs,е, если Е; 5 411, выtlt слиri

-йа+,v, = fl(п+

. = *( )
2

Т"*
1+1

2
ц - T[iE+r

с тex ;l9е знаqениех 1u для вычисления эначений парь
метров д и gd приrrених те ,t0e соотнопIения (i),

Осталось нrJtти под:rоддц$i!е зяачеяия для -rad, oi и ц.
В случае 'aD достаточно rтоло?tttлгь

Ei=- 1

+ + -1

ti = -
1

В случr.с 'б" Е, Ei HaJ(o/plr, по форлула.м

1( + зсi * 3)' + 3Pj +3)

-|-Тц *3pi+ui=
Алр; Ui=

2( +&d +3)

еслrа рa <,j, либо
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?El + + -1 -1 - 2Tiq= + +Uj=
Аясi +3Pj +3)

еСДИ pi > 'i.нв после.qrсrr аталrтс рвботы алrýритма опредеЕясм иs
сист€хн (2) эначения й. Все параметры, необхо,tртrrr,rе
для вычислсния сплайна ýд(с) по форrrуле (1), вайденн,
и &лrэритr. завершен.

Следует отliетить, что требова.rrие ф f 0, необхо.ща-
мое для теорет!бlеского обосновt.ttия кусочноfi внrryкло-
сти раtц,!онаJtьного с.Елsltн&, при чясленной реалиэsцrlи
оказLлось не столь егрогиш. Деfiствитсльно, во-первых,
аrгоритu устоfiчrаво рвботrат при любнх 6| f 0, даасе
блиэких х нулю. Во-вторых, если даrrные тrJ!овы} что
НеХОТОРЫе бl = 0 (хаlg, наприхер| в предлiлаемыt ни2хе
примерах 2 и 4), то пол!лая в сисвеме уравнениfi (2) со-
ответствуюццtе di доег&точно м8.Jlымп полоrкrт€льными
числа.ldи (порядох raолости атих чисел легхо определить
9Бсперимеятr.льно - су. задrечаяие по поводу формулн
(5)) и считая о,ФIовремеяно 6! полояслтельными или от-
рицот,ельrrыr.и (хотя 6!'и р!.вно 0) э эа.висиrrости от ло-
кальною пов€дения даЕных, получr.cr, сплаJtн ýд(з), удо-
влетворяюц${fi постrвленоfi в данной р8бот€ sqдsче.

Численные приrrерьr. В кtчествс иллюстраrцли рабо-
ты алrэритrrа рассмотрим несхольЁо прим€ров, хврахте-
ризуючdдх поведехие ршц4ональноrю сплайна ýд(з), оmл-
с&нноrý выIле, в ср!вненflи с "обычнцll' кубпческиld
спла,fi ном lrиtlиlrаJlьного дефекта Sз(z), вторые производ-
ные которых в уздах ао и ал привииают значеяия, р!в-
ные у/цвоснны}.l вторым раэделенным ра.зностяt{ бf и 6]r_,
соответегвенво.

Каяt щй из приra€ров еопровоr(д8€тся рисуяхоrr, со_
стояfци},с из четнрех Фрsгментов - 'l'-'гП, на ко'rорых
иsображены соответствен_но:

&) грфикLt стлrfiнов ýз(с) и 5д(я);
б) грфики вторых рr.эделеннцх раsностеfi 6!;
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в) грофик Sf(a);
г) график ýf;(B).
Все вычпслсняя вIлподЕенн нв РС IBM 3Еб в pe*rrMe

.щойноfi точности.

Таблица 1

l ,i ll
0

1

2
3
4
б
6
7
Е
9

10
1l
L2
13
Lq
15
16
77
18
19

20

0.0пOýts2
0.1609ý2
0.2{93ъ9
0,32727|L
0.397б02Е
0.4019дl2
0.62180{l
0.i78l l49
0.6316376
0.6Е2б548
0.ъlб2Oб
0.7?8711Е
0.8243717
0.ЕбЕ?t03
0.9119174
0.96,|229б
0.9950220
1.0372030
1.0ъ2110
1.1l90760
1.1598Kl0

105б.72
1269.0{
l4бЕ.OЕ
1032.Е7
1791,76
1939.62
20т2.7в
2l92.67
2302.zl9
2403.98
2499.2Е
2б87.9,
2609.Б7
2744.у
2E11.11
286t.48
2895.15
2918.EIt
2sз2.2l
2912.2l
294з.5,
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ПРИМЕР 1. Иятерполяция дщных, дJIя ютoрнI при-
менялся аппарат работы [2l, и предgг!вленrп*х табл. 1,
изобраясена ва. рис. 1. Грrфики сплаfiнов ýs(c) и ýд(а)
визуалъно не ра:rлячиrrý, Iотя llx вmрь!е прои9во.ц{ые
задaетяо отлlдч&ются с точхи Sрения соответствия xapaJc_
теру пов€дения BTopIJx р!.:rделенных раэностсй.
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ПРИМЕР 2. На рис. 2 приведены результаты интерпо_
ляtд{и сеточных эночений фунrqии, вrrалогичной [З, с, 193l

вычисленвых н} сетке с узладaи ,i = i/10, j = 0,1,..,l10,
с точноgrъю 1O-r0. При alгoш величинь! 6|, i = 0,1,2r3r4,
ока.зцв&ются рaвныци нулюl ,tотя теоре.мчески для да.Е-
ной функrцаи ,"" q # 0. В ходе численноfi ре&лrзацrlи
&лrюритм& нулевне знr.чения 6| захенялись нв -10-Ш.
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примЕР 3. На рис. З приведенц ре9ультаты интер-
полrr$|и энвчениfi функц.rи

л)Oi
l(л) =

*g 6(0,
н& сетке

,i=

с) l

ýr(r)t

_l 0 t

-1

а)

i = 0l i, 2, з, бl 7, Е,9i

d=4,5.
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6- i,

6)

4

Рис. 3
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пРимвР,r. На рис. { rrриведены реэульта.ты интерпо,
,IяIц.!и д!яных иэ табл. 2l xoтoptJe отличiются от данЕнх
иэ [4], добавленоfi точюй (1, 2.2б)

Таблица 2

{0 1 2 3 Е з tJ t

8л5 10 1 2 2.6 3.5 5.5

2 2.2ь 2.б 4.б 5 4.6 1,6 1 0.б 0

Раяные яулю 6], ф эа.r,rеяялись числlxи в пределах
10-'О - 10-10. Реэультатн инDерполяtц,rи при eтo}f прrfi.
тичесхи не меняются.

") п ,(t)

3

0 з iTI]

!)
бi

_l)

6)

а) а)

Рис.4

л,..,,i\

ýi(t)

п] m

-п

ýff(.r)
п

п) s

-r)

85



'Пих,и' у грфиков фунщrrй Sfi(r) на рис. 1л-4л вбли-
зи HeKoTopIJx узлов - ато обычная "платв" эа устранение
осr$rлляцrай хубического сплайнв ýg(o).

Предостввленная Ю.С. Завьяловым рукопись, а. так-
,ае ценные заддеча,ния Ю.С, Волкова и В.Л. Мироrлничен-
ко существенно улучIцили статью.
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