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А.Е.Хпсrrпев

Ю.Л.Ершовr,оr в [lt ввсдсво повятие Е-оrqlедслпrrости
r.одсли в допltсвtоaоri хноrс.еrвс п нrйден [2l хритсркй
Е-опредслиrrосятr всс"rетной ходсли .iИ в допусrтачоx raнo-
ясествс НF(L) для пдотrrого линеfiного поря,4Gв беs юн-
цов. Отк и ддlугис реrультатьs rro опредслишост!л, а тrrчr:е
всс всобходд.tые свсдсния по тr'.GЕзгЕi.гr'i
моrorо нrйпл в rдоttограФии Ю.Л,Ерчrовл [3t. В [а] авто-
poж введaно понятяе
и получев rtритсриfi

вя)пгреняе псрсчислихой
Е-оrцrеделичостлr счетrrой цоделя lI

в НF{.,t,l). Дrrrная рrботв продол2lсаЁт (4t. В нсй пряве-
деtю о.ФIо необхо,qпrое условие ЬоrцlедслпrrосЕи сtrё,р
ной ходали ,V в дрпусr,лаrоч шноrt€сt!ве НF(.{), и для
о,Ф{ого хласса rrодслсй Л получен хритсрий l-спреде-
лиxости 

''iодепп 
Дf в НF{.М). В дальяеЙшеrr рrссrr8три-

в!.ются лиrпь сqa.гные uодсля хон"чных сиrнетур. Вве-
дsri нвкоторне опр€доления и обознrчgния. Пустъ r.l =
= {0,1,2l...} - хнФкеqгво хонечнцI ордrвалов, tюTo-

роз сод€рrýfгся в любол доIryс:гихоra rrHorcecTBa; al' =
= {0'rl'r...} - uнoroeglвo воех н}туральны, чЕселi

't --< Ц9rl,.,,9, ), Jt/ =( ЦВ,...,Рr > - rrодели.
Отобрl.эttениs р i g .4 lV цвоасества lл на. ЛI наэываэтся
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нуrдерцц,tеЙ r.одели l/, а. парr. (Л/r, л) -дёлъю. Для пsрь! (Лr, л) поло?rlих:
цо-

=' Ё {< t, rrr > |.l/ Р рп = рп},

ДГ * {< йllr.. .l l?ввj >l.t/FД(р-r,...,рпп;)},

llfy +< u, Р|,...,Р! 2.
Пустъ (.,И, ч), (lt, р) - Hyrrepoвaнвr{e шодели. Если

пре,4.rхаrн =l, Лj', 1 J i J r, рекурсивяы относит.льно
прс,qtх8тов =У, (Ё, 1 _< j < r, то булех говоритh что
пара (.il', р) рзЕуроiвяв относtfпельно пары (r}l, и). Мо-
дель .V нrsцвrдтсrl рaхlrрсивной относуrтсльно B!,racpoвarr-
воfi чодслrа (,r9{, u), ссли с!пцсегвуgг тrrrrя н)пrсрацrrя р
rrодали .М, что парв (.iГ, л) рспурсивнв отяосительно па,
pt* (,}r, r). Пустъ ý' - rю.Фaно2пссгво хножсства о' и
id : g, -, Ilt't id(B) = п'. Вудех rэворитъ, чтю tlo-
дель.М рФrурсявна относительtrо хноr!сства ý', ссли хо-
дель .il/r рекlrрсивнl отtlоситсльно H;rrrepoBarrBofi raодели
(( r', ý' ), id). Для ByrrepoBarrяoй rrодепи (rUl, r) че-
реs .,!i! обоэначях lдодaльr осяовнttI r.нor(acTBox хотороЙ
является raноrпесгво ro', а отобршаение id : о .-+ иr' есть
иsоr.орфиэt ходслей *l" п !yl|. Пусть .,9{| - lдо.цёль1 хо-
тор!.я получсна' ll9 uодслu .Дl, добrвлсниец в сигяатуру
опер!цlти ' rцlибаэлениех l,

В [.tl ввсдскr следуюпtяе пояятrя Е-нухераrддл,r и
внlrrренне псречrаслrоrcfi ходели. Если вlrчерашдя и хо-
дели .r}l являстся Е-фуttlgцлеЙ в допуgмхош lдноrс€стве

E-Hyrrвpa.Irдacй rrодели rИ. Если
судIествует Е-нучсрадlля у l.од!ли *l, то *1 нr,9ывоется
внутревне перечяслиrrой ходелъю. Легко проверить, что

ЗАМЕЧАНИЕ l. Нуrrерцrия dd : о -о qr' есть
Е-нухср rцrая ходеля (.iЧ})'.

Для дrльнеftшсrю Htх необхо,4lоlа следlrюцlrя

НF(;И), тo ч
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ТЕОРЕМА А Р|. llycml Мь Mz - хс боlсе 1еir счсль
хша rroicrc ч ц - Е-хулар Btllu'r uoOetu Llz. Тозiв r'o}elt
h\ 8-олрсЕоluлс а IlF(rЧ1) mооЕв ч mоаlпо пооёа, зооlа сg-
лц.сmсуaлr| mсЕс, хrдGрсqч, ц лоасr! JИl, {mо 

'дврв 
(*lцчt)

Ileвyp cucrlв оrtlr.оGцrпGaar.о (rЧrr и).
Слсдlrюrцее цредлоаrевие даст нсобхо,4аuо€ условя€

ПРЕДЛО?lýЕНИВ. Пyctъt лоЬеп ttf D-олрсЕr;'u*а е 0о-
лyctшкou l*о*ссmеG Щ.}l). Toaic 0u lлбоб r|*сrачцц у
lr'оЕоlч ,lel *o lи,t lI рвцрсlt.вs orйr.ocurr6.rшo ncprr (й, и).

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Пусть rrодель .М D-определя-
rra, в НF(.М) и у - неюторая tтуцсрrrgrя ходрля .,}l.
Модсль .i/ тадяtе }опрсдзляха в доrryст}ffоr. IHornccTB.
НГ(Л'"Г). По эrgечrяrю 1 ход€дь (Л})' Ьперсчисли-
ха.

что uодрль .t/r рскурсrrвяа
rсодсли (Л})', й). Тогла

По тсорехе А полlмоgц,
тJalil.тaгЕr]ттrd
он8 рскурсивна отЕос!Е!ельно rrrры (.}l, u).

ТЕОРЕМА. Пусmь S - ttollxo*ccmoo шmrрс..н.., {uGс.
ц lлt лоOсач М aшrlо.Ё;rata lerocw:

l) М рвпурсuохв оmнооlллпоalri,о цхо*Gсmсв ý' в {r'|
,cý}i

?| sножссmоо S Е-ott1o catro о НF(Л).
Тo:i.а цоlвt lf 2-оп2сtсалuв о ilолусmtuол *'хо*всmев

НЩ.М) moric u ,йо..rо mооOа, mlёа o'r,a рсrlplсuеха оmхосч-
rпBltxo rrхо*осmев S'.

ДОКЛЗЛТЕЛЬСТВО,
Наобхо-ппдоеrъ. Пусrъ r тlJсrя нуцaршц{я ходели .l9{,

чт.о перо (.Ч, и) рскурсивнl относительно rrHorKecTBa. ý'
я r.одеrь .М Е-опредслиrrа в НF(.И). По прсдлоассяию
ходсль .'V рехурсивка отноФ(пaльво пвры (rИrи), о сдGдо-
вiтельно, к относtrпсльно rдноэхества ý'.

Достrтючносrъ Пуегь ходсль ,Дf рсхурсиэна oTTroe:-
пельно llноrпaсгва ý'. Тогдо суrцсегвуст т!Jс!я нуraсрGrrия
р кодслtл ..l/, что парt (JУ, р) рскурсивнr. относr{гельно п!.
pBr (( c,l', У >, Ф.

Отсюда иrrccx, ч:го пр€lц{ttатt{ _r, Pf ,, . . , Pf рехур-
сивны отяос!fвельно uноrtсегва ý. Тогдл харrхr'aристи-
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чесхие фувкrц,rи атпi пре,Ф{БO.тов получвются и9 бцrис.
ныr фувr<tц,rfi сдоrt!еняя} уraноrкения} отношения n < n и
чноrfiвства ý rryтзх xot{etaнorэ числа прихенениfi оперь
lg.rй суперпозиrц.ти и циними9&Iц.rи. По условию теореt(ц
}iноrпество ý Е-определихо в Нr{iИ). Отсюда grавдr.рт-
Ецrrи рассlDiдениячи полlЕrl,еrд, что хLрактеристичесхие
фунt{ц4и пре,4trкатов =Р, Р!, 1 S i S а, являются Е-
фуяrсцаяхи. Следрвательно, аrи преrр!кr.тц являюr.ся
Д-предрrхатr.rrя в НF{lИ) и кодель Л/r Е-определиха. э
НР(Л). Tcoperrс докцtон!-

Приведзrr приraер приraев€нпя gTo t тсореraы.
Пусrъ груrгrа G ссть счетная пряraа.я cyraмa Iц{Ёличе_

схих групп прость!х Еоря,4lов, т.е.

"=ý,о"
где Ii - неюторое простое число. Харr*стсристикоfi x(G)
груIrjты G нrsывrэтся raнorroecтBo

1(G) = {[q,ml|]i1,..i'"(gil =... = 9ь * {)},

где [q, rп! - Hor.ep пrры < qп ) . Леr.rко впд€ть, что
груrтпв G рек)rрсивна оtгносительно uвоrзествr' 1(G). IIо-
KaJxexl что xнoxecTBo {G) Е-{пределяt о в НF{G), Обо-
значих чере9 оlь цЕо?!в€ство всех неЕулевъ!х фунхrрrй l ;

п -+ q| m = {0, 1,.,.,r1 - t}, q = t0,1,...,{- 1}, 3d С m
U(0 # 0). Пусть Р - мноrфстЕо Boex' простtJ:t чtlсёл.
Покrясем, что цноrпество .Р = {cj-lg € Р, m € о} Е-эп-
ределяхо в НF'(С). Для атоr.,о сперва. дохЕхеr., что ато
rrноэкёство Е-отцlеделr,пrо в НР(0), В [6, с.4Е! определеяа
нtlхершц.tонtr!-я фунIсшя в l tl _ HF(0) и док!.sаItоt что
онв является Е-фувкr}rсй. Легхо понять, чтt хяохсество ý
e{Iot epoв вс€х елеrеrпюв хкоrкеегва Р рекурсивно. По
.гcoper.e [6, с. {{, rlяоrпество ý А1--опрсJ(еличо в НF(9).
Отсюда и хяо2пество Л Е-определкrrо в НР(0). Доау-
стиуое мЕо2ксство НР(0) Е-определиrrо в НF(6). Тоr.да
и rrнФкест9о F Е-определихо в НЩG) вехотороfi фориу_
лоfi 9(а). Введеrr фунrсцлю J ; чхG+ G слсдуючlей
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Е-рекурсиеfi в ЕF(С) : /(0,т) - е, J(n + 1,л) = l(l,a) + а,
гд: 9 - нулевой 9лехент груrпrы G. Тогда J является
Е-функцией. Пусrъ пре.4ахат ftпсt, выделяюц$.rfi кrнеч-
r*ые фунrсýаи, операцt{и pi(l), piff) соответственно ра,в-
ные областя опрсделёвия и обпасти эначения функgrи l,
определекы так_д9r ка; в [2, c.?El. Нстру.qrо проверить,
что tlноrtеегво х(G) - {< q,m > lk,rlll е x(d)} опрсделяет-
ся слсдуюrцсй Е-форхулоfi:

< %п >сre) ё ]g((ftпсt(g) л рiф) в m л
lt pifu) ý С lVi e r{f(c,g(;)) = елr(i) rr е)) л

Д 3о(9(с)) Д V9 е сфi(9) _ пlрi(р) ý q Л

Д 3f,(Ftnct([) А рi(Ё) = m Л (0) = l(9(O),g(O)) Л

л V' € ,T(i # 0 -+ n(0 = n(i - 1) + /(g(j),r(i)) л
л Ц,ъ - 1) # О)))).

Отсюдr. и иэ Е-определиtaости нуr.ерuц.rонноfi фунь
r1l:я [ r I " НЦС) получ!дц, что lдt о2пsство х(G) талlоrсс

'-.)предели}.о 
в НF(G). Следоветельно, рр!ЕIпа G и мно-

rсество 1(G) удовлётворяют условию теореr.ы. Отсюдв
по.Iуча€ra

СЛЕДСТВИЕ. Цусmt вруппа G расlа.свmс, с прr4у, с!*-
Jy чurru{асrl!, s|упf. просfълl, tлорtЬsоо. ТоаЕо uo est М
Е-опрсё;ючuв е Dопусttlччол lхохвсtпе с lП(C) mолЕв u rпоlл-
rо tповlв, ;оiа М рслgра16 а оmя,осuлъвлхо хв|сзmсрасmvЕrl
х({7) rруzпш G.

Пока;сем, что условие 2 Teoperaц Пустъ
Е! - хлассн арифхетичссхоfi иерорrии. Класс Е! сов-
пЕ,ца€т с классох рекlrрсивко-перечислицнI llнorкecтB.
Пусть xHorcecTBo ý ý ro TlKoc, что внпоrнGны условия:

t)ýеЩ\Е!;
2) сущсствуст тrJr!.я р.хурспвнrя Фуяхtц{я l(ir.r), для

ко:сороfi спрrведливо:
а) лля любоrпо i е r.l 4ункlrая laf(i, а) нс убr*ва:т;
б)]fuп l(d,э)=щ, ,rb(rrr (...i ,.t* €ý.
Тогда согласно [бl р-груrтпа C(S) = Ф"Zоп, где

zр,i - Iц,rклгчесIisя грlrпIте поря.Ф(r р-, хонстр5rктиви-
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зируеr.L Тогда. mreex ("ц. [tl), tпю шодедь .iИ Е-опре-
делимr. в НF(G(S)) тогдв я Iолько тогдо, югдь oнr юн_
сгр)пrшЕя9ируеха. Рассrrотрrч ходель й .o< оr0, 'rý > .

Иэ условия 1 опредедsrrlrя rrноrtествL ý следrет, что ý
яе рехурбдвrrоa raво2кесгво. Отсrодr rrодель б ве юн-
сгруr!пви:r!tруеrrl, r следовrтельно, oнt не Е-опрсд9лиrrо
в НF(G(ý)). Тцс кrrс груrrпв G(ý) ювсгрlrrстr.в}trrирусха,
то она рсхл)сивнв относивсльно uнortecтBi ý'. Поэтэrrу
условяе l TeopeutJ для raодели G(ý) и мно:хествъ ý внrюл-
нено. Очевrrдtrrо, .rю uодель б perypcrBHa оlгЕосItrr.'ельно
rrноrýеgгва ý', Тчgх обр!sоra, тrcopcrir для ходели б не
спрrэедлхвr. Отсюдд следlет, что условяе u теореr.ц су-
щсgгвсlлfо,
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